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問題 ������ を可換環とし � ��� � ��� � ��� ��� �
を � 加群の短完全列とする ����! 

次の "  �$#  �$%  はすべて同値であることを示せ � このとき短完全列は分裂するという �"  �'&()�+*,� �
同型

 
である �#  ある �.- 準同型 /1032 ��� �

で �54768/10 (:9<;>= となるものが存在する �%  ある �.- 準同型 4 0 2 �?�@�
で �A4 0 6B/ (C9D;>E

となるものが存在する ��GFH �
が自由 �.- 加群のとき � 上の短完全列が分裂することを示せ �

問題 �JIK� ���! 問題 LNM の完全列を整係数特異コホモロジー群において示せ � また � 整係数特
異ホモロジー群については�O� PRQ �1SUTWVX Y[Z "5\H] � 9D; �_^a`  � PRQ �cb'TWVd � PeQ�fhg �cSiTWVd �j[k � �
が ]ml>"5%mn になることを示せ ��GFH 

問題 Lo� の b �	prq の整係数ホモロジー群を求めよ ��cst 
問題 Lou の bUv

の整係数ホモロジー群を求めよ ��1wx 
問題 My の b

の整係数ホモロジー群を求めよ ��GzH |{~}���� g
の整係数ホモロジー群を求めよ ��c�t 

上の
�cFH 
～
�czH 
について � ホモロジー類は自由になるが � 基底になるような特異チェイ

ンを描け �
問題 ������ 次元トーラス �8� ( � g��������h� � g� ��� �� 個 の整係数ホモロジー群を求めよ �
問題 ���� ���! 立方体の辺を合わせたものを � とする � 整係数ホモロジー群を求めよ ��GFH �b

をメビウスの帯とする � ただし � 無限に伸びたところを有限で切り � 境界付き多様
体とする � 相対ホモロジー群 PRQ �GbC����b'TmVd 

を求めよ �





略解 ���� ���! "  から #  ��%  は明らか ��#  が成り立つとき ��/ 0 が単射であることに注意して �� &( Y[Z / 0 である � すると ������B�� � � / 0 4 � �  * / 0 4 � �  �  Y[Z / * Y[Z / 0
が同型写像を与える � 逆写像は �Y[Z / * Y[Z / 0 � / �c¡N * / 0 �c¢W �� / �1¡N ¤£ / 0 �c¢W B  �
である �%  が成り立つときも同様に � � & ()¥ ]�¦H4�� � ( ¥ ]�¦H4 0 となって � � & (§¥ ]�¦A4 * ¥ ]�¦A4 0 となる
ことが証明できる ��GFH �

の基底を ¨ ¢3©Jª!©5« E とするとき �H4 � � ©x ( ¢3©
となる

� ©
を取り

�
完全性よりそのような� ©

が存在する
 � � & (¬©5« E � � ¬©5« E.® ©x¢m© � � � ¯©5« EB® © � ©~  � � ® ©�  �  

によって / 0 2 ��� �
を定義すれば ��.- 準同型であり �x476B/ 0 (C9<;>=

となるので � �°�! により分
裂する �
略解 �JIK� 略
略解 ����_� � ( � � fhg � � g ( � � fhg �²± � �³��´¶µ & と ^ (?9<; 2h� � fhg � � � fhg に関する Z "A·J· 9<¸ \nº¹5¦¼»J½ と見ることにする � このとき問題 �JI により�O� PRQ � � � fhg TWVd � k� � PRQ � � � TWVd � PeQ�fhg � � � fhg TWVd � �
を得る � これが分裂していることをいいたい �K482h�8� ( �8� fhg � � g � �8� fhg を第一成分への
射影とし �>4 ` / ` (¾9<;J¿À¼Á�Â>Ã3Ä5Å°Æ ÇtÈ

を ÉÊ"³Ë5]�¦�-GÌ 9 ]Wnº¹5¦ 9 ½ 完全列の定義と問題 �JI の解に従って忠実
に計算すれば

�
詳細略

 � これが示される � よってPRQ � � � TmVd ( PRQ � � � fhg TWVX * PRQÍfhg � � � fhg TWVd 
を得る � これは二項係数と同じ帰納関係なので �PRQ � � � TWVd &( VXÎ � Ã À  
を得る �
または � 今の場合は PeQ � � � TWVd が自由であることと � 短完全列が分裂することを同時に帰
納的に示してもよい � ただし � 一般に b ( S � � g

に関して � PRQ �GbÏ�³TWVd ( PRQ �1SUTWVX *PRQÍfhg �1SUTÐÑ¡HÒÍÓ � ^�Ô  となることは � そのやり方では示せないので � 上のやり方で示す必要が
ある �



略解 ���� ���! � を底面に平行な面で二つに切り ��� (ÖÕØ×�Ù
とし � Õ � Ù は � g

とホモト
ピック � ÕÛÚÜÙ は w

点とホモトピックであることに注意して �ÉÊ"³ËH]W¦�-GÌ 9 ]mnº¹H¦ 9 ½ 完全列を用い
れば � PRQ � � TWVd ( ÝÞß Þà

V �1á ( �  Vãâ �1á ( �� �
その他

を得る �
練習問題 � P~g � � TWVd の基底となるような特異サイクルのコホモロジー類 ± ¢ g ´ �ä�����W� ± ¢ â ´ を
作り � 連結準同型 P~g � � TWVX � P~g � ÕåÚæÙ TWVX 

を具体的に計算してみよ ��GFH 
相対ホモロジーの完全列によってPRQ �GbC����b'TmVd (ÖçèVdµHFxV �éá ( �! �

その他

を得る �
練習問題 � P~g �GbÏ����b'TWVd 

の元

± ¢�´
で

± ¢3´dê( � � F ± ¢3´ ( �
となるものを具体的に構成せよ �


