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問題 ���� を位相空間とし ����� を ����������� � の ���"!#��$ を一点につぶし �%���"!&�'$ を別の
一点につぶしてできる位相空間とする ()� の懸垂という (+*例えば ��,.-�/ の懸垂は ��, と同
相である ( このとき 021 *3���5476989:; <021 -�/ *=�54>6?8
が @BAC� に対して成り立つことを示せ ( ただし � <0D1 -�/ は簡約ホモロジーである (*ヒント E?��� を ��, のときのように二つに分けよ (F8
問題 G� クラインの壷 * 問題 �IH%*3HJ8 を参照 (�� / �K�L�%���7� の両端を引っくり返して貼り合わせ
たもの 8 の整係数ホモロジー群を求めよ ( ただし �NMPO'QRQ%SUTRVDWYX'Z\[R] のホモロジー完全列の証
明もつけること (





コホモロジ─の係数 ^U�>6)_ は省略することにする (
解答 ��+��� ; `)a �cb ` - �5� `)a � ; � �d�L�%���I8 の �e� �C!#�f$ を一点につぶしたもの �` - � ; �g�h*i�%� � � の �g�j!&�'$ を一点につぶしたものと分ける ( `)a �lk ` - � ; �m�K*n�%���I8
は ��� とホモトピックである ( また � `)o � は � それぞれ端の点に縮めていけるので一点とホ
モトピックである ( よって pqO�rJs7Zut3v�SUs>WYXJZwSU] 完全列021 * `)a �xk ` - �y8 z 0D1 * `)a �y8�{ 0D1 * ` - 8 z 0D1 *3���y8021 -�/ * `)a �xk ` - �y8 z| 0D1 -�/ * `)a �y8�{ 0D1 -�/ * ` - �y8 z 0D1 -�/ *3���y8
において � 0D1 *i���y8):; 0D1 -�/ *=�"8 が ��@~}�� のときに成り立つことが � ただちに分かる ( この
場合は簡約ホモロジー <0D1 -�/ *��y8 は � 0D1 -�/ *=�y8 と同じである (@ ; � のときは � 0 / *3���y8 :;���s Z�* 02� *=�y8�� 6q{�6?8
であるが �N6 の二つの成分共に � 次数写像 �%s V であるので ����s7Z は簡約ホモロジー <0D� *=�"8 に
等しいことが分かった (
解答 G� 区間 ���%� � � を � a"; *i�%����8>��� - ; ������� ����! /� $ と分け � 対応して � ; � a b�� - と分
ける (�� ay� ��*����\�w8����� *=���\�w8�������� a により ��� a は ���q� a と同相であり ��� - は� - � ��*=���w�w8����� � *����\�w8 �D� ��¡ /� のとき*i¢�-�/7*���8>�\�¤£¥�I8 /� ¡h���C� のとき ���¦�§*�£ �H � �H 8
により ���g�h*�£ /� � /� 8 と同相である ( ただし ��*=���¨�©8ª� ; ��*i¢«*=��8¬���I8ª� の行き先が � 上の場合でも
下の場合でも *=���¨�J8 となって �s ®U®¯tª�Rs>°�TRs7� であることに注意しよう (������ a �����K*�£ /� � /� 8
は � 共に � にホモトピックである ( しかし記号を区別するために前者を � a � 後者を � - で
表わすことにする (
次に ��� a k�� / ; *i�%� /� 8«±j* /� � �I8 となるが � 最初の連結成分を � � � 後者を � / で表わす ( この
とき � a k"� - は � 同相 � a : ; �g�"� a を通じて ���g�y� � ±q�m��� / と同相である (��m��� � ����²� / は � 共に � とホモトピックである ( しかし記号を区別するために前者を � � � 後者を

� / で表わすことにする (



pqO�rJs7Zut³veSUs>WYXJZwSU] 完全列より02´ *i� � 8�{ 0D´ *n� / 8 µ z 0D´ *n� a 8�{ 0D´ *n� - 8 z 0D´ *i�¶802´ -�/ *i� � 8�{ 0D´ -�/ *n� / 8 µ z· ¸&¹0D´ -�/ *n� a 8�{ 0D´ -�/ *n� - 8 z 0D´ -�/ *i�¶8
を得る ( このとき µ を行列表示すると µ ;�º S�� SU�S�� ¢#»¨¼
となる (½* 詳細略 �¾�J��¿�� の小テストの解答における ��À���Á の代りに包含写像を用いる 8 よって��s7Z µ ; !IÂD{KÃÄ� 0D´ -�/ *n� a 8�{ 0D´ -�/ *n� - 8eÅIÂBÆhÃ ; �%�YÂBÆÇ¢.»�*nÃ�8 ; ��$ :; 0D´ -�/ *i�q8wÈ>É��Ê XJË's7Z µ ; 0D´ *n� � 8�{ 0D´ *i� / 8!��D{KÌ~� 0D´ *i� � 8�{ 02´ *i� / 8½ÅI� ; ÂBÆhÃ��YÌ ; ÂDÆK¢.»�*=Ã%8¨$ :; 02´ *i�q8Í MPO'VJsJ*nS���£�¢#»¬8
を得る ( 従って �Î� 021 *i�q8Í MÄO.VJsJ*=SU��£e¢.»¬8 � 021 *3�¶89� 021 -�/ *i�q8wÈ É � �
を得る (
さて ��� ; ��/¬��¢«*iÏ ÐÒÑ¬8 ; Ï.-&ÐÓÑ として ��� ; �¦�Ç�L�%��� �ÕÔ : *\*����¨�©8 : *3¢�*=��8>� �I8\8 として両端
を貼り合わせたのがクラインの壷である ( 上の完全列において � 0D1 *i��8 ; 6C*n@ ; �%� �I8 ; �*n@ その他 8 であって ��¢#» は �R@ ; � のとき恒等写像で ��@ ; � のときは £+� 倍する写像である (* 詳細略 8 したがって 0D1 -�/ *i�q8wÈ É ; � 6 @ ; � のとき �� その他0D1 *n��8Í MPO'VJs'*nS���£�¢#»¬8 ; Ö×Ø ×Ù

6 @ ; � のとき �69ÔJH&6 @ ; � のとき �� その他

よって � 02� *3�¶8 :;d6)� 0D1 *i�¶8 :;��q*=@B}¶�I8 は � ただちに分かる (�@ ; � のときは ��Ú� 6?ÔJH©65� 0 / *3��8�� 6j� �
を得る ( このとき � 一番右の 6 の � に移るような 0 / *3�¶8 の元 � をとり �Û6Ü� 0 / *i�¶8 をÝ �� Ý � と定めると � 上の完全列の分裂を与え ��* 問題 ÞJÞ 参照 80 / *i�¶8?:;C6�{¥6?ÔJH&6
を得る (


