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問題 8. f , g : M → N は固有な C∞ 級写像で, 固有写像としてホモトピック, すなわち
F : M ×R → N というC∞級写像で, F |M×{t} = f (t ≤ 0), F |M×{t} = g (t ≥ 1) であり,
さらに各 F |M×{t} : M → Nが固有であるものが存在するとする. このときコンパクト台の
コホモロジーに誘導される写像

f ∗, g∗ : Hp
c (N,R) → Hp

c (M,R)

は等しいことを証明せよ.

問題 9. X = Rnとする. Hn
c (X,R) = R であった. [α] ∈ Hn

c (X,R)で,
∫

X
α = 1と

なるものを取っておく. 固有な写像 f : X → Xに対し , コホモロジーに誘導される写像
f ∗ : Hn

c (X,R) → Hn
c (X,R)を考え, f の写像度 deg fを f ∗[α] = deg f × [α]によって定義

する. このとき

deg f =

∫

X

f ∗α

が成り立つ.
(1) fが全射でなければ, deg f = 0を証明せよ.
(2) deg fは整数であることを次の方針によって証明せよ.

• サードの定理により, ほとんどすべての x ∈ Xが fの正常値である.

• αとして, xの小さな近傍のみの外では 0になっているものを取る.

• このとき, f−1(x) = {x1, . . . , xn} とすると, fは, 各 xi の近傍 Uiで微分同相である.

• ∫
Ui

f ∗α = ±1 である. ただし , ±は, f |Ui
が向きを保つかどうかで決まっている.

• deg f =
∑n

i=1±1

(3) 問題 3のように多項式 f(z) = zn + a1z
n−1 + · · · + anを R2 → R2の C∞級写像と考

える.

• fは固有写像であることを示せ.



• fは f0(z) = znと固有写像としてホモトピックであることを示せ.

• deg f0 = nを示せ.

よって, 問題 8により, deg f = nであり, 特に n ≥ 1ならば f は全射である.

問題 10. (ホッホシルド・コホモロジー) Aを, C上の (可換とは限らない)環とし , M を
A-双加群 (すなわち, 可換な左からと右からの A-加群の構造が入っている)とする. この
とき

Cn(A,M) = Hom(A⊗n,M)

とし , 微分 d を

df(a1, . . . , an+1) =a1f(a2, . . . , an+1) +
n∑

i=1

(−1)if(a1, . . . , aiai+1, . . . , an+1)

+ (−1)n+1f(a1, . . . , an)an+1

によって定義する. d ◦ d = 0を証明せよ. この複体のコホモロジーをホッホシルド・コホ
モロジーという.



略解 8. e0 = e0(t)dt, e1 = e1(t)dt を, それぞれ t = −1, t = 2の十分近くだけで, 0でなく
て,

∫∞
−∞ eα(t)dt = 1 (α = 0, 1)となるように取っておく. このとき F の条件から

F ∗α ∧ e0 = π∗f ∗α ∧ e0, F ∗α ∧ e1 = π∗g∗α ∧ e1

がM×R上の微分形式として成立する. また, e0, e1の積分の値に関する仮定から, e0−e1 =
dβ となるコンパクトな台をもつR上のC∞級関数 β = β(t)が存在する. このとき β∧F ∗α
は, F |M×{t}が固有であることと, βの台がコンパクトであることから,コンパクトな台をも
つ. すると

d(β ∧ F ∗α) = dβ ∧ F ∗α = (e0 − e1) ∧ F ∗α

であるから, F ∗α ∧ e0 = π∗f ∗α ∧ e0 と F ∗α ∧ e1 = π∗g∗α ∧ e1 が Hp+1
c (M ×R,R)に定め

るコホモロジー類は等しい. あとは π∗ : Hp+1
c (M ×R,R) → Hp(M,R)を適用すると,

π∗ (π∗f ∗α ∧ e0) = f ∗α, π∗ (π∗g∗α ∧ e1) = g∗α

が (微分形式のレベルで)成立することから結論が従う.

略解 9. (1) まず, fが固有であることから, f の像は閉集合である. (証明略) このとき, 写
像度が微分形式 αの取り方によらないことに注意して, f の像の補集合に台を持つように
αを取る. そうすると, f ∗αは微分形式として恒等的に 0である. よって deg f の定義式に
よって, deg f = 0 である.

(2) 方針の通りなので略.
(3)

• 固有写像であること
いろいろなやり方があるが, たとえば立体射影を通じて, f が S2 = C ∪ {∞}から
S2 = C ∪ {∞}への連続写像に拡張されることを確かめればよい.

• f0(z) = znと固有写像としてホモトピックであること.

F (t, z) = zn + f(t)(a1z
n−1 + · · · + an) とおけばよい. ただし , f(t)は, t ≤ 0では 0,

t ≥ 1では 1となるR上の C∞関数である.

• deg f0 = nであること.

f−1
0 (1) = {e2πid/n | d = 0, 1, . . . , n−1}に注意し , 各 e2πid/nの回りで, f0が向きを保っ
ていることをチェックして, (2)から, deg f0 = nを得る.

略解 10. 略


