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問題 ���� 短完全列からコホモロジ─の長完全列が導かれることの証明を完成させよ �
問題 ������� を ��� 級多様体 � から自分自身への微分同相写像とし ������� �"!$#&% に �('*)+!,�.-0/'1�2'3)�-4!&#5- で生成される同値関係を入れ �76 89�:�;� �"!$#&%=<>/ と定義する �?6 は ��� 級多様体
であり �"@BADC"C7EGF7HJILKNMLO"P と呼ばれる �'Q#5- このとき ��R SUTWV�X 'Y�Z!\[]-^ @_ADHN`D'YEbadce��fg- R S T '16h!L[]-iR S T 'Y�Z!\[]-Qj4klR �
という完全系列を導け � ただし � f は ��� の誘導する準同型 � f�m S T 'Y�Z!\[n-oR S T 'Y�Z!\[]- で
あり � S TWV�X 'Y�Z!\[n- j k は ��� f で固定される部分空間とする �'1pN-q�r8ts X ���('Yu&vxwg-l8yu V vxw として � 上の構成により ��6 を定義する �z6 は {d|b`&EGF の壷であ
ることを示して � そのコホモロジ─を求めよ �
問題 ��}��~'Q#5- 下図の 6 のコホモロジ─群が

S T '16h!L[]-i8 ��� �� [B� ��8�# のとき[ ��89� のとき� その他

となることを示せ �'1pN- 下図の �o� のコホモロジ─群が
S T '16h!\[n-i8 ��� �� [ � � �~8�# のとき[ �~89�"!gp のとき� その他

となることを示せ �





コホモロジ─の係数 �G!L[�� は省略することにする �
略解 ���� 略
略解 �����~'Q#5- 区間 ���"!&#&% を �$�;8�'��"!&#5-4��� V 8�� �"!$#&%��d� X�N� と分け � 対応して 6 8�6��B��6 Vと分ける ��6������b'*)+!L��-�%¡ R '3)+!���-�¢£�¤���$� により ��6�� は �¥���$� と微分同相であり ��6 Vは 6 V �¦�§'3)+!���-�%� R ¨ '*)+!L��- �ª©«�0¬ X� のとき'�� V�X '*)�-4!L�c®#5- X� ¬��0©y# のとき ¢��¤�¦'�c #p ! #p -
により �"�¯�°'�c X� ! X� - と微分同相である � ただし �§'3)+!,�N-�%�8±�§'1�2'3)�-4!&#5-�% の行き先が � 上の場合で
も下の場合でも '*)+!,�.- となって ²o`&|b|§³´a7`Wµ�F"`&a であることに注意しよう �i�¶�ª�$��"�·�°'Qc X� ! X� -
は � 共に � にホモトピックである � しかし記号を区別するために前者を �¸�2� 後者を � V で表わすことにする �
次に ���&�º¹�� X 8»'��"! X� -(¼½' X� !&#5- となるが � 最初の連結成分を �W¾¿� 後者を � X で表わす � この
とき 6��n¹�6 V は � 微分同相 6�� /8 �À���&� を通じて ���¤�£�W¾?¼Z�¤�£� X と微分同相である ��:�]�W¾$���:�º� X は � 共に � とホモトピックである � しかし記号を区別するために前者を ��¾¿�

後者を � X で表わすことにする �Á A$ÂN`WMQ³´ÃÄEG`4I\KNM�EGP 完全列より
S T '�6Å- Æ S T 'Y�¸��-�Ç S T '�� V - È Æ S T 'Y��¾g-�Ç S T 'Y� X -

S TWV�X '�6Å- Æ S TWV�X 'Y�¸��-�Ç S T4V�X '�� V - È Æ S TWV�X 'Y��¾g-�Ç S TWV�X 'Y� X -É ÊË
を得る � このとき È を行列表示すると È 8rÌ Eba EGaEba � f\Í



となる �Ä'詳細略 - よって{d`&M È 8��5Î¸ÇÐÏB¢ S T 'Y�¸��-�Ç S T '�� V -ÒÑÓÎJÔ¦Ï�8h��!\ÎJÔ�� f '3Ï"-Õ8Ö� � /8 S T '��U-�j4k$!× KNØÙ`&M È 8 SUT '���¾4-�Ç SUT 'Y� X -�¿)JÇÐÚº¢ S T '���¾g-+Ç S T '�� X -ÒÑ5)n8ÖÎªÔ¦Ï!\Úª8hÎJÔÐ�¡f$'YÏ�- � / 8 SUT 'Y��-^ @BAÙHN`N'3EGadcÄ�¡fg-を得る � 従って結論を得る �'1pN-?{d|G`&EbF の壷は � �"!$#&%�����"!&#&% の上下を普通に貼り合わせ � 左右をひっくり返して貼り合わ
せたものである � これは � 与えられた �£�2� から 6 を作るやり方に他ならない � このとき� f m S ¾ '�s X -ÒR S ¾ '1s X - は恒等写像であり �+� f m S£X '1s X -zR S£X '1s X - は � 向きを逆にすること
から c�# 倍する写像である � これから �i'�#5- の完全列により � S ¾ '16Å- /8 [ 'これは計算せず
とも連結から直ちに分かる -4� S X '16Å- /8 [�� S � '16Å- /8 � が従う �
略解 ��}��~'Q#5-Ò6 を s � から三枚の円板 Û X ��Û � ��ÛªÜ を除いたものと思う �eÛ X ��Û � ��Û�Ü を
含む開集合 Ý と ��6 を含む開集合 Þ で s � を覆う �ÄÞ は ��6 とホモトピックになるように
取っておく �¸Ý は � 三つの ß Ü

の非交和とホモトピックであり � 特に S T 'àÝe- / 8 [ Ü '1�°8±�.-4�/8 �½'�� その他 - である � また �?Ýá¹�Þ は � 三つの s X の非交和とホモトピックであり � 特にS T 'àÝe- /8 [ Ü '1�~8h�"!$#¿-4� /8 �Z'1� その他 - である � そこで � Á A¿ÂD`&M�³´ÃeEb`WILKNMLEbP 完全列を考える �S � '�s � - Æ S � '16Å- Æ0���8 S X '�s � - Æ S X '16Å- Æ S X 'àÝ¦¹�Þ¸- /8 [ Üâ ã¡ä
よって � S£X '16Å- /8 {>`WMå f � S �5'16Å- /8 × KNØD`WM�å f である �ÄæçI\KNØÙ`&P の定理を用いて å f が � でな
いことを示して ' 詳細略 -4� 結論を得る �'1pN- 簡単のため �¡è]8¯# とする � 一般の場合は帰納法で示す �¸6 を二つ貼り合わせて �+� Xから二つの円板 Û X �Û � を抜いたものを作る � このとき Á A¿ÂD`&M�³´ÃeEb`WILKNMLEbP 完全列を考える �S � '1� X �zÛ X �UÛ � - Æ0� Æ0�

S X '1� X �zÛ X �UÛ � - Æ S X '�6Å-+Ç S X '�6Å- È X Æ S X '1s X -�Ç S X '1s X -é ê�ëì
S ¾ '1� X �zÛ X �UÛ � - Æ S ¾ '�6Å-+Ç S ¾ '�6Å- È ¾ Æ S ¾ '1s X -�Ç S ¾ '1s X -é ê ëí

× KNØÙ`&M È X 8h�"�{d`&M È X /8 [º�&� × KNØD`WM È ¾ / 8 [ をチェックして �S ¾ '1� X �zÛ X �UÛ � - / 8 [�! S X '1� X ��Û X �ZÛ � - / 8 [ Ü ! S � '�� X ��Û X �°Û � - / 8 �
が示される �Ò' 詳細略 - 次に Û X �7Û � を貼って � 再び Á A¿ÂD`&M�³´ÃeEb`WILKNMLEbP 完全列を考える �S � '�� X - Æ0� Æq�

S X '�� X - Æ S X '1� X ��Û X �ZÛ � - È X Æ S X '�s X -�Ç S X '1s X -î ïðñ
S ¾ '�� X - Æ S ¾ '�� X ��Û X �°Û � -�Ç S ¾ '�Û X -�Ç S ¾ '�Û � - È ¾ Æ S ¾ '�s X -�Ç S ¾ '1s X -î ïðò

× KNØÙ`&M È X / 8 [���{d`&M È X / 8 [ � � × KDØD`&M È ¾l8h� をチェックして ' 詳細略 -4� 結論を得る �


