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問題 ��
������������ を ����� と見なす  整数 ! に対して " 写像 #%$����'& ��� を #(�*)+�',-!.) で定義
する  このとき # の写像度が ! であることを " 積分を使って証明せよ  ただし写像度とは "/ � �0� �21 ���'3, � に #54 が誘導する写像が " 何倍する写像かで定義される  もう少し詳しくい
うと " / � �6� �21 ��� 3, � の同型が "87:9�;�<& =�>�?@9 で与えられることに注意して "�#54�7A9B; の積分を
計算して証明する  �6CD�E�8F�,HGJILKM�NFJO �QP�P I P ,R�TS とし "�#%$5�8F�& �8F を "�#(�UI���,RVWI で定義する  このとき# の写像度を求めよ  ヒント  QXZY\[D]T^`_ の定理を使って "�abFcO � ,HGJIMKM�NFcO �dP�P I P.e �fS 上の!�gh� 次微分形式から ".�8F 上の ! 次微分形式で積分が計算できるものを構成せよ  �0i����(j を kml�Gfn-S と思い " さらに一次元複素射影空間 kpo � とみなす  多項式写像 #(�0q��',qfFrgts � quFfv � gxwJwJw`gts F が "zy#(�\7Aqc{|$�q � ;U�},~7AqfF{ $�qfF� gMs � qc{2q Ffv �� gxwJwJw`gMs F qfF{ ; によって ".kdo � の
間の写像に拡張されることに注意する  �y# の写像度が ! であることを証明せよ  ヒント  積
分を用いて具体的に計算するのは面倒なので " 問題 � の方法を使え  
問題 �Z��� コンパクト台の ���c�D^`���6����^�Y�[D�+��_ 完全列を用いて " メビウスの帯 � の / 4� �6� 1 ���
を計算せよ  ただしメビウスの帯とは "�7A� 1 ��;B����VQ� 1 �J� を "(��� 1 I�� 3 ��� 1 V|I�� から生成される
同値関係で貼り合わせてできる多様体である  一方 " / 4J�6� 1 ��� は "�� が � � とホモトピッ
クであることから " / 4J�0� ��1 ��� と同型になる  これから " メビウスの帯については "��B[D�����c�T�Z�^
双対性が成立していないことをチェックせよ  
問題 �Z����� を 7:� 1 Cu;��m��VQ� 1 �J� を �0� 1 I�� 3 �6C 1 I�� から生成される同値関係で貼り合わせてで
きる多様体とする  これは "r� � �-��V � 1 ��� に他ならない  m#%$�� & � を "¡#(�*) 1 I���,¢�+�*)£g���8¤�[@¥bC 1 V|I�� で定義する  ¦# は §�^�¨�¨©�ª¥«^�¬­�«^`¥ で "B#�jQ,~�®¥ であり " これにより "�� には " 群Gf¯pS が作用する  x�N�ZGf¯¦�fS は " メビウスの帯 � である  商写像を °±$�� & � とする  / 4� �0� 1 ��� は "�°�4 によって " / 4� �U� 1 ��� の群作用で不変な部分空間 / 4� �U� 1 ����² � � 群は #54 で
作用する � であることをを証明し " これを用いて " / 4� �6� 1 ��� を計算せよ  
問題 ��³��´! 次元トーラス µWFQ,¶� � �MwJwJw«��� �· ¸�¹ ºF 個 を �NF����(F と思うことにする  BI�,»�UI � 1c¼c¼c¼`1 I F �
を �bF の座標とする  ~½ , ��s�¾À¿�� を !Á�x! の整数成分の行列とする  R#uÂE$�µ|FÁ& µWF を#uÂ8�*IN¤b[Z¥Ã�(FD�±,R½EIÃ¤b[Z¥N�(F によって定義する  Ä�*§�^�¨®¨Å�ª¥�^`¬­�«^`¥ であることに注意しよう  Æ�
このとき

/ 4J�*µWF 1 ��� 3,¶Ç 4 �NF と表わしたときに "�#54Â $ / 4J�*µWF 1 ���}& / 4J�Uµ|F 1 ��� を求めよ  





コホモロジ─の係数 È 1 �ÄÉ は省略することにする  
略解 ��
��������W9Ê,ÌËD) とおく  = �{ 9M,~� である  |#�4J�098��,¶!�9 より " = �{ #54���9(�£,Í! であり " 写
像度は ! である  �6CD��9�,hI � Ë�I jcÎ wJwJw Î ËDI FcO � とおく  BË�9�,ÏËDI � Î wJwJw Î ËDI FJO � であり "�XZY\[D]T^`_ の定理により "T��Ð,=�Ñ�Ò�ÓD? ËZ9�, =u>�Ò 9 である  このとき #54J�0Ë�98�},Ï#54J��ËDI � Î wJwJw Î ËDI FJO � �',»��V �J��FJO � Ë�I � Î wJwJw Î ËDI FJO �
であるから " 再び XZY\[D]T^`_ の定理を用いて =�>uÒ(# 4 ��9(�},»��V �J� FJO � =�>uÒ89 である  よって写像度
は ��V �J��FJO � である  �0i��¡#u{���q���,hqfF とおき "¦y#�{ を kdo � への拡張とすると " 問題 � と同じやり方で "py# と y#u{ はホ
モトピックである  ±�この場合は " 固有写像であることをチェックする必要がなくなるので "
より簡単である  Æ� したがって写像度は等しい  y#u{ については � の逆像を調べて " 問題 � と
同様にして " 写像度が ! であることが分かる  E�詳細略 �
略解 �Z��� 問題 ��C のように "�7A� 1 ��;�,hÔ O l�Ô v と分け "­� ,Ï� O l�� v と分ける  £� OpÕ � v ,�Ê{}Ö×� � と二つの連結成分に分かれる  コンパクト台の ���c�D^`���Ø�%��^�Y�[D�+��^�_ 完全列により "/�Ù �6�¶�}Ú /�Ù �6� O ��Û /�Ù �0� v �(Ú Ü /�Ù �0�Ê{2��Û /�Ù �6� � �/ Ù v � �6�¶�}Ú Ý�Þ ß/ Ù v � �6� O ��Û / Ù v � �0� v �(Ú Ü / Ù v � �0�Ê{2��Û / Ù v � �6� � �
を得る  ここで "�� ² "��à{J"�� � はすべて � j と微分同相であることに注意し " / Ù ��� j �|,Ì��6á�,¶C のとき �2"5,-���それ以外のとき � であり " / jc���Ãjâ�£3, � は " 積分 7A9B;�<& =uãBä­9 で与えら
れることを思い出しておく  そうすると / j �6� O �5Û / j �0� v �æåç V / j �0�Ê{��.Û / j �6� � � として "/ j �0�¶�'3,Íè [D]T^`� Ü " / � �0�¶��3,Ïé ^`� Ü となる  Ü を行列表示すると "|ê � �� V ��ë となる  E� 詳細
略 � したがって " è [D]f^�� Ü ,h��" é ^�� Ü ,Ï� であり " / 4� �6�Ï�£,-� となる  
略解 �Z����° の微分 Ë�°­ì�$�µ.ìc�í& µ�îuïÆì�ð0� を考える  ´° が定義域を小さくすると微分同相に
なることから "�ËD°­ì は同型写像である  また "«ñ�K�� に対し "«°£�*I��',-ñ となる I は丁度二個 "I と #(�*I�� であることを注意する  |�U� は � の二重被覆であるということである  Æ� このとき "µ.ìc� òóVªV0&ô î�õ µ�îuïÆì�ð0� òóç V­V�Vô î`ö�÷ õ�ø µ5ù�ïÆì�ðU� の合成を考えると " これは Ë�#Jì で与えられることが分かる  
主張

/ 4� �6�¶�rúm7A9B;�<&¢°�4J7A9B;�K / 4� �*��� を考える û その値域は ü / 4�fý �U�à�+² � であり ü / 4� �6�¶� î�þV�&òó/ 4� �U�à� ² � と同型写像を誘導する û
まず微分形式のレベルで "­½ Ù� �6�¶�rúÿ9à<&¢°�4�9tKÄ½ Ù� �*���+² � が同型写像であることを示す  9 を � 上の微分形式とする  8° 4 9 は "T� 上の微分形式である  さらに "�# 4 ° 4 9�,~�*°��5#5� 4 9�,°�4�9 であるから "�°�4�9 は "(#54 で不変である  逆に � が #�4 で不変であるとする  このとき "µ��J� & � を "�° v � �*ñ«��,¶I を取って " 上の �0ËD°­ìu� v � を通じて µ îfï ì�ð � òóVTV­V­V�&ï ô î`õ�ð�� ? µ�ì�� � õVª& � に
よって定義する  上の注意により "@I を取っても ".#(�*I�� を取っても "�� が # 4 で不変であるこ



とから同じ値になる  さらに "�ñ¦,-°'�*I�� を動かしたときに "­ñ について滑らかに依存するこ
とが "«ñ¦<&¢I が定義域を小さく取り直せば微分同相であることから従う  
そこで " / 4� �6�¶��ú�7:9�;5<& ° 4 7A9B;�K / 4� �*�à� を考える  上の考察から "«° 4 7A9B;�K / 4� �*�à� ² � であ
る  このとき "�° 4 $ / 4� �6�¶�'& / 4� �*�à� ² � が同型であることを示す  
まず単射であることをいう  %7 ° 4 9B;�,¶� であるとすると "«° 4 9à,¶Ë	� となる "
�xK / 4� � � � が
存在する  このとき " y�t, �j ����gL#54��¡� とおくと "«#54 y�t, y� であるから " 上の議論により " y� は� 上の微分形式 
 を定める  さらに Ë y�t, �j Ë	�ÿg #54âË	�m,Á°�4â9 であるから "�Ë�
�,-9 である  
よって 7A9B;�,-� であり "�°�4 は単射である  
次に全射であることをいう  �7 �';�K / 4� �U�à� が ".#54�7 �';�,~7 �'; を満たすとする  ¡#54��m,���g�Ë��
となる �LK / 4� �*�à� が存在する  このとき "�Ë.�6#�4����|,H#54�Ë��ÿ,��tV #54��h, V%Ë�� に注意して "# 4 ����g �j Ë��­�£,���g�Ë��zV �j Ë��b,���g �j Ë�� である  したがって "���g �j Ë�� は ".� 上の微分形式9 で "­°�4â9Ê,��àg �j Ë�� となるものを定める  ±7 �';5,H7 ��g �j Ë��@; であるから " これは全射である
ことを示している  
さて " / Ù� �*�à� òóç V� þ / Ù v �� �6� � �¦, � �6á�, � 1 CD��"£, � �それ以外 � である  ただし "�� 4 7A9B;E,7 ��4�9 Î ��;8���W$«� 3, � � ����V � 1 ���'& � � "�� は ��VQ� 1 �J� 上のコンパクト台を持ち積分が � の � 次微
分形式 � である  このとき "@# 4 �%, V�� である  �� 何故か？� よって # 4 ��� 4 9 Î ���£, Vp�����B#�� 4 9 Î �
である  ところが " �!�E#(�*) 1 I��r,H�*)Bg-�J�8¤b[Z¥bC は "�� とホモトピックである   � 何故か？ � し
たがって "�7Å���"�¡#�� 4 9�;.,~7 � 4 9B; であり " よって "�# 4 7 � 4 9 Î ��;�, Vd7 � 4 9 Î ��; である  そうすると "
不変部分空間

/ 4� �*�à��² � は � しか含まない  
略解 ��³���µWF の # 番目の � � は "�I­¾ を � から � まで動かすと得られる  したがって "�# 番目の� � の / � �6� � � の基底として 7AËDI­¾�; が得られる  Ê�*I­¾ は "8µWF 上では §¡^`¨�¨Å�Ø¥«^`¬«�«^�¥ ではないが "ËDI­¾ は §�^�¨®¨Å�Ø¥«^`¬­��^�¥ であることに注意する  Æ� よってテンソル積の # 番目の成分 / 4 �0� � � は "�Hw��£Ûæ��7AË�I­¾®; となる  é%$& �«�«^`Y(' の公式から / 4 �*µ F � は "7AËDI­¾ ? Î wJwJw Î ËDI­¾*)�; �+# ��, wJwJw , #.-u�
を基底とする Ç 4 � F と同型であった  このとき ½ , ��s�¾À¿�� とすると "}� F では "£# 4Â �UI­¾*�z,I­¾��%#�ÂÄ,0/ ¿ sD¾A¿�IZ¿ である  よって "�# 4Â ËDI­¾�,0/ sD¾A¿�Ë�IZ¿ である  すなわち ".Ë�I � 1 wJwJw 1 ËDI F を基
底と思うと " 表現行列が ½ で与えられるものである  ´# 4Â は " / � �*µ F � 3 , � F 上では ½ に他
ならない  / Ù �*µ F � の基底は "�7:ËDI­¾ ? Î wJwJw Î ËDI­¾�1â;E�+# �", wJwJw , # Ù � であったことに注意すると "B# 4Â は "/ Ù �*µ F � 3 , Ç Ù � 上では "«½ の á���á の小行列式でできる行列で与えられる  


