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問題 �������������� ��� を ��� 級写像とする � このとき  �!"�$#%�&�('*),+.-0/1 � !"�2#3�4�$'*)5+ は 6 写像
であることを証明せよ �&#平成 7$8 年度大学院入試・数学 9 より +
問題 �:��;) � から < 個の相異なる点を除いた補集合を =?> とするとき  @!BA$#C=?>D'E),+0 2!BAF #3=?>G'*),+
を求めよ �
また  コホモロジ─の基底を取り  基底の元のそれぞれについて  そのポアンカレ双対と
なる部分多様体を構成せよ �
問題 HJI��LK�� から二本の相異なる複素直線 M� ON を除いた補集合を = とする � このとき  !BA$#C=P'*),+Q R!"AF #3=P'E),+ を  �M と N が交わるとき  交わらないときのそれぞれの場合について
求めよ �
また  コホモロジ─の基底を取り  基底の元のそれぞれについて  そのポアンカレ双対と
なる部分多様体を構成せよ �
問題 H�J��� �TS U #WVX'*Y�'*Z[+?\])_^a`bV ��c Y �&c Z �?S 7Dd とし  e���f� � � � � を �4#WVX'*Y�'*Z[+ S# 1 VX' 1 Y�' 1 Z[+ で定義する �g� �bSihkj であり  UGl 7Dd が � � に作用する �m� � を UGl 7Gd で割った商
空間は実射影平面 )5n � である �o#p)5n � は  [)_^ の中の原点を通る直線の全体であるから  直線
と � � の交わりの二点を取って  その二点を一つの点と見なす商空間をとれば実射影平面に
なる �q+ 問題 7$r の手法を用いて ! A #p)_n��s'*),+ を計算せよ � そして )5n�� については tfu hwvRx(yDz�{|
双対性が成立していないことから  向きづけ可能でないことを観察せよ �





コホモロジ─の係数 }w'E)B~ は省略することにする �
略解 ����e� ��S �m�����m� を ) ������� と見なして  m) � の座標を V �  �V � とすると  �! � #%� � +_�S)�����V ��� �[V �*� であった � このとき  �!BA(#W� � +,- /1 � !"A$#3� � + は環準同型であること  すなわち� A #���� � � ��� � + S � A ��� � � � A ��� �
であることに注意すると  
��A$����V �J� ��V �*� S ��A2����V � � � ��A2����V �*� である � ところが  
� � の !T�s#C� � +
は 6 であるから  ���A(����V � � S ��A$����V �E� S 6 である � したがって ��A2����V ��� �[V ��� S 6 が成り立つ �
略解 �:���=?> S ) ����U�� � '(�(����' � >2d とし  � > の回りの十分小さな開円板 ��> を  他の点とは交
わらないように取る �&=?>0� � S =?>m�T�O> である �o=?>m T��> S �O> �;U�� >2d であるが  これは � �
を変形レトラクトに含む �m¡ y(¢ | z¤£3¥eh |0¦ u z�hw§ 完全列により! � #C=?>s� � + ¨o! � #C=?>$+�©ª! � #«�O>�+ ¨�! � #C� � +! � #C=?>s� � + ¨o! � #C=?>$+�©ª! � #«�O>�+ ¨�! � #C� � +¬ �®

!"¯2#C=?>s� � + ¨o!"¯2#C=?>$+�©ª!°¯2#«�O>�+ ±a¨�!"¯2#C� � +¬ �®
となる �a!°²³#«�O>$+ S ) #%´ S 6 のとき + S 6µ#その他のとき +Q ¶!°²³#3�m�E+ S ) #%´ S 6R'�7 のと
き + S 6a#その他のとき +0 &!°²³#3= ¯ + S ) #%´ S 6 のとき + S 6·#その他のとき +Q に注意す
ると  まず一番上の行のコホモロジ─がすべて 6 であることが  帰納法で分かる � 次に  ± ��! ¯ #3=?>(+b©¸! ¯ #«�O>$+5� ! ¯ #C�m��+ は全射である �¹#何故か º2+ したがって  o��AJ��! ¯ #3�m��+5�!T�s#C=?>s� � + は 6 写像である � したがって6�� ! � #3=T>s� � +�� ! � #3=?>(+�� ! � #3� � +�� 6
という短完全列を得るので  帰納法によって ! � #C=?>$+ は  �) > となる �»! AF #3=?>(+ については  =?> が向きづけ可能なので  JtOu hwv
x�yDz�{| 双対性を使えばよい �
次にポアンカレ双対を調べる �¼! ¯ #C=?>$+ については =?> 自身  e!°�F #3=?>(+ については  一
点 � #どの点でもよい + である � そこで ! � #3=?>(+0 f! �F #C=?>$+ について考える � 上の証明から  !T�s#³� ² ��U�� ² dG+ �S !��s#3�m��+Q 
!T�F #³� ² �¶U�� ² dG+ � S ! ¯ #3�m��+ の基底を取って  それを =?> に引き戻 #p!T�F
の場合は 6 で拡張 + したものを並べたものが基底である � � ² の回りで極座標 #%½ ² '�¾ ² + を取る �
さらに ½ ² を  � ² の回りでは 6R 4� ² の境界付近では定数 7 になるように  少し変形しておく �#ただし  J¾ ² 方向には変形しない �q+ これを ½@¿² と書く � すると À�ÁCÂÄÃ �ÁCÂkÃ ¯ �[½2¿² S 7 となる � さらにÅJÆ ÂÄÇÉÈwÊQÂwË ��¾ ²Ì@Í � �[½ ¿² S Å �ÁCÂÄÃ ¯�Î Ï ÂÄÃ �³ÐÏ ÂwÃ ¯ ��¾ ²Ì@Í � �[½ ¿² S 7
である � このとき  g�%Ñ Ï Â�³Ð � \Ò! � #C=?>$+Q �����½ ¿² � \Ó! �F #3=?>(+ が基底となる �Ô# 詳細略 + 下図のようにM ²  �N ² を取ると ÅRÕDÖ �[½ ¿² SP× ²�Ø ' Å
ÙDÖ ��¾ ²Ì@Í SP× ²�Ø
となっているから  JM ² は � Ñ Ï Â�³Ð �  �N ² は ���[½ ¿² � のそれぞれポアンカレ双対になっている �



略解 HJI��LK ��� #%MÓ�_NÚ+ S #«K ��� M;+� .#«K ��� NÔ+ である � そして  �#³K ��� Me+��.#³K ��� NÚ+ は  ÛM とN が交わる場合は K ���&U�� d� そうでない場合は K � 全体となる �&# � は M と N の交わりの点 +
これを Ü で表わす �
まず  RK �
� M のコホモロジーを求める �4M SÝU Z � S 6Ûd とすると  
K �Û� MP� U Z � S 6Ûd ��U Z � SZ � S 6Ûd という変形レトラクトが存在する � したがって! > #«K � � M;+ �S ! > #«K �;U 6�dG+ �S ! > #C� � +
であり  J< S 6R'(7 のときに ) で  それ以外のときには 6 である �¡ y(¢ | z¤£³¥�h |0¦ u z�hw§ 完全列により! ² #pÜB+ ¨o! ² #³K � � M;+�©ª! ² #«K � � NÚ+ ¨o! ² #3=Þ+! ² � � #pÜB+ ¨o! ² � � #³K � � M;+�©ª! ² � � #«K � � NÚ+ ¨o! ² � � #C=Þ+ß à�á
が成り立つ �
まず  �M と N が交わらないときは  �Ü S K � なので  �!°²«#3=Þ+o�S !�²É#«K �4� M;+f©a!°²É#³K �4� NÚ+#p´oâP6[+ が分かる � したがって上と合わせて  �!°²«#3=Þ+ S ) � #%´ S 7 のとき +0 S 6B#%´oâ¸7 のと
き + が分かる �b= は連結だから ! ¯ #3=Þ+ S ) も分かる �
次に M と N が交わるときは  �Ü S K ���ÚU�� d である � すると Ü は  ��4^ を変形レトラク
トに持つから  g! ² #CÜ"+ S ) #p´ S 6Û'�ã のとき + S 6ä#その他のとき + となる � そこで  上の¡ y(¢ | z¤£3¥eh |0¦ u z�hw§ 完全列を見ると  �´ S Ì

として  �! � #3=å+ �S ! � #«K�� � Me+O©·! � #³K�� � NÔ+ S )_�
を得る � また  
´ S ã の場合を考えると  6�� ! � #3=Þ+g� ! ^ #CÜ"+g� 6
を得る � したがって  J!°�2#3=Þ+ �S ) である �g= は連結だから  
! ¯ #3=å+ �S ) であり  その他の
次数のコホモロジ─がすべて消えていることも明らかである �b! AF #3=Þ+ は  �tOu hwv
x�yDz�{| 双対性
より求まる �tOu hkv
x(yGz�{| 双対については演習としておく �
略解 H�J� 問題 7(r により  ! A #%)5n � + S ! A #C� � + -0/
である � 問題 7�æ�# Ì + により  J� の写像度は 1 7 である � すなわち  Û!BA$#C� � + に ��A は # 1 72+ 倍で作
用する � したがって  �! � #3� � + - / S 6 である �o! ¯ #3� � + への作用は恒等写像である �»# 何故か º2+
したがって ! > #p)_n � + S )ç#C< S 6 のとき +Q S 6�#そうでないとき + である �


