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問題 ���������� 二次元トーラス ������������� � に対して ! コホモロジーの基底を "#�%$'&)(+*��,���.-/�0�1!"32�4�56$7!'"3284 � $�&9( 5 �:���;-<�0�1!�"=284�5�>02�4 � $'&)(+���,���.-/�0� で定義する ? このとき !@��� の部分多様体
で ! そのポアンカレ双対が ! 基底のそれぞれの元になるようなものを構成せよ ?�BA8� 問題 �;C の D�E のコホモロジーについて ! そのポアンカレ双対が ( 5 �BD�E�-/�0� の基底にな
るように A�F 個の部分多様体を ! 下図のように取れることを証明せよ ?

問題 ��G�H� 次元複素射影空間 IKJ 5 �MLN"=O *�P OQ56$SR@�7O * -<OQ5/�UT�V�7W@-<W���X を考える ?ZY * �[L\O * T��WNX]!Y^5Z�_L\OQ5`T�aWNX という二枚の座標近傍を取り !'IbJ 5 上のベクトル束 c を Y *ed I と Y^5 d I
を �f"=O *gP OQ56$7-<hN� ij �/"3O *�P OQ56$B-lk OQ5O *�men hN�
という変換関数で貼り合わせて定義する ? ただし o は整数である ?������IKJ 5 の接束は !�o がいくつのベクトル束と同型か？ またトートロジカル直線束p �[LN�f"=O *�P OQ5q$7-��rh * -<h�5f�/�s&tIKJ 5 d I � R@�rh * -<h�5f�^�vuw�7O * -<OQ5/��x,y8z|{/y8}�~`u�&tI�X
は !�o がいくつのベクトル束と同型か？�BA8�sc から W 切断 �の像 � を除いた多様体を J として ! そのコホモロジーを計算せよ ?
問題 ���'�� は向きづけられており ! 有限な �8yNy�����y;�8~%z を持つとする ? カレントのチェイン
複体 �����B��� の定めるコホモロジ─とドラームコホモロジーが同型であることを次のよう
にして証明せよ ?����� カレント � � �7�v� について �+�.�8~�z��B�U��~1�<y8zf��{ 完全列を証明せよ ?�BA8��� d � のコホモロジーと !�� のコホモロジーを関係させる �wy8���@�.��z��~ の補題を ! カレ
ントの場合に証明せよ ?������!'�BA�� から !��wy8�����%��z��~ 双対性の証明と同様に主張が従う ?



コホモロジ─の係数 ��-/�)� は省略することにする ?
略解 ����������U�`&�( * �,� � � のポアンカレ双対は � � !w"=284�5'>+284 � $w&t( � �,� � � のポアンカレ双対
は ! 一点 � である ? 次に下図のように部分多様体 �K!�  を定義する ?

すると¡@¢ 284�5£�M�8- ¡@¢ 284 � ��W@- ¡�¤ 284�5^��W@- ¡�¤ 2�4 � �_�8- ¡�¥@¦ 284�5�>+284 � �_�
であるから !§� は "3284 � $ のポアンカレ双対 !�  は ¨K"=284�56$ のポアンカレ双対である ?�BA8� 問題 �;C の証明を詳しく見直して !©( 5 �BD�E%� の基底を適当に作り ! そのポアンカレ双
対を作ればよい ? 例えば ! まず ( 5 �BD�5^ªK«�5�¬« � � については下図の部分多様体 ®£!�¯^!^°±!( 5² �7D�5±ªU«�5±¬9« � � については下図の部分多様体 ®£!�¯^!�³ を取ればよい ?´�詳細略 � これを F
個貼り合わせて ! 最後に円板 A 枚を貼り合わせて D�E はできる ? このとき !��+�.��~%z��B�U�µ~��<y�z/��{ 完
全列を書いて ! 基底を丁寧に書いてみる ? 一つピースを貼り合わせるとき ! 新しいピースに
あった ®£!�¯ はそのまま生き残り !�° は前からあったピースの ° とつなげられる ? そして新
しいピースの ³ は消される ?��下の図の右側参照 � 最後に円板 A 枚を貼り合わせるとき ! 一本
につなげられていた ° と ! 最後に一個だけのこって残っていた一番最初の ³ とは消えてし
まう ?�� 詳細略 � すると結局最後に残るのは ! 問題の図のようになる ?

略解 ��G������� まず接束のときを調べる ?sY * 上で ! 座標 ¶ * �·OQ5/��O * !�Y^5 上で ¶e5 ��O * ��OQ5 を取
る ?ZY *S¸ Y^5 上では ¶e5 �_���\¶ * である ?^¶|¹`�·4�¹eº¼»7½�¹+�7®���W@-%��� とするとき¾ ¿¿ 4�¹©ÀÀÀÀµÁ Â7ÃfÄ Â�ÅÇÆ º¼È ¿¿ ½�¹|ÀÀÀÀÉÁ ÂBÃfÄ Â6ÅÇÆ Ê.Ë¨%jÌÍ �/"3O *�P OQ56$B-��6¨`�;� ¹ � ¾ ºÎÈÏ»q�f�
によって ! 局所自明化 Ð±¹ P �ÑIKJ 5 R3Ò Ë j Y±¹ d I を定義する ?¼¶e5Ó�Ô4�5�º�»B½]5��Õ���Q¶ * ��,4 * ¨Ö»B½ * �/�@�,4��* º¼½��* � に注意して !¿ 4�5¿ 4 * � ¿¿ 4 * k 4 *4 �* º×½ �* m �_¨ 4��* ¨Ö½N�*�:4 �* º×½ �* � �



を得る ? 同様に¿ 4�5¿ ½ * �_¨ A�4 * ½ *�,4 �* º¼½ �* � � - ¿ ½]5¿ 4 * � A�4 * ½ *�,4 �* º¼½ �* � � - ¿ ½�5¿ ½ * �_¨ 4 �* ¨Ö½ �*�,4 �* º¼½ �* � �
となる ? したがって座標変換公式は¾V¿¿ 4 * ºÎÈ ¿¿ ½ * � ¾)Ø�¿ 4�5¿ 4 * ¿¿ 4�5 º ¿ ½]5¿ 4 * ¿¿ ½�5;Ù ºÎÈ Ø1¿ 4�5¿ ½ * ¿¿ 4�5 º ¿ ½]5¿ ½ * ¿¿ ½�5;Ù� ¨ ��:4 �* º×½ �* � � Ø%Ú ¾ �:4 �* ¨½ �* ��ºÛAQÈÏ4 * ½ *ÏÜ ¿¿ 4�5 º Ú ¨eA ¾ 4 * ½ * ºÎÈ\�,4 �* ¨½ �* � Ü ¿¿ ½�5;Ù
となる ? したがって �BÐ^5�ÝgÐ Þ 5* �%�f"=O *�P OQ56$B- ¾ ºÎÈÏ»ß� の第二成分は��,4 �* º¼½ �* � �Óà Ú ¾ �:4 �* ¨Ö½ �* ��ºÎA�È<4 * ½ *ÏÜ º Ú ¨eA ¾ 4 * ½ * ºÎÈ\�,4 �* ¨Ö½ �* � Ü »7á� ¾ º¼ÈÏ»�,4 �* º¼½ �* � � Ú 4 �* ¨â½ �* ¨×AQ»r4 * ½ *ÏÜ �ã� ¾ ºÎÈÏ»q� �¶ �* �ã� ¾ ºÎÈÏ»q��k O *OQ5 m �
である ? したがって !�oÓ�M¨UA のベクトル束と同型である ?
次にトートロジカル直線束のときを考える ?gÐ *�P p R3Ò Ã ÌÍ¨ j Y *ed I を �/"3O *äP OQ56$7-��,h * -/h]5/�f�Zij�/"3O *�P OQ56$B-<h * ��!§Ð^5 P p R3Ò Å ÌÍ¨ j Y^5 d I を �/"3O *�P OQ56$B-��,h * -<h]5��£ij �/"3O *eP OQ56$B-<h�5/� によって定義する ? 逆
写像はそれぞれ !å�f"=O *äP OQ56$7-<hN��ij �/"3O *UP OQ56$7-��,h�- Â ÅÂ Ã hN�f�1!±�/"3O *UP OQ56$B-<¶U�^ij �/"3O *äP OQ56$B-�� Â ÃÂ Å ¶`-<¶ä�f� であり ! 確かに微分同相になっていることに注意する ? このとき変換関数�qY *±¸ Y^5/� d I Ê Å7æ Ê�ç ÅÃ¨%¨�¨§¨1j �qY *å¸ Y^5/� d I
は ! 第一成分が ��� で ! 第二成分が hèijé¶·� OQ5O * h
と移っており !lo��[� のベクトル束に同型である ?�BA8�èJ を ê Þ 5 �ßY * � と ê Þ 5 �qY^5/� に分けて �+�.�8~�z��B�U��~1�<y8zf��{ 完全列を使う ?ëê Þ 5 �ßY±ì:�Mí1î¨ïj ÌÍ Ywì d�qI�ª`L\W�XQ� は !'ð 5 を変形レトラクトに含むので !�( * !�( 5 が � で ! その他は W である ? また !ê Þ 5 �ßY * � ¸ ê Þ 5 �qY^5/� は !lñ * を通じて �qY * ªÑL\WNXQ� d �ßI�ªäL\W�XQ� と微分同相であり !�ð 5 d ð 5 を変
形レトラクトに含む ? したがって !�(+*.!�(+� が � で !�( 5 が二次元である ?(�ò��7J`� ó©W�ôÛW ó©W( � �7J`� ó©W�ôÛW ó|( � �:êåÞ 5 �ßY * � ¸ êåÞ 5 �qY^5f�f�õ ö�÷

( 5 �7J`� ó©( 5 �,êåÞ 5 �qY * �/��ôÛ( 5 �,êåÞ 5 �qY^5/�/� ® ó|( 5 �:êåÞ 5 �ßY * � ¸ êåÞ 5 �qY^5f�f�
õ ö ÷

( * �7J`� ó©( * �,ê Þ 5 �qY * �/��ôÛ( * �,ê Þ 5 �qY^5/�/� ¯ ó|( * �:ê Þ 5 �ßY * � ¸ ê Þ 5 �qY^5f�f�
õ ö�÷



を得る ?�( ò �7J`��ø� � が直ちに分かる ? 連結性を考えれば ¯ は全射であるから ! ( 5 �7J`�`ø�ù ~%z�®£!§( � �rJK� ø�vú y8ûQ~%z�® である ?
そこで ® を調べる ? コホモロジーの自然な基底を取っておく ?g�取り方の説明は略 ?ü� まず( 5 �:ê Þ 5 �ßY * �f� j ( 5 �,ê Þ 5 �ßY * � ¸ ê Þ 5 �ßY£5/�f� は ! 包含写像 �qItª L\WNXQ� d �qItª L\WNXQ�±ý j I d �qIþª^L\WNXQ�
から誘導される ( 5 �qI d �qI·ªäL\WNXQ�/�^j ( 5 �/�ßI�ªUL\WNXQ� d �qI�ªUL\WNXQ�f� に等しく ! 行列表示すれ
ば Ø W � Ù となる ?
一方 !©( 5 �:ê Þ 5 �ßY£5/�f�0j ( 5 �:ê Þ 5 �qY * � ¸ ê Þ 5 �qY^5/�/� は ! 包含写像 �qIVªÓL\WNXQ� d �qIÿªÓL\WNXQ�0ý jI d �ßI·ªUL\WNXQ� の前に ��� 写像�qI ªäL\WNXQ� d �ßI·ªUL\WNXQ� j �qI·ªUL\WNXQ� d �ßI·ªUL\WNXQ��� �7O@-/h@�^ij �7O@-<O n hN�
を合成したものに等しい ? これを行列表示すると Ø o � Ù となる ? したがって !�oè��W のときは ®
は階数 � で !@oþT�·W のときは ® は可逆となる ? よって oÓ�·W のとき ( 5 �rJK� � �)!@( � �7J`� �·�)!o�T��W のとき ( 5 �7J`� ��W@!§( � �7J`� ��W である ?
略解 ���' 略


