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問題 ������ 上のベクトル束の短完全列��� ��� ��� ��� �
があったとする ��� 恒等写像を � �"!$#&% するバンドル写像 �'� �)(*�+� �

があって
(
各点 ,.-/�

ごとに
(���� �
01� ��02� �201� �

は短完全列をなす �43 さらに ��0 �5,6-7�83 に内積 �:9;3 0 を,<-6� について滑らかに依存するように入れておく � このとき (
各点 ,.-/� ごとに �
0

の��0
における直交補空間

�>=0
を取って

(?�@=<A+B 0DCFE �>=0
を定義する � すると (
�>=

は
( � 上の

ベクトル束であって
(G�
と同型になることを証明せよ � �

は
(��IHJ�

と同型になることを証
明せよ �
問題 �K���� を L�M 多様体とし NPORQ�� � � ST� を対角線埋め込み ,VU� �W,X9Y,
3 とする ZOI�[�83 の � S6� における法束は N\� の接束と同型であることを証明せよ Z] Q �^� � を向きのつけられたベクトル束とし (`_ � � 3 をそのトム類とする � �"a

切断をb Q�� � �
としたとき bFc _ � � 3P-6dfeg�[�83 を �

のオイラー類といい
(Gh � � 3 で表わす �

問題 
i
� ] Q �j� � をベクトル束とし ( b Q
� � �
をその切断とする � b が �ka

切断 bFl と
横断的に交わるとは

( b �[�83 と bDl �[�83 を共に �
の部分多様体とみなしたときに横断的に交

わっていることをいう ��nm"3 b が �ka
切断と横断的に交わることは

(
次と同値である：,<- b$oGp � � 3 A�q ,.-/� r b �5,
3 As�ut

において
( , の近傍 v における局所自明化 wxQ � rzy � v{S2|}e を取る �@w:~ b の第二成分を取る

ことにより
( v 上で定義された |}e a 値関数 �b を考えるとき ( , における微分 ���b 0 QG� 0 � � |}e

は全射である ��[��3 b が �ka
切断と横断的に交わるとき

( b�oGp � � 3 は部分多様体であり ( ��� における 3 法束 �
は

�
の b oGp � � 3 への制限と同型である ����*3 b c _ � � 3 A b cl _ � � 3 を示せ �����3�� も �

も向きづけられているものとする � b oGp � � 3 のポアンカレ双対が �
のオイラー

類に等しいことを証明せよ �
問題 ���� 複素射影空間 ����e を ��eF� p の中の一次元部分空間 � の全体として定義する � こ
のときトートロジカル直線束を� A+q �5��9��*3:-7��� e S'� eF� p r���-f� t



と定義する �)� 前回と同様 ��3 �
に適当に向きを入れ

(
さらにその双対束

� c の切断をうまく
取り

(
問題 �$� を用いて (G�fA m のときに � c のオイラー類 h � � c 3P-6d.�"����� p 9Y|�3 の積分���? ?¡ h � � c 3

を計算せよ �



コホモロジ─の係数 ¢£9Y|<¤ は省略することにする �
略解 ���� �

に
(¥�
の内積を制限して内積を定義する � �

の局所的な枠で
(
各点ごとに正規

直交基底になるものを取り
(
さらにその枠に

( %§¦�¨�© �«ª %§¦�¨�© �
個の

�
の切断を付け加えて�

の局所的な正規直交している枠を取る � このとき (
この枠が座標ベクトルになるような

局所自明化
� rzy/¬A vS/|}e の下では (��

は vSV��|}®£¯�°§±*² H8qk�ut 3 となり (
したがって

(��>=
はv³S<� qk�´tµH |}e o ®£¯�°§±*²´3 となる � このような枠を二つ取ったときに (

その変換関数は
(��
を保っ

ていることから ¶[· ·� ·F¸ という形をしているが (
直交行列でなければいけないことから

(
さ

らに ¶ · �� ·F¸ という形でなければならないことが分かる � これを ¶5¹ ²ºD» �� ¹ ²k¼ºD» ¸ と書けば ( ¹ ² ¼ºD»
が

� =
の変換関数となり

(�� =
はベクトル束である � 一方 ( ¹ ²ºD» は �

の変換関数であり
(
上の

変換関数の形から
(g�+A8�½H{�>=

も分かる � また (g�@=f� �� �
の合成によって

(��>= ¬A �
も

従う �
略解 �K��1���[� ST�83 の O による引き戻しは ( �;� H �1� と同型である � そして ( O の微
分は

( �1� � �1� H �;�¾ ¿�U� ¿ H ¿
を引き起こす � このとき (� � �;� � �;� H �;� � �;� � �À À¿ U� ¿ H ¿¿ HJÁ U� ¿ ªTÁ
とおくと

(
ベクトル束の完全列を与えており

(
よって商束は �;� と同型となる �

略解 
i
�)�nm"3 まず b ���83XÂ bDl �[�Ã3 は (
自然に b�oGp � � 3 と同一視されることに注意しておく �

局所的に考えればよいので
( wÄQ � rÅy � vjST|}e を取って考えればよい � bDl �[�83 を w で

写したものは vÆS qk�´t
で

( b �[�83 を写したものはグラフ q ��ÇX9k�b �WÇ
3Y3�r b -jv である � 接
空間は

( �¥È 0DÉ lËÊ �ÌvÆSV| e 3 A � 0 v H | e となる � bDl ���83 ( b ���83 の接空間は ( � 0 v HÍqk�´t
とq ¿ H ���b&Î �W¿g3xrk¿½-.� 0 v t

である � したがって ( �W,X9 � 3:- b �[�83XÂ bDl ���83 において (�XÈ 0DÉ lËÊ�b �[�83XÏT�¥È 0DÉ lËÊ[bDl ���83 A � 0 v H | e
が成立するための必要十分条件は

( ���b 0 が全射となることである ��[��3 上のように vÐS½|}e で考えると ( b�oGp � � 3 は �b�oGp � � 3 に写され (
よって接空間は Ñ2# %����b 0 に

なる � したがって � 0 �³Òk� 0 � b oGp � � 3Y3 A � 0 �³Ò>Ñ2# %����b 0�Ó ÔÕ�Öª�ª×�ØÙ | eRÚkÛ Ü ¡Ý Öª´ª$�ØÙ ��0
という線形同型写像がある � これは局所自明化 w の取り方によらない ��� 詳細略 3 したがっ
て法束 � は (��

の制限と同型になる �



���*3 bFcl ( bFc Q�d cÞ5ß � � 3 � d c �[�83 は ( d cÞWß � � 3 � d c � � 3 Õ�àá É Õ[àª×ªGªâ�ØÙ d c ���83 という合成と書ける � b
と bDl はホモトピックであることから d c � � 3 � d c �[�83 は ( b"c でも bFcl でも等しい �����3 b$oGp � � 3 の管状近傍を � とし (

射影を ãäQG� � b�oGp � � 3 で表わす � すると � r å+æª � ØÙ ã c � r Õ Ü ¡ È lËÊ
というベクトル束の同型が存在する �x�何故か？ 3 そこで � から � Õ Ü ¡ È lËÊ への写像 �

を� Q�� Õª� � r å æª � ØÙ ã c � r Õ Ü ¡ È lËÊ Ôçª� � r Õ Ü ¡ È lËÊ
の合成写像によって定義する � ただし �ã はã c � r Õ Ü ¡ È lËÊ Ôçª�ª�ª&� � r Õ Ü ¡ È lËÊèèé èèé� ª�ª�ª&�ç b�oGp � � 3
という ã を � �F!�#&% する写像である � 必要ならば � を小さく取り直すことによって (G�

が � と� r Õ Ü ¡ È lËÊ の b oGp � � 3 の開近傍の間の微分同相を与えることが分かる �
さて

(
� r Õ Ü ¡ È lËÊ のトム類を (
その台が上の b oGp � � 3 の開近傍に含まれているような微分形式_

で実現する � このとき � c _ を � の外へ �
で拡張した ê ë c � � c _ 3Ëì が ( b oGp � � 3 のポアンカレ

双対を与える � ところが上の図式とトム類の自然性により (�í c �ã c _ は (g� r å のトム類を与え
る微分形式であり

(�� c _ はこれを b で引き戻したものである � �
のトム類を表わす微分形式_ � � 3 を取り (

それを
� r å に制限したものを _ � � 3Fr å で表わすと (�_ � � 3Fr å A8í c �ã c _ ÏV��î と

なる î{-<ï cÞ5ß � � r å
3 が存在する � したがって ê ë c � � c _ 3Ëì A ê ë c � bFc _ � � 3Fr å?3Ëì である �
さらに

($_ � � 3 の台を �
切断の十分に近くに取るようにすると b �[�83ðÂ`ñ´ò�ó�ó\� _ � � 3Y3Pô b �W�;3 と

なるようにできる � したがって ë c � bFc _ � � 3"r å?3 は ( bFc _ � � 3 に等しく ( ����3 より ê bFc _ � � 3Ìì AÃh � � 3
であるから結論が従う �
略解 ���� �

の双対束
� c の切断を (�2-'��� p U ª
� õ ��ö.� �ø÷ 9ù�ú3:û q �\÷ ûR�ü��9��*3@U� � p t

によって定義する � ただし ( � A ��� p 9�� � 3 と表わした � このとき (
この切断が消えるのは

(
す

べての �ü�$9§�*3x- �ø÷
について � p A��

となることであり
(
すなわち

( � A �ý� � 9DmF3 となることで
ある � この切断が �ka

切断と横断的に交わることもすぐ分かる �I�詳細略 3 したがって (øh � � 3
のポアンカレ双対は

( b�oGp � � 3 Aþq �ÿ� � 9Dm"3 t �一点 3 である � さらに向きを適当に � 複素平面の
自然な向きから誘導されるものを 3 つけると ( Ï�m であることも分かる � したがって (���? ?¡ h � � c 3 A ���
 ?¡ m���� Õ Ü ¡ È lËÊ A �G� È l É p Ê m A m
が分かる �


