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先週の演習問題の略解は
http://www.math.kyoto-u.ac.jp/~nakajima/Lecture/07_Kika1.html

を参照のこと.

問題 58. (1) n次元C∞級多様体M 上に n次微分形式 ωで、M 上のすべての点 pで、ωp

が 0とならないものが与えられたとする。このとき、M 上に向きが次の条件を満すように
与えられることを示せ。

向きを与える座標 ϕα : Uα → U ′
αによって ω = fdx1 ∧ · · · ∧ dxN と表わしたときに f > 0

となる。

(2) 逆に、M に向きが与えられたとき、上の性質をみたすような、いたるところ 0にな
らない n次微分形式 ωが存在することを証明せよ。

問題 59. n次元球面 Sn は向きづけ可能であることを証明せよ。

問題 60. (1) メビウスの帯が向きづけ可能でないことを証明せよ。
(2) 2次元実射影空間 RP 2は向きづけ可能でないことを証明せよ。
ヒント: RP 2は、メビウスの帯の端に円板を貼って得られることを、まず示せ。

問題 61. (1) 問題 33の状況で、n = mの場合を考え、写像 f : Cn → Cn は同じよう
に各変数について正則であるとする。このとき、zj = xj + iyj によって Cn に座標を
(x1, y1, . . . , xn, yn)によって入れる。このとき f のヤコビ行列の行列式が常に非負であるこ
とを証明せよ。

(2) 複素射影空間 CP nが向きづけ可能であることを証明せよ。

問題 62. f を S1上のC∞級関数とし、問題 48のように dxを取って、S1上の 1次微分形
式 α = f(x)dx を考える。このとき α = dgとなるような S1上のC∞級関数 g が存在する
ための必要十分条件は、

∫
S1 α =

∫ 1

0
f(x)dx = 0 であることを証明せよ。

必要条件であることは、来週紹介する予定のストークスの定理の特別な場合である。

問題 63. σ-コンパクトな位相空間は、パラコンパクトであることを証明せよ。



問題 64. MをコンパクトなC∞級多様体とし, Mを覆う有限個の座標系ϕ1 : U1 → U ′
1, . . . ,

ϕN : UN → U ′
N と, 開被覆U1, . . . , UN に従属した 1の分割 ρ1, . . . , ρN を取る. このときC∞

級写像
F (x) = (ρ1(x), ρ1(x)ϕ1(x), . . . , ρN(x), ρN(x)ϕN(x)) ∈ R(n+1)N

がM のR(n+1)N への埋め込みであることを証明せよ.


