
略解 1. U±
i = {(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn | ±xi > 0} (i = 1, . . . , n + 1) とおく. (複号同順) U±

i

は Snの開集合であり, Sn =
⋃n+1

i=1 U+
i ∪ U−

i と覆っている. ϕ±
i : U±

i → B1を

ϕ±
i (x1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xi−1, x̂i, xi+1, . . . , xn+1) (xiは除く)

で定義する. ただしB1はRnの半径 1の球 (の内部)である. ϕ±
i の逆写像 (ϕ±

i )−1は

(ϕ±
i )−1(y1, . . . , yn) = (y1, . . . , yi−1,±

√√√√1 −
n∑

α=1

y2
α, yi, . . . , yn)

で与えられる. これらはともに連続であり, したがって ϕ±
i は同相写像である. さらに

U±
i ∩ U±

j (i 6= j) を考える. (複号同順とは限らない.) このとき ϕ±
i ◦ (ϕ±

j )−1は

(y1, . . . , yn) 7−→ (y1, . . . , yi−1,±

√√√√1 −
n∑

α=1

y2
α, yi, . . . , ŷj, . . . , yn)

で与えられ, 微分可能である. 逆写像は iと jを入れ替えたもので, やはり微分可能である.
したがって, ϕ±

i で Snの座標系が定まった.

略解 2. ϕ±の逆写像は

(ϕ±)−1(y1, . . . , yn) = (
2y1∑
y2

α + 1
, . . . ,

2yn∑
y2

α + 1
,±

∑
y2

α − 1∑
y2

α + 1
)

である. したがって

ϕ+ ◦ (ϕ−)−1(y1, . . . , yn) = (
y1∑
y2

α

, . . . ,
yn∑
y2

α

)

である. (y1, . . . , yn) = (0, . . . , 0)は座標の定義される開集合の共通部分 (を ϕ−でうつした
もの)からのぞかれているので, これは微分可能である. 逆も同様に微分可能である.

略解 3. クラインの壺がハウスドルフな位相空間を定めることの証明は略す. [0, 1] × [0, 1]
における同値関係 (x + 1, y) ∼ (x, y), (x, y) ∼ (1 − x, y + 1)をR2への同値関係に拡張し
て考える. π : R2 → M を商写像とする. R2における開集合 Ui (i = 1, 2, 3, 4)を以下で定
める.

U1 = (−1/3, 2/3) × (−1/3, 2/3)

U2 = (−1/3, 2/3) × (1/3, 4/3)

U3 = (1/3, 4/3) × (−1/3, 2/3)

U4 = (1/3, 4/3) × (1/3, 4/3)

このとき πのUiへの制限は像への同相写像を定める. また, M =
⋃

1≤i≤4 π(Ui)と開被覆を
なす. このとき π(Ui)∩ π(Uj) (i < j)上で座標変換が滑らかであることは, 同値関係の定義
から従う.
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略解 4. Cn+1 \ {0}の同値関係 (z0, z1, · · · , zn) ∼ (z′0, z
′
1, · · · , z′

n)を, ある λ ∈ C∗が存在し
て, (z′0, · · · , z′n) = (λz0, · · · , λzn)を満たすということで定める. このとき同値関係から得
られる商集合と直線全体のなす集合CP nとは (z0, · · · , zn)の張る複素直線を対応させるこ
とにより同一視することができる. 以下では, CP nには, Cn+1 \ {0}の位相と上の同値関係
から定まる商位相を考える. (Cn+1 \ {0}には, Cn+1に, 標準的なHermite内積を一つとっ
て距離空間 (特にハウスドルフな位相空間)としておく. )
このとき直線 (とHermite内積に関するその直交補空間)に対して, その直交射影を対応
させることにより, CP nから {A ∈ Mn(C)|A∗ = A,A2 = A, rank(A) = 1)} への連続な全
単射が存在する. ここで, Mn(C)は n× n行列全体のなすベクトル空間であり, A∗は, Aの
Hermite共役 (A∗)ij = ajiを表わす. {A ∈ Mn(C|A∗ = A,A2 = A, rank(A) = 1)}には, 行
列のなすベクトル空間としての距離空間の誘導位相をとっておく. とくにハウスドルフ空
間である. このとき, CP nがコンパクトな位相空間であることに注意すれば, 上の連続全単
射は, 同相写像であり, CP nは, ハウスドルフな位相空間を定めることが分かる.
次にCP nに C∞級の多様体の構造が定まることを示す. (z0, · · · , zn) ∈ Cn+1 \ {0}を含
む商集合の元を, [z0 : · · · : zn]で表わす. Uiを以下で定める.

Ui = {[z0 : · · · : zn] ∈ CP n|zi 6= 0}

写像 ϕi : Ui → Cnを

[z0 : · · · : zi : · · · : zn] 7→
(
z0/zi, · · · , ẑi/zi, · · · , zn/zi

)

で定義する. ここで, ẑi/ziはその成分を取り除くことを表わしている. この写像は商位相
の定義から, 連続な全単射であり, またその逆写像 ψi : Cn → Uiは,

ψi : (w1, w2, · · · , wn) 7→ [w0 : · · · : wi−1 : 1 : wi : · · · : wn]

(右辺は i番目に 1を入れる) であり, これは定義から連続である. 次にUi ∩ Uj (i < j)にお
いて,

ϕj ◦ (ϕi)
−1(w1, · · · , wn) = (w1/wj, · · · , wi−1/wj, 1/wj, wi/wj, · · · , ŵj/wj, wn/wj)

このときC ' R2を z = x +
√
−1y 7→ (x, y)で同一視すれば, 上の写像が微分可能である

ことが確かめられる. よって, CP nがC∞級微分可能多様体であることがわかった.

略解 5. (1) Rには通常の距離から定まる位相を入れているのでハウスドルフ空間である.
また, 明らかに ϕは同相写像である. （RからRへの全単射連続写像はすべて同相写像で
ある. ）ϕ ◦ ϕ−1 = id がRからRへのC∞ 級写像でC∞級の逆写像を持つことも明らか.
よってRはC∞級多様体である.

(2) {(R, ϕ), (R, ψ)}が座標近傍系になり得ない事を言えばよい. {(R, ϕ), (R, ψ)}が座標
近傍系であると仮定する. f := ϕ ◦ ψ−1 : R → RはC∞級の逆写像 gを持つ. g ◦ f(x) = x
である. 両辺を微分すると, dg

dy
(f(x)) df

dx
(x) = 1 となる. しかし, x = 0を代入すると, 左辺

= 0となるから矛盾である.
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略解 6. (1) p0 = π(0, 0), p1 = π(0, 1)とおく. 同値関係の定義から p0 6= p1である. Vi (i =
0, 1)を piを含むM の開集合とすると, 商位相の定義から π−1(Vi)はR× {0, 1}の開集合で
あり, また (0, i)を含むので, 十分小さい正の数 εが存在して

(−ε, ε) × {i} ⊂ π−1(Vi),

故に
π ((−ε, ε) × {i}) ⊂ Vi

となる. 今この式の左辺をWiとおくと, 同値関係の定義から

W0 ∩ W1 ⊃ π ((−ε, 0) × {0, 1}) 6= ∅

である. これから V0 ∩ V1 6= ∅が従う. Viの取り方は任意であったから, M は p0, p1でハウ
スドルフ公理を満たさない事が示された.

(2) 同値関係の定義から (x, s) ∼ (y, t)ならば x = yであり, これは写像 ϕ : M → Rを
π(x, t) 7→ x として定義できる（つまり well-definedである）事を意味する. ϕi (i = 0, 1)
は ϕを Uiに制限した写像であるから, 特にこれらは well-definedである. また合成 ϕ ◦ π :
R × {0, 1} → RはRへの自然な射影に他ならないから特に連続であり, 故に商位相の定
義から ϕ自身も連続である. 従って制限写像 ϕiも連続となる. 一方写像 ψi : R → Uiを
x 7→ π(x, i)で定義すると, これは明らかに連続であり, また ϕiの逆写像である事も容易に
分かる. 故に ϕiは同相写像である.

(3) ϕ0(U0 ∩ U1) = ϕ1(U0 ∩ U1) = (−∞, 0)であり, ϕ0 ◦ ϕ−1
1 : (−∞, 0) → (−∞, 0) は恒等

写像に他ならない. 特にこれはC∞級写像である.
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