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問題 28. n次元トーラス T n = R
n/Zn に対して, コホモロジーの基底を [1] ∈ H0(T n),

[dx1], . . . , [dxn] ∈ H1(T n), [dx1 ∧ dx2], . . . , [dxn−1 ∧ dxn] ∈ H2(T 2), etc. で定義する. この
とき, T nの部分多様体で, そのポアンカレ双対が, 基底のそれぞれの元になるようなものを
構成せよ.

問題 29. (1) R
3から互いに交わらない k本の直線 (k ≥ 0) を除いた空間 Mk のコホモロ

ジ─群Hq(Mk)と, コンパクト台のコホモロジー群Hq
c (Mk)を求めよ.

(2) Mk の閉部分多様体とコンパクトな部分多様体で, そのポアンカレ双対が, Hq(Mk),
Hq

c (Mk) の基底になっているものの絵を描け. なぜ, 基底になっているのかの説明もつける
こと.

問題 30. 問題 14の Σgのコホモロジーについて, そのポアンカレ双対がH1(Σg)の基底に
なるように 2g個の部分多様体を, 下図のように取れることを証明せよ.

問題 31. π : TM → M がベクトル束として向き付け可能であることと, M が多様体とし
て向き付け可能であることが同値であることを証明せよ.





略解 28. T n = S1 × · · · × S1

︸ ︷︷ ︸

n 個

の, 第 i番目の S1を T nの部分多様体と思って Ci で表すこ

とにする. 向きは標準的に入れる. すると i1 < · · · < ik, j1 < . . . jk に対して
∫

Ci1
×···×Cik

dxj1 ∧ · · · ∧ dxjk
= δi1j1 . . . δikjk

である. また, p1 < · · · < pn−k に対して
∫

T n

(
dxp1

∧ · · · ∧ dxpn−k

)
∧ (dxj1 ∧ . . . dxjk

) = sgn

(
1 2 . . . . . . . . . . . . . n
p1 . . . pn−k j1 . . . jk

)

である. ただし, p1, . . . pn−k, j1, . . . , jk に重複があるときには, sgn は 0 と約束する. した
がって, [dxp1

∧ · · · ∧ dxpn−k
∈ Hn−k(T n) のポアンカレ双対は

sgn

(
1 2 . . . . . . . . . . . . . n
p1 . . . pn−k j1 . . . jk

)

Cj1 × · · · × Cjk

である. ただし, j1 < · · · < jk は, p1, . . . , pn−k を {1, . . . , n} から除いたものである.

略解 29. (1) k番目の直線を Lkとし, 十分小さい ε > 0を取り, Lkの管状近傍 Uk = {x ∈
R

3 | dist(x, Lk) < ε}を取る. Mk ∪ Uk = Mk−1, Mk ∩ Uk
∼= R × (D2 \ {0}), Uk

∼= R × D2

である. ただし, ∼= は微分同相の意味で, D2 = {x ∈ R
2 | |x| < ε} である.

Mayer-Vietoris完全列により,

H3(Mk−1) - H3(Mk) ⊕ H3(R× D2) - H3(R × (D2 \ {0}))

H2(Mk−1) - H2(Mk) ⊕ H2(R× D2) - H2(R × (D2 \ {0}))

�

d∗

H1(Mk−1) - H1(Mk) ⊕ H1(R× D2) - H1(R × (D2 \ {0}))

�

d∗

H0(Mk−1) - H0(Mk) ⊕ H0(R× D2)
ϕ
- H0(R × (D2 \ {0}))

�

d∗

となる. ここで, Hq(R × D2) = R (q = 0), = 0 (q 6= 0) と, Hq(R × (D2 \ {0})) = R

(q = 0, 1), = 0 (q 6= 0, 1) を代入する.
まず, H3(Mk) ∼= H3(Mk−1) であるが, H3(M0) = H3(R3) ∼= 0であるから, H3(Mk) ∼= 0
を得る.
次に H2(Mk−1)からH2(Mk)への全射が存在するが, H2(M0) = 0であるから, 帰納的に

H2(Mk) = 0が分かる.
また, Mk が連結であることは明らかであるから, H0(Mk) = Rであり, ϕが全射であるこ
とも分かる. そうすると,

0 → H1(Mk−1) → H1(Mk) → H1(R × (D2 \ {0})) → 0

という短完全列を得る. したがって帰納的に H1(Mk) ∼= R
k である.

(2) Ck を Lk の回りを一周する小さな円, Sk を Lk を境界に持つような半平面としする.



このとき Ck は, (1)の証明の最後に出てきた短完全列から

0 −−−→ H1(Mk−1) −−−→ H1(Mk) −−−→ H1(R× (D2 \ {0})) −−−→ 0
“

R

Ci
•

”k−1

i=1



y



y

“

R

Ci
•

”k

i=1



y

R

Ck

0 −−−→ R
k−1 −−−→ R

k −−−→ R −−−→ 0

という可換図式を作ることができる. 帰納法と, 一番右の縦矢印が同型であることと, five
lemma により, 真ん中の縦矢印も同型である. したがって {Ci}

k
i=1
のポアンカレ双対は

H1(Mk)の基底になる.
Siについても同様.

略解 30. 問題 14の証明を詳しく見直して, H1(Σg)の基底を適当に作り, そのポアンカレ
双対を作ればよい. 例えば, まずH1(Σ1 \ D1 ∪ D2)については下図の部分多様体α, β, γ,
H1

c (Σ1 \ D1 ∪ D2)については下図の部分多様体α, β, δ を取ればよい. (詳細略) これを g
個貼り合わせて, 最後に円板 2枚を貼り合わせてΣgはできる. このとき, Mayer-Vietoris完
全列を書いて, 基底を丁寧に書いてみる. 一つピースを貼り合わせるとき,新しいピースに
あった α, βはそのまま生き残り, γは前からあったピースの γとつなげられる. そして新
しいピースの δは消される. (下の図の右側参照) 最後に円板 2枚を貼り合わせるとき, 一本
につなげられていた γと, 最後に一個だけのこって残っていた一番最初の δとは消えてし
まう. (詳細略) すると結局最後に残るのは, 問題の図のようになる.

略解 31. TM にベクトル束としての向きが与えられたら、M の局所座標系の向きが正と
いうのを, TM の向きと同じ向きが TxM に定まっているものとして定義することができ
る。このとき座標変換の微分の行列式は常に正である.


