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問題 35. M の部分多様体 Rと S が横断的に交わっているとき, R ∩ Sは部分多様体であ
り, x ∈ R ∩ Sにおける接空間は TxR ∩ TxSであることを証明せよ.

π : E → M を向きのつけられた階数 rのベクトル束とし, Φ ∈ Hr
cv(E)をそのトム類とす

る. 0-切断を s0 : M → Eとしたとき s∗0Φ ∈ Hn(M)をEのオイラー類といい, e(E)で表わ
す. (この定義は教科書のものとは異なるが, Prop. 12.4で同じであることが保証される.)

難問 36. (教科書 Prop. 12.7, Prop. 12.8) π : E → M をベクトル束とし, s : M → Eを
その切断とする. sが 0-切断 s0 と横断的に交わるとは, s(M)と s0(M)を共にEの部分多
様体とみなしたときに横断的に交わっていることをいう.

(1) sが0-切断と横断的に交わることは,次と同値である：x ∈ s−1(0) = {x ∈ M | s(x) = 0}
において, xの近傍Uにおける局所自明化 φ : E|U → U ×Rnを取る. φ◦sの第二成分を取る
ことにより, U上で定義された Rn-値関数 s̃を考えるとき, xにおける微分 ds̃x : TxM → Rn

は全射である.
(2) sが 0-切断と横断的に交わるとき, s−1(0)は部分多様体であり, (M における)法束N
は Eの s−1(0)への制限と同型である.

(3) s∗Φ = s∗0Φを示せ.
(4) M もEも向きづけられているものとする. s−1(0)のポアンカレ双対がEのオイラー
類に等しいことを証明せよ.

問題 37. 複素射影空間 CP n を Cn+1の中の一次元部分空間 ` の全体として定義する. こ
のときトートロジカル直線束を

L = {(`, z) ∈ CP n × Cn+1 | z ∈ `}

と定義する. (前回と同様.) Lに適当に向きを入れ, さらにその双対束L∗ の切断をうまく
取り, 問題 36を用いて, n = 1のときにL∗のオイラー類 e(L∗) ∈ H2(CP 1,R)の積分

∫

CP 1

e(L∗)

を計算せよ.



問題 38. CP 2 を複素二次元射影空間とし, [x : y : z] (x, y, z ∈ C)を同次座標とする.
L = {[x : y : 0] | (x, y) ∈ C2 \ {(0, 0)}} とする. L は複素一次元射影空間と微分同相な,
CP 2内の 2次元閉部分多様体である. また, L′ = {[x : 0 : z] | (x, z) ∈ C2 \ {(0, 0)}} を同様
に考える. L, L′のポアンカレ双対を ηL, ηL′ ∈ H2(CP 2,R) で表わす. ただし向きは, 非同
次座標で入れる. このとき

(1) ηL = ηL′ を示せ.
(2) LとL′の交わりを調べることによって

∫

CP 2

ηL ∧ ηL

を求めよ.

問題 39. 特異ホモロジー Hq(X;Z)の定義に出てきた ∂∂ = 0 の証明を与えよ.



略解 35. 「f : M → N がC∞級写像で y ∈ N が, f の正常値のとき, f−1(y)は部分多様体
である」という結果に帰着できる。

略解 36. (1) まず s(M) ∩ s0(M)は, 自然に s−1(0)と同一視されることに注意しておく.
局所的に考えればよいので, φ : E|U → U × Rnを取って考えればよい. s0(M)を φで
写したものは U × {0} で, s(M)を写したものはグラフ {(u, s̃(u)) | s ∈ U である. 接
空間は, T(x,0)(U × Rn) = TxU ⊕ Rn となる. s0(M), s(M)の接空間は, TxU ⊕ {0}と
{v ⊕ ds̃u(v) | v ∈ TxU}である. したがって, (x, 0) ∈ s(M) ∩ s0(M)において,

T(x,0)s(M) + T(x,0)s0(M) = TxU ⊕ Rn

が成立するための必要十分条件は, ds̃xが全射となることである.
(2) 上のようにU ×Rnで考えると, s−1(0)は s̃−1(0)に写され, よって接空間は Ker ds̃xに
なる. したがって

TxM/Tx(s
−1(0)) = TxM/ Ker ds̃x

ds̃x−−→
∼=

Rn
φ|−1

Ex−−→
∼=

Ex

という線形同型写像がある. これは局所自明化φの取り方によらない. (詳細略) したがっ
て法束N は, Eの制限と同型になる.

(3) s∗0, s∗ : H∗
cv(E) → H∗(M)は, H∗

cv(E) → H∗(E)
s∗
0
,s∗

−−−→
∼=

H∗(M)という合成と書ける. s

と s0はホモトピックであることから H∗(E) → H∗(M)は, s∗でも s∗0でも等しい.
(4)(教科書の証明を若干詳しくした.) s−1(0)の管状近傍を T とし, 射影を p : T → s−1(0)

で表わす. すると E|T
Ψ
−→
∼=

p∗(E|s−1(0)) というベクトル束の同型が存在する. (何故か？) そ

こで T からEs−1(0) への写像 S を

S : T
s
−→ E|T

Ψ
−→
∼=

p∗E|s−1(0)
p̃
−→ E|s−1(0)

の合成写像によって定義する. ただし p̃は

p∗E|s−1(0)
p̃

−−−→ E|s−1(0)




y





y

T −−−→
p

s−1(0)

という pを coverする写像である. 必要ならば T を小さく取り直すことによって, Sが T と
E|s−1(0)の s−1(0)の開近傍の間の微分同相を与えることが分かる.
さて, E|s−1(0)のトム類を, その台が上の s−1(0)の開近傍に含まれているような微分形式

Φ で実現する. このとき S∗Φ を T の外へ 0で拡張した [j∗(S
∗Φ)]が, s−1(0) のポアンカレ

双対を与える. ところが上の図式とトム類の自然性により, Ψ∗p̃∗Φ は, E|T のトム類を与
える微分形式であり, S∗Φはこれを sで引き戻したものである. Eのトム類を表わす微分
形式 Φを取り, それをE|T に制限したものを Φ|T で表わすと, Φ|T = Ψ∗p̃∗Φ + dα となる
α ∈ A∗

cv(E|T )が存在する. したがって [j∗(S
∗Φ)] = [j∗(s

∗Φ|T )] である.



さらに, Φの台を 0切断の十分に近くに取るようにすると s(M) ∩ Supp(Φ) ⊂ s(T ) とな
るようにできる. したがって j∗(s

∗Φ|T )は, s∗Φに等しく, (3)より [s∗Φ] = e(E)であるから
結論が従う.

略解 37. Lの双対束 L∗の切断を,

` ∈ CP 1 7−→ Hom(L`,C) 3 {L` 3 (`, z) 7→ z1}

によって定義する. ただし, z = (z1, z2)と表わした. このとき, この切断が消えるのは, す
べての (`, z) ∈ L`について z1 = 0となることであり, すなわち, ` = C(0, 1) となることで
ある. この切断が 0-切断と横断的に交わることもすぐ分かる. (詳細略) したがって, e(L)
のポアンカレ双対は, s−1(0) = {C(0, 1)} (一点)である. さらに向きを適当に (複素平面の
自然な向きから誘導されるものを)つけると, +1であることも分かる. したがって,

∫

CP 1

e(L∗) =

∫

CP 1

1 ∧ ηs−1(0) =

∫

C(0,1)

1 = 1

が分かる.

略解 38. (1) Ft : CP 2 → CP 2 を Ft([x : y : z]) = ([x : y cos t − z sin t : y sin t + z cos t] に
よって定義する. F0 = id で, Fπ/2([x : y : z]) = [x : −z : y] である. Fπ/2は微分同相で
Fπ/2(L) = L′ であるから, F ∗

π/2ηL′ = ηL が成り立つが, F0 と, Fπ/2はホモトピックであるか
ら, F ∗

π/2 = idであり, 結論が従う.

(2) L と L′ は, 一点 p = [1 : 0 : 0]で交わる. 非同次座標 [x : y : z] 7→ (y/x, z/x)を取り,
さらにC ∼= R2によって, R4に値をとる [1 : 0 : 0]の回りの座標を取ると,

TpL = {(x1, x2, 0, 0) ∈ R4}, TpL
′ = {(0, 0, x3, x4) ∈ R4}

となり, 横断的に交わっており, また向きは正の向きで交わっている. 従って
∫

CP 2

ηL ∧ ηL = 1

が分かる.

略解 39. 容易


