
略解 71. 写像 f の第一成分を f1とする。M はコンパクトであるから、f1は最大値を持
ち、その点で d(f1)x = 0となる。すると dfx : TxM → Rnの第一成分は必ず 0であり、すな
わち像がRn−1に含まれていることを意味する。したがって、xで dfxは同型となり得ない。

略解 72. (1) [松本, 演習問題 20.5]を参照.

(2) CP 1のもう一方の非同次座標 ψ : U1 = {[z0 : z1]|z1 6= 0} → C; [z0 : z1] 7→ z0/z1を
とると. ψ ◦ ϕ−1(w) = 1/wとなる.{ϕ, ψ}が CP 1 に向きを定めることをいうには, 対応
x+ iy ↔ (x, y)によってψ ◦ ϕ−1をR2 \ {(0, 0)}の間の写像とみなしたとき, そのヤコビ行
列の行列式が正であることを言えばよいが, これは直接計算すればわかる.

(3) ヒントの部分について : (2)と同じ記号を使う. Cにおける中心 0 半径Rの閉円盤を
BR(0)とし, P0 = [1 : 0]の近傍 ϕ−1(BR(0))をBR(P0)とおく. 同様に P1 = [0 : 1]の近傍
ψ−1(BR(0))をBR(P1)とおく. ϕと ψの間の座標変換は 中心 0 半径Rの閉円盤 (から中心
を除いたもの)を中心 0半径 1/Rの開円盤の補集合に写すから,

BR(P0) ∪B1/R(P1) = CP 1, BR(P0) ∩B1/R(P1) = ∂BR(P0)

となる. よって, R2 の部分集合上の関数の積分の性質から,∫
CP 1

ω =

∫
BR(P0)

ω +

∫
B1/R(P1)

ω

となる. (ψ−1)∗ω = fdx ∧ dyと表したとき, |f |の B1(0)における最大値をM とすると,

R > 1のとき, ∣∣∣∣∣
∫
B1/R(P1)

ω

∣∣∣∣∣ ≤
∫
(B1/R(0)

M =
πM

R2

となり, よって, R → +∞のとき,
∫
B1/R(P1)

ω → 0となる. 従って limR→+∞
∫
BR(P0)

ω =∫
CP 1 ω となるが, 定義から左辺は

∫
C
ωに等しい.

後半は [松本, 演習問題 20.4]を参照.

略解 73. (1)M = ∂DR× [0, 1]という円柱を取り, 境界つき二次元多様体と考える. (∂M =

∂DR ×{0}t ∂DR ×{1}である.) F (z, t) = tf(z)+ (1− t)f0(z) によって, F : M → C を定
義する. Rを十分に大きく取れば, F は, 0 を取らず, C \ {0}への写像を定める. したがっ
て F ∗ωは, M 上のC∞級 1次微分形式である. よって Stokes の定理より

0 =

∫
M

F ∗(dω) =

∫
M

dF ∗ω =

∫
∂M

ω =

∫
∂DR

f ∗ω −
∫
∂DR

f ∗
0ω

となる.
∫
∂DR

f ∗
0ω は, 具体的に計算して 2πn である.

(2) f が, DRで零点を持たないと, f はDR → C \ {0}という写像となり, f∗ωは, DR上
のC∞ 級 1次微分形式となる. したがって DR に Stokes の定理を用いて∫

∂DR

f ∗ω =

∫
DR

d(f ∗ω) = 0

となって矛盾する.



略解 74. (1)まずUを xの座標近傍とすれば, U上の座標が定めるベクトル場 v1, . . . , vnは
各点 y ∈ U で接ベクトル空間の基底を与える. v1,y, . . . , vn,yからシュミットの直交化法 (線
形代数の教科書を参照のこと)を使って TyM の gyに関する正規直交基底 e1,y, . . . , en,yをつ
くる. i = 1, . . . , nに対して y 7→ ei,y が U 上の C∞級ベクトル場になっていることはシュ
ミットの直交化法の手順を考えれば容易にわかる.

(2)TyM の別の正規直交基底 e′1,y, . . . , e
′
n,y をとり, その双対基底を θ′1,y, . . . , θ

′
n,y とする.

e1,y, . . . , en,yと e′1,y, . . . , e
′
n,yの間の変換行列をAとするとAは直交行列で, θ′1,y, . . . , θ

′
n,yと

θ1,y, . . . , θn,yの間の変換行列は tAでこれも直交行列だから, θ1,y, . . . , θn,yが正規直交基底と
なるような内積では θ′1,y, . . . , θ

′
n,y も正規直交基底になる. よって, e1,y, . . . , en,yのとり方に

よらないことがわかる.

(3)小テスト問題 2の結果から, 直交行列の k次小行列の行列式を並べてできる行列が再
び直交行列になることを言えば, 後は (2)と同様にできるが, このことは小行列の次数 kに
関する帰納法により証明できる. 詳細は略す.

(4)(2)と同じ記号を使うと, 小テストでやったことから

θ1 ∧ · · · ∧ θn = (det tA) θ′1 ∧ · · · ∧ θ′n

Aは直交行列だから, det tA = detA = ±1となり, 主張が示された.

(5)(2)と同じ記号を使い, e′1,y, · · · , e′n,y も問題の条件を満たしているとする. このとき,

detA > 0となることが容易にわかり, よって, θ1 ∧ · · · ∧ θn = θ′1 ∧ · · · ∧ θ′nとなり, ωyは gy
と向きだけできまる. また, 各点 x ∈ M の座標近傍 U 上では, ωU,y := ωyによって U 上の
C∞級微分形式 ωU が定まり, 今示した一意性から, これらが貼り合ってM 上のC∞級微分
形式 ωが定まる.

略解 75. (1)Sn−1の向きを次のように定める.

Sn−1の座標近傍 (y1, . . . , yn−1)が向きを与える
⇐⇒
def

dx1 ∧ · · · ∧ dxn(X, ∂/∂y1, . . . , ∂/∂yn−1) が定義される範囲で常に正.

これは明らかにwell-definedである. Sn−1の体積要素 ω 各 x ∈ Sn−1に対して, 問題 70,(5)

の条件を満たす TxS
n−1の正規直交基底 e1, . . . , e1をとると ω(e1, . . . , en) = 1となる n − 1

次微分形式として特徴づけられる. よってXとSn−1の接ベクトルが直交することと, Sn−1

の向きの定め方から, ω = i(X)dx1 ∧ · · · ∧ dxnとなる.

(2) (1)と同様にすればよいので省略する.

略解 76. (1)自然に TxS
n−1 ⊂ TxB

n = Rnとみなす. r : Bn \ {0} → Rを r(x) = |x|によ
り, ϕ : Bn \ {0} → Sn−1を ϕ(x) = x/|x|により定める. 問題 71と同じ記号を使うと, 各
x ∈ Sn−1に対しては drx(Xx) = |x|で, Xxに直交するベクトル, つまり TxS

n−1に属すベク
トル v については drx(v) = 0となる. また dϕx : TxB

n \ {0} → TxS
n−1はRnからRnの

n− 1次元部分空間への写像とみなすと, Xxに直交するベクトルを 1/|x|倍することがわか
る. 従って, Bn \ {0}上で,

dx1 ∧ · · · ∧ dxn = rn−1dr ∧ ϕ∗ωSn−1

となることがわかる. さらに, Bn \ {0}上の n− 1 次微分形式 ηを

η =
1

n
rnϕ∗ωSn−1



で定義すると, dη = rn−1dr ∧ ϕ∗ωSn−1 となる. Rnにおける原点を中心とする半径 εの球
面を Sn−1

ε とする. Bnから Sn−1
ε の内側, つまり |x| < εの部分を除いたものをBn

ε とおき,

これに Rnの自然な向きから定まる向きを入れ, ∂Bn
ε には Bn

ε から定まる向きをいれてお
くと, 向き付き多様体として ∂Bn

ε = Sn−1 ∪ (−Sn−1
ε )となる. 但し,Sn−1

ε の向きは微分同相
ψ : Sn−1 3 x 7→ εx ∈ Sn−1

ε が向きを保つようにとっておき, −Sn−1
ε はこれと逆の向きを入

れたものとする. Sn−1の体積をそれぞれ v(Bn), v(Sn−1) とおくと, 略解 66,(2)と同様に,

v(Bn) = limε→0

∫
Bn

ε
dηとなるが, ストークスの定理より,∫

Bn
ε

dη =

∫
∂Bn

ε

η =

∫
Sn−1

η −
∫
Sn−1
ε

η

となり,
∫
Sn−1 η = (1/n)v(Sn−1)で,

∫
Sn−1
ε

η =
∫
Sn−1 ψ

∗η = (εn/n)v(Sn−1) → 0 (ε→ 0)とな
るから, (最初の変形は Sn−1

ε への向きの入れ方と, 多様体上の積分の定義から容易に確かめ
れる.)

v(Sn−1) = nv(Bn)

となる.

略解 77. C のパラメーター付け c : [0, 1] → C を c(0) = c(1), 両端以外は単射で, 任意の
s ∈ [0, 1]に対して, (dc/dt)(s) 6= 0でこの接ベクトルが向きに適合している (これが何のこ
とを言っているかは明らかであろう)ようにとる. 各 t ∈ [0, 1]に対して, tの近傍 U を十分
小さくとれば、c(U)は極座標 (r, θ)の θが一価関数としてとれる開集合におさまる. この
とき s ∈ U に対して

dc

dt
(s) =

d(r ◦ c)
dt

∂

∂r
+
d(θ ◦ c)
dt

∂

∂θ

となる. (左辺は添え字 sを省略した.)ここで, θ の不定性は +2π × (整数)のみなので,

∂/∂θ, d(θ ◦ c)/dtは θのとり方によらずに定まり, ∂/∂θは Cを含む開集合上で定義された
ベクトル場、d(θ ◦ c)/dtは [0, 1]全体で定義された関数となり, 上の等式はすべての sに関
して成り立つ. 通常のR2の座標を (x, y)とかくと, ∂/∂r, ∂/∂θを ∂/∂x, ∂/∂yで表すことに
よって, |∂/∂r| = 1, |∂/∂θ| = r, (∂/∂r, ∂/∂θ) = 0 となることがわかる. ここで, ( , )はR2

の標準的な計量を表し, | · |はこの計量から定まるノルムを表す. よって∣∣∣∣dcdt
∣∣∣∣ =

√(
d(θ ◦ c)
dt

)2

+ r2
(
d(θ ◦ c)
dt

)2

となる. 従って, c∗ωC =
√

(d(θ ◦ c)/dt)2 + r2(d(θ ◦ c)/dt)2dt となる. よって

∫
C

ωC =

∫ 1

0

√(
d(θ ◦ c)
dt

)2

+ r2
(
d(θ ◦ c)
dt

)2

dt ≥
∫ 1

0

r

∣∣∣∣d(θ ◦ c)dt

∣∣∣∣ dt
>

∫ 1

0

∣∣∣∣d(θ ◦ c)dt

∣∣∣∣ dt ≥∫ 1

0

d(θ ◦ c)
dt

dt =

∫
C

dθ =

∫
C1

dθ = 2π

となる. ここで, 最初の等号なし不等号には rが常に１より大きいこと, d(θ ◦ c)/dtが恒等
的には 0でないことを使った. また, 最後から２つ目の等号は単位円C1とCにはさまれる
領域D′と dθに対してストークスの定理を適用することによって得られる.



略解 78. (1)∂Mに入っている向きは,問題71,(2)でN を外向きにとったときに∂Mにはい
る向きに一致することがわかる. 従って, dA = i(N)dx∧dy∧dzとなる. 一方問題 57,(1)を
使うと, ω2 = i(F )dx∧ dy ∧ dzとなることがわかる. ここで, 各 x ∈Mに対して自然な同一
視R3 = TxR

3 = TxM によって F をM 上のベクトル場とみなしている. i∗ω2 = (F,N)dA

を示すには, 任意の x ∈ ∂M に対して, Tx(∂M)の正規直交基底E1, E2をとったとき

i∗ω2(E1, E2) = (F,N)dA(E1, E2)

となることを示せばよいが, (記号を省略して, (i∗ω2)x, dAx等と書くべきところを i∗ω2, dA等
と書いた. 以下も同様.) Tx(∂M)をTxMの部分空間とみなすとF = (F,N)N+(F,E1)E1+

(F,E2)E2と表せて, ω2の多重線形性と交代性を使うと,

i∗ω2(E1, E2) = ω(F,E1, E2) = ω((F,N)N,E1, E2) = (F,N)dA(E1, E2)

となり, 結果を得る.

(2)略解 52より, (1)とストークスの定理から結論が従う.

略解 79. 水面に出ている部分を切り取って, D が完全に水没しているとしてよい. (ス
トークスの定理は角 (カド)のある多様体 (境界が区分的に C∞級な「多様体」)でも種々
の概念を適当に定義すれば成り立つ.)問題 74の 2次元における類似を考える. R2 上の
関数の組G = (G1, G2)に対して, R2上の微分形式 ωGを ωG = G1dy − G2dxで定めると
d(ωG) = (∂G1/∂x + ∂G2/∂y)dx ∧ dyとなる. i : C = ∂D → Dを包含写像とすると, 問題
74 と同様に, i∗(ωG) = (G,−→n )dsとなる. G = (y, 0), (0, y)とおいたときの ωGをそれぞれ
η1, η2とすると, ベクトル値微分形式−→η = (η1, η2)ができる. −→η とDに成分ごとにストーク
スの定理を使うと, ∫

D

d−→η =

∫
C

y−→n ds

一方 dη1 = 0, dη2 = dx ∧ dyとなるから, ベクトル
∫
D
d−→η は y軸正の向きを向いていて, 大

きさはDの面積に等しい.


