
略解 21. 略

略解 22. 略 ([坪井, 定理 1.2.3]参照)

略解 23. 略 ([坪井, 定理 2.2.1]参照)

略解 24. f(z) = u(z) + iv(z) (u, vは実数値関数), z = x+ iy (x, yは実数)と表わし, f の
ヤコビ行列を計算すると
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]
であるから,

det dfz =
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である. コーシー・リーマン方程式から, これは(
∂u

∂x

)2

+

(
∂u

∂y

)2

に等しい. よって, det fz = 0となる必要十分条件は f ′(z) = 0である.

略解 25. RP 2の座標として, π : S2 → RP 2を利用して, S2の開集合 V で, πを制限すると
全単射になるものを取り, U = π(V )として, ϕ を π−1に S2の座標を合成したものを取る.

(どのように取るか, また非同次座標との座標変換がC∞級であることの証明は略す.) この
ようにすれば, f̃ がC∞級であること (これの証明は略)から f もC∞級である.

f̃ の微分を計算すると ( 0 z y
z 0 x
y x 0
2x 4y 6z

)
を接空間 T(x,y,z)S

2 = {(X, Y, Z) | xX + yY + zZ = 0}に制限したものである. これが単射
であることは容易にチェックできる. π : S2 → RP 2は接空間の間の同型を与えるから (こ
れは上のように座標を入れておけば明らかである), f は, はめ込みである. f が単射である
ことの証明は, f̃ の行き先を調べればすぐ分かる. RP 2はコンパクト, R4はハウスドルフ
であるから, f は像への同相写像である.

略解 26. (1) fU はCn+1の連続写像の制限になっているので明らかに連続である. よって
fU が C∞級であることを示すには, 問題 1(または問題 2)の S2n+1の座標を使って, fU を
R2n+1の開集合の間の写像にうつしてそれが C∞級であることを確かめればよい. 詳細は
略す. U の逆行列もユニタリ行列だから, fU は C∞級の逆写像 fU−1 を持つ. よって fU は
C∞級微分同相写像である.

別解として, 次の一般的な事実を使う方法もある.

「g : L → M, h : M → N がC∞級多様体の間の写像で, hは埋め込みであるとする. この
とき, h ◦ gがC∞級ならば gもC∞級である.」
この事実はは逆関数定理 (またはその系)を使えば証明できる. 実際, 定義から hは像への
同相写像だから gは連続で, p ∈ Lとすると逆関数定理の系から, M の g(p)のまわりの座
標 (U,ϕ)とN の h ◦ g(p)のまわりの座標 (V, ψ)が存在して, h(U) ⊂ V かつ

ψ ◦ h ◦ ϕ−1(x1, . . . , xm) = (x1, . . . , xm, 0, . . . , 0) (x1, . . . , xm) ∈ ϕ(U)



となる.(m = dimM である.) Lの pのまわりの座標近傍 (W,φ) を g(W ) ⊂ U となるよう
にとれば ψ ◦ h ◦ g ◦ φ−1がC∞級であることから ϕ ◦ g ◦ φ−1がC∞級であることがわかり,

gがC∞級であることがわかる.

この事実を使えば, 包含写像 i : S2n+1 → Cn+1 は埋め込みだから, i ◦ fU がC∞級である
ことから fU がC∞級であることがわかる.

(2) gU がwell-definedであることをいうには, z ∈ Cn+1\{0}ならば Uz ∈ Cn+1\{0}であ
ることと, z, z′ ∈ Cn+1\{0}, z′ = λz ∃λ ∈ C\{0}ならばUz′ = λUzであることを確かめれ
ばよいが, これは明らかである. また, 連続写像であることも明らか. よって, gU がC∞ 級
写像であることは (1)と同様に座標をとってチェックすればよい. また, gU はC∞級の逆写
像 gU−1を持つからC∞級微分同相写像である.

略解 27. S2n+1 = {(z0, . . . , zn) ∈ Cn+1 | |z0|2 + · · · + |zn|2 = 1}とすると, π(z0, . . . , zn) =

[z0 : · · · : zn]である. すべての点で座標を取り, ヤコビ行列を計算して階数を計算すればよ
いが, 計算が複雑になる. そこで問題 26のユニタリ行列 U を用いて, fU : S

2n+1 → S2n+1,

gU : CP
n → CP nを考える. このとき gU ◦ π ◦ f−1

U = π に注意する. S2n+1の任意の点が,

ある U を取ることによって p = (1, 0, . . . , 0)に移すことができ, また fU , gU は微分同相写
像であったから, pだけで微分を計算すればよい.

S2n+1の開集合 U を U = {±Re(z0) > 0}とおく. U 上の座標 ϕを

ϕ−1(y0, z1, . . . , zn) = (
√
1−

∑
i≥1 |zi|2 − y20 +

√
−1y0, z1, . . . , zn) y0 ∈ R, zi ∈ C

のように定める. また CP n の開集合 U0 = z0 6= 0に非同次座標 ψ([z0 : · · · : zn]) =

(z1/z0, . . . , zn/z0)を入れると

ψ ◦ π ◦ ϕ−1(y0, z1, . . . , zn) =
1√

1−
∑

i≥1 |zi|2 − y20 +
√
−1y0

(z1, . . . , zn)

となる. これを (s1 +
√
−1t1, . . . , sn +

√
−1tn), また zi = xi +

√
−1yi (i ≥ 1)とおいて, pす

なわち xi = yi = 0でヤコビ行列を求めると

∂si
∂xj

= δij,
∂si
∂yj

= 0,
∂ti
∂xj

= 0,
∂ti
∂yj

= δij

となる. (1 ≤ i, j ≤ nと y0がある.) これは単位行列に 0を一列付け加えたもので, 全射で
ある.

また π−1(q)は, 上と同様の議論により q = [1 : 0 : · · · : 0]のときに調べればよい. このと
き π−1(q) = {(z0, 0, . . . , 0) | |z0|2 = 1} であるから, 明らかに S1と微分同相である.

略解 28. [坪井, 例題 4.4.7] 参照


