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問題 61. 3次元ユークリッド空間 R3 上の, 三つの C∞級関数の組 F = (F1, F2, F3) に対
して,

ω1
def.
= F1dx+ F2dy + F3dz, ω2

def.
= F1dy ∧ dz + F2dz ∧ dx+ F3dx ∧ dy

と定義する. dω1, dω2 を計算し, 電磁気学における divF = ∇ · F , curlF = ∇ × F

(∇ = (∂/∂x, ∂/∂y, ∂/∂z)) が, 現れることをチェックせよ.

問題 62. 2次元ユークリッド空間R2 = {(x, y) | x, y ∈ R}から原点0を除いた空間R2\{0}
を, ユークリッド空間の開集合として自然にC∞級微分可能多様体とみなす. R2 \ {0}上の
1次微分形式を

ω
def.
=

−y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy

で定義する.

(1) R2 \ {0}上の極座標 (x, y) = (r cos θ, r sin θ) を用いて, ω を dr, dθ で表わせ.

(2) dω = 0 を証明せよ.

(3) ω = dF となるようなR2 \ {0}上のC∞級関数 F は存在するか？

問題 63. 問題 50の拡張として、Xをベクトル場, αを k次微分形式とするときに、LXαを

(LXα)(X1, . . . , Xk) = X(α(X1, . . . , Xk))−
k∑

i=1

α(X1, . . . , [X,Xi], . . . , Xk)

によって定義する。αのXによるLie微分という。
(1) LXαが k次微分形式であることをチェックせよ。
(2) X, Y がベクトル場のときに、LXLY − LYLX = L[X,Y ] を示せ。
(3) LX(α ∧ β) = (LXα) ∧ β + α ∧ (LXβ) を示せ。
(4) dLX = LXd を示せ。



問題 64. Xをベクトル場、αを k次微分形式とするときに、αとXの内部積 i(X)α を次
で定義する。

(i(X)α)(X1, . . . , Xk−1) = α(X,X1, . . . , Xk−1)

i(X)αは、(k − 1)次微分形式である。
(1) i(X)(α ∧ β) = (i(X)α) ∧ β + (−1)kα ∧ (i(X)β)を示せ。ただし、αは k次微分形式
とした。
(2) i([X, Y ]) = LXi(Y )− i(Y )LX を示せ。
(3) LX = i(X)d+ di(X)を示せ。(Cartanの公式とよばれる。)


