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問題 37. Snの北極からの立体射影 ϕ+ : Sn \ {(0, . . . , 0, 1)} → Rnを問題 2のとおりに定
める. Rn = {(y1, . . . , yn)} 上のベクトル場Xを

X =
∂

∂yα

で定める. (α = 1, . . . , n) このベクトル場Xが Sn上のベクトル場 X̃ に拡張されることを
証明し, また, そのベクトル場の値 X̃pが 0になる点 pを全て求めよ. また, Y = y1

∂
∂y1

+

· · ·+ yn
∂

∂yn
ではどうか？

問題 38. (1) 二次元トーラス T 2上にX = ∂
∂x
はベクトル場を定めることを証明せよ. ただ

し xはR×R/Z× Zの第一成分の実数である. 正確には, R2上のベクトル場 X̃ = ∂
∂x
に

対して, 射影 πを通じて dπp(X̃p) = Xπ(p)を満たすような T 2上のベクトル場Xが存在する
という意味である.

(2) Xが生成する 1パラメータ変換群 Ft : T
2 → T 2を求めよ。

問題 39. Rn上のベクトル場

X =
n∑

i=1

Xi
∂

∂xi

, Y =
n∑

i=1

Yi
∂

∂xi

について

[X,Y ] =
n∑

i,j=1

(
Xi

∂Yj

∂xi

− Yi
∂Xj

∂xi

)
∂

∂xj

を証明せよ。

問題 40. ベクトル場X, Y , Zに対して, ヤコビの恒等式

[[X,Y ], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z,X], Y ] = 0

を証明せよ.



問題 41. M , N を多様体とし, F : M → N をC∞級写像とする. M 上のベクトル場Xと
N上のベクトル場Y がF -関係にあるとは, Xの定める微分作用素 DX : C∞(M) → C∞(M)

と Y の定める微分作用素 DY : C∞(N) → C∞(N)の間に

DX ◦ F ∗ = F ∗ ◦DY

という式が成り立つときをいう. ただし F ∗ : C∞(N) → C∞(M)は, F ∗(g) = g ◦ F によっ
て定義される写像である. このとき,

(1) Xと Y が F -関係にある必要十分条件は, M の各点 pに対して dFp(Xp) = YF (p)が成
り立つことであることを証明せよ.

(2) X1と Y1, X2と Y2がそれぞれF -関係にあるとき, [X1, X2] と [Y1, Y2]がF -関係にある
ことを証明せよ.

問題 42. F : R → R を F (x) = x1/3によって定義する. M をRに通常のC∞級微分構造
を入れたものとし, NをRにF がM → Nの微分同相になるようにC∞級微分構造を入れ
たものとする. (すなわち, F−1 : N → M ∼= RがN の座標である.)

(1) ϕ : M → N をM , N をともにRと思ったときの恒等写像とする. C∞級写像である
ことを証明せよ. しかしϕ−1は, C∞級でないことを証明せよ. (よってϕは全単射なC∞級
写像であるが微分同相ではない.)

(2) M 上のベクトル場 X = ∂
∂x
について, ϕ-関係にあるN 上のベクトル場 Y が存在しな

いことを証明せよ.


