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問題 1. R2 に次の同値関係∼を入れる。

(x, y) ∼ (x′, y′) ⇐⇒ (x′, y′) = ((−1)n(x+m), y + n) となるm,n ∈ Zが存在する.

M を R2 を同値関係 ∼ で割ってできる位相空間とする。これはN = [0, 1]× [0, 1] の端を、
下の図のようにはり合わせてできるクラインの壺と同じである。

(1) M に C∞級多様体の構造を入れよ。
(2) R2上の関数 f̃ : R2 → Rを

f̃(x, y) = sin 2πx× cos πy

で定める。f̃ は、M 上の関数 f を定めることと、C∞級であることを示せ。
(3) F̃ : R2 → R を F̃ (x, y) = y によって定める。このとき、F : M → R/Z を定めるこ
とを確かめ、それがC∞級写像であることを示せ。

問題 2. M , N は、それぞれ m次元、n次元の C∞級多様体であるとする。このとき、積多
様体M×N はm+n次元の多様体であった。π1, π2を第一、第二成分への射影M×N → M ,

M ×N → N とする。
(1) π1, π2 が C∞ 級であることを示せ。また (p, q) ∈ M ×N において、iq : M → M ×N ,

jp : N → M ×N を iq(s) = (s, q), jp(t) = (p, t) によって定める。これも C∞ 級であること
を示せ。
(2) (p, q) ∈ M ×N において、iq, jp の微分

d(iq)p : TpM → T(p,q)(M ×N), d(jp)q : TqN → T(p,q)(M ×N)

を考える。このとき、TpM ⊕ TqN → T(p,q)(M ×N)を

v ⊕ w 7→ d(iq)p(v) + d(jp)q(w)

で定義する。これが線形空間の間の同型写像になっていることを示せ。


