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スペシャルホロノミー群を持つリッチ平坦リーマン多様体

スペシャルホロノミー群を持つリッチ平坦リーマン多様体は微分幾何、複素幾何、代
数幾何そして数理物理など様々な分野に深く関連しており、多くの興味深い結果が得
られ, また最近、新しい例が続々と発見されている。既約かつ non-symmetricな単連結
リーマン多様体はそのホロノミー群により分類することができる ([Be]) この分類によ
れば、スペシャルホロノミー群を持つリッチ平坦リーマン多様体は、四つのクラスに分
類され、それぞれの制限ホロノミー群として、次のリー群があらわれる：

SU(n), Sp(m), G2, Spin(7)

§0-1 Calabi-Yau 多様体. SU(n) をホロノミー群とする 2n 次元リーマン多様体を
Calabi-Yau多様体という。Calabi-Yau多様体Xはケーラー多様体であり、リッチ曲率
が零となる Kähler-Einstein多様体である。リッチ曲率が零となるコンパクトケーラー
多様体 (X, g)の有限非分岐被覆はケーラー多様体の直積 T ×X1×· · ·×Xk と同型であ
る。ここで、T は平坦なケーラートーラスで、各Xiは単連結かつ既約なリーマン多様
体で Calabi-Yau多様体かハイパーケーラー多様体か、どちらかとなる (i = 1, · · · , k)。
Calabi-Yau多様体 X の標準束KX は自明となり、零点を持たない正則 n形式 Ωが存
在する。ケーラー形式 ωと複素 n形式 Ωは次の関係式（モンジュ·アンペール方程式):

Ω ∧ Ω = (
√−1)n

n︷ ︸︸ ︷
ω ∧ · · · ∧ ω

をみたす。逆に標準束KXが自明なケーラー多様体上の正則 n形式 Ωとケーラー形式
ωがモンジュ·アンペール方程式をみたせば、Ωと ωはともに Levi-Civita接続∇に関
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して平行な微分形式となり、リッチ曲率は零で、X のホロノミー群は SU(n)の部分群
となる。リッチ曲率が零となるコンパクトケーラー多様体 X 上の (p, 0)型閉微分形式
は平行になる。これから、実 2n次元 (複素 n次元)Calabi-Yau多様体Xの Hodge数は
hn,0 = 1, hp,0 = 0(p 6= 0, n)をみたす。n = 2なら、K3曲面がコンパクトな Calabi-Yau
多様体である。n ≥ 3のとき、H2(X) =H1,1(X)であり、Xのケーラー錐は H2(X)のな
かの開集合となり、Xは複素射影空間に埋め込まれる。 　Xをコンパクトなケ－ラ－
多様体で、その標準束 KX が自明になっているものとし、Ωを零点を持たない正則 n
形式とする。このとき、Calabi予想の Yauによる解決 ([Y])により、X の各ケーラー
類の中にモンジュ·アンペール方程式をみたすケ－ラ－形式 ωがだだ一つ存在する。こ
の存在定理により、コンパクトな Calabi-Yau多様体の様々な例が構成される。コンパ
クト Calabi-Yau多様体の倉西空間 (複素構造の変形空間)は滑らかになることが知られ
ている。([Bo],[Ti]) 更に Calabi-Yau多様体Xのケーラー型式を込めた変形は以下に説
明するように、微分形式を使い記述できる。Xを 2n 次元の実多様体とし、TCXを X
の接束 TXの複素化とする。Ωを X 上の複素 n形式とし、dΩ = 0とする。KerΩを内
部積をもちいて、KerΩ = { v ∈ TCX | ivΩ = 0 } と定める。KerΩがランク nの複素部
分束で、TCX の分解:

(1) TCX = KerΩ⊕ KerΩ

を与えるとき、閉形式 Ωを X 上の SLn(C)構造という。ここで、 KerΩは複素共役と
する。SLn(C)構造 Ωは分解 (1)から、X 上の概複素構造 IΩを定め、Ωが閉形式のた
め、IΩは積分可能で、(X, IΩ)は標準束KXが自明な複素多様体となる。(このとき、Ω
は零点を持たない正則 n形式となる。) SLn(C)構造 Ωと X 上の symplectic 形式 ωが
次の三つの条件をみたすとき、複素 n形式 Ωと 2形式 ωの対 (Ω, ω)を Calabi-Yau構
造という;

Ω ∧ ω = 0(i)

Ω ∧ Ω = (
√−1)nωnが成立(ii)

g(u, v) = ω(IΩu, v)がリーマン計量 gを定める、(iii)

(u, v ∈ TX)

このとき、ωは複素構造 IΩに関して、ケーラー形式となり、リーマン計量 g のホロノ
ミー群は SU(n)の部分群となる。Calabi-Yau構造全体を M̃CY (X)とする。M̃CY (X)
には pull back(引き戻し)により、微分同相写像全体のつくる群 Diff(X)が作用してい
る。商空間MCY (X) = M̃CY (X)/Diff0(X)をX 上の Calabi-Yau構造のモジュライ空
間という。ここで、Diff0(X)は Diff(X)の恒等写像を含む連結成分とする。このとき、
モジュライ空間MCY (X)は有限次元の多様体となる。Diff0(X)は de Rhamコホモロ
ジ－群に自明に作用するので、Ωと ωのコホモロジ－類 をそれぞれとることにより、
モジュライ空間MCY (X)からの自然な写像 P : MCY (X) →Hn(X,C)⊕H2(X,R)が得
られる。P を Calabi-Yau構造の周期写像という。写像 P は局所的に単射となる。更に
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K3曲面にたいして、写像 P は単射となる (大域トレリ型定理)。Calabi-Yau多様体の
定義は文献、研究分野により異なっており、注意が必要。以下の (1),(2)を Calabi-Yau
多様体という場合がある。(1) ホロノミー群が SU(n)の部分群となる 2n次元リーマン
多様体。(2) 単連結で第一チャーン類が零となる複素多様体。(単連結の代わりに第一
ベッチ数が零とすることもある。)

§0-2 ハイパーケーラー多様体. 4m 次元のリーマン多様体 (X, g) のホロノミー群が
Sp(m)となるとき、これをハイパーケーラー多様体 hyperKähler manifoldという。ハ
イパーケーラー多様体はリッチ曲率が零のEinstein多様体であり、コンパクトならば単連
結となる。ハイパーケーラー多様体 (X, g)には三つの概複素構造 I, J,Kが存在し、四元
数の関係式 I2 = J2 = K2 = IJK = −1をみたす。リーマン計量 gは I, J,Kそれぞれに
ついて、エルミート計量で、Levi-Civita接続∇に関して、∇I = ∇J = ∇K = 0となる。
ハイパーケーラー多様体は I, J,K それぞれに対応し、三つのケ－ラ－型式 ωI , ωJ , ωK

をもつ。複素 2型式 ωC = ωJ +
√−1ωK は複素構造 Iについて、正則な symplectic型

式 holomorphic symplectic formとなる。K3曲面や、K3曲面の Hilbert schemeなど
がコンパクトなハイパーケーラー多様体である ([B],[F])。複素構造 I についてコンパ
クトなハイパーケーラー多様体の Hodge数は h2p,0 = 1, h2p−1,0 = 0, (p = 1, · · ·m)を
みたす。なお、ホロノミー群が Sp(m)の部分群となる 4m次元リーマン多様体をハイ
パーケーラー多様体という場合もある。

§0-3 G2多様体. 7次元リーマン多様体 (X, g)のホロノミー群が例外型リー群G2とな
るとき、(X, g)をG2多様体G2 manifoldという。G2多様体はリッチ曲率が零となる多
様体で、コンパクトならば基本群が有限群となる。以下、Oを Cayley数全体、ImOを
Oの虚数部分とする。例外型リ－群 G2とは 14次元のリー群で Cayley数全体O ∼= R8

の自己同型群 Aut(O) = { g ∈ GL8(R) | g(xy) = g(x)g(y) }である。g ∈Aut(O)は ImO
の向き、内積を保つ同型写像となるため、G2は SO(ImO)∼= SO(7)の部分リ－群とな
る。V を ImOがなす 7次元ベクトル空間とする。x, y, zを V の元とし、Cayley数の
積と内積 〈 , 〉により、V 上の 3形式 φ0を φ0(x, y, z) = 〈x, yz〉と定義し、 更に V 上
の Hodge star作用素 ∗により、4形式 ψ0 = ∗φ0を定める。V ∗を V の双対空間とし、
ρを GL(V ) ∼=GL7(R)の ∧3V ∗ ⊕ ∧4V ∗ への線形表現とする。(φ0, ψ0)を通る GL(V )
軌道を AG2(V )とする。このイソトロピー群は G2 であり、軌道 AG2(V )は等質空間
GL7(R)/G2 となる。軌道 AG2(V )に属する 3 形式と 4 形式の対 (φV , ψV )を V 上の
G2構造といい、φV を associative 3形式、ψを coassociative 4形式という。V ∗の基底
{x1, x2, · · · , x7}を適当にとれば、associative3形式 φV は具体的に

(G-1) φV = x123 − x145 − x156 − x246 − x275 − x347 − x356

と表示される。ここで、xαβγ = xα ∧ xβ ∧ xγ とする。X を 7次元多様体する。X 上
の閉 3 形式と閉 4 形式の対 (φ, ψ)が、各接ベクトル空間 TxX 上 associative3 形式と
coassociative 4形式を与えるとき、対 (φ, ψ)を X 上の G2 構造という。これは各接束
TxX の基底を適当にとれば、φは (G-1)の表示を持つことを意味する。φは TxX 上非
退化な正値対称 2次型式を定めるため、X 上のリ－マン計量 gφが定まる。gφの Levi-
civita接続∇にたいして、∇φ = 0,∇ψ = 0が成立し、φのイソトロピー群が G2であ
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ることから、(X, gφ)のホロノミー群は G2の部分群となる。特に Xがコンパクトで X
の第一ベッチ数 b1(X)が消えているとき、（X, gφ)のホロノミー群は G2に一致する。
コンパクト G2 多様体は Joyceにより、最初に構成された ([Jo1])。これは 7次元トー
ラス T 7を G2の有限部分群 Γで割った商空間 T 7/Γから構成される。またコンパクト
ではないが、完備な G2 多様体が知られている。Xがコンパクト多様体のとき、X 上
の G2構造全体を Diff0(X)で同一視した G2構造のモジュライ空間MG2(X)は有限次
元の滑らかな多様体である。associative 3型式のコホモロジー類をとることにより、モ
ジュライ空間は局所的に 3次元の de Rham コホモロジー 群 H3(X)の開集合でパラメ
トライズされる。([Br], [Jo3], [LM])

§0-4 Spin(7)多様体. 8次元リーマン多様体 (X, g)のホロノミー群が Spin(7)となる
とき、(X, g)を Spin(7)多様体 Spin(7) manifoldという。Spin(7)多様体のリッチ曲率
は零となる。コンパクト Spin(7)多様体は単連結で、Â-種数 Â(X)が 1となる。V を
Cayley数全体Oのなす 8次元ベクトル空間とする。V 上の 4形式Φ0をΦ0(x, y, z, w) =
〈x × y × z, w〉として定義する。ここで 3重積を x × y × z = 1

2{x(yz) − z(yx)}とし、
yを yの共役とする。GL(V ) ∼=GL8(R)の ∧4V ∗への線形表現を ρとし、Φ0を通る軌
道を ASpin(7)(V )とする：ASpin(7)(V ) = {ΦV = ρgΦ0 | g ∈ GL(V ) }。軌道ASpin(7)(V )
の元ΦV を V 上の Cayley形式という。Cayley形式ΦV のイソトロピ－群は Spin(7)で
あり、ΦV は非退化な正値対称 2次形式 gΦV を定める。Xを 8次元多様体とする。X上
の 4次の閉微分形式 Φが各 TxX 上の Cayley形式を与えるとき、Φを X 上の Spin(7)
構造という。Spin(7)構造 Φはリ－マン計量 gΦを定め、gΦの Levi-civita接続∇に関
して、Φは平行な微分形式となる。Φのイソトロピ－群は Spin(7)であるため、gΦの
ホロノミー群は Spin(7)の部分群となり、リッチ曲率は零となる。X が 8次元コンパ
クト多様体とすると、X 上の Spin(7)構造のモジュライ空間MSpin(7)(X)は滑らかな
多様体となっており、更に Spin(7)構造 Φの de Rhamコホモロジー類をとることによ
り、写像 P : MSpin(7)(X) → H4(X)を定義すると、P は局所的に単射となる ([Jo2])。

§0-5 キャリブレーション. この節では、向きのついた多様体のみを考える。(X, g)を
n次元リーマン多様体とし、φを X 上の p次閉微分形式とする。各点 x ∈ X で φ(x)
の comass‖φ(x)‖が１以下のとき、φをX上のキャリブレーション Calibrationという。
ここで、‖φ(x)‖ =sup{〈φ(x), v1 ∧ · · · ∧ vp〉 |ここで、v1, · · · , vpは正規直交基底 }。φを
キャリブレーション、Y を任意のコンパクトな p次元部分多様体とすると、不等式

(1)
∫

Y

φ ≤ Vol(Y )

が成立する。(ここで、Vol (Y )は Y の体積。) X の p次元部分多様体M の体積要素
を volM とする。φのM への制限 φ|M が volM と一致するとき、M を Calibrated 部
分多様体という。M をコンパクトな Calibrated部分多様体とし、コンパクトな p次元
部分多様体 Y の基本類 [Y ]がM の基本類 [M ]と一致するとする。このとき、(1)から
不等式

(2) Vol(M) =
∫

M

φ =
∫

Y

φ ≤ Vol(Y )
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を得る。不等式 (2)から、コンパクト Calibrated 部分多様体M はホモロジカルに体
積極小な部分多様体となることが従う。以下、キャリブレーションの例を幾つか挙げ
る。(1) Kähler形式 ωはキャリブレーションとなり、Kähler多様体の複素部分多様体
は Calibrated 部分多様体である。(2) 実 2n次元 Calabi-Yau多様体 (X, Ω, ω)の正則 n
形式 Ωの実部 ΩReと虚部 ΩImはそれぞれキャリブレーションであり、ΩReに関する
Calibrated 部分多様体をスペシャルラグランジアン Special Lagrangianという。スペ
シャルラグランジアンM はケーラー形式 ωについてラグランジアンで、ΩImをM に
制限すると零となる n次元部分多様体である。コンパクトなスペシャルラグランジアン
M の変形空間は滑らかであり、M のコホモロジー群H1(M)でパラメタライズされる。
(3) G2多様体Xの associative 3形式 φ, coassociative4形式 ψはそれぞれキャリブレー
ションであり、Spin(7)多様体の Cayley形式 Φもキャリブレーションとなる。([HL])
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§1 特異点をもつ幾何構造の smoothing に対する障害類

スペシャルホロノミー群をもつコンパクトなリーマン多様体を構成する際、まず特
異点をもつ幾何構造を考え、これを smoothなものに変形する手法が取られる。Calabi-
Yau, hyperKählerの場合なら、これらは複素多様体なので、特異点をもつ複素多様体
の変形理論が適用できる。しかし G2, Spin(7)多様体は実多様体であり、特異点を許す
変形理論はまだ開発されていない。これら四つの幾何構造は微分形式の立場から、捉え
ることが可能である。実際 smoothなものならば、四つの幾何構造を含む統一的な変形
理論が構成できる [G]。ここでは特異点を許した変形理論を構成するための試みを行う
ことにする。まず、簡単のため SLn(C)構造の変形を扱うことにする。これは標準束が
自明な複素構造に対応する。

定義 1-1 (SLn(C) structures). V を 2n次元の実ベクトル空間とする。V 上の複素
n形式 φに対して部分空間 Kerφを内部積を用いて、

Kerφ = { v ∈ V ⊗ C | ivφ = 0 }

とする。φが V 上の SLn(C)構造であるとは V の複素化 V ⊗ Cが Kerφとその共役
Kerφの直和になるときとする:

V ⊗ C = Ker φ⊕Kerφ.

ASL(V )を V 上の SLn(C)構造全体とする。φ ∈ ASL(V )に対して V 上の概複素構造
Iφを

Iφ(v) =
{ −√−1v if v ∈ Kerφ√−1v if v ∈ Kerφ

とする. このとき、概複素構造 Iφ に関して、Kerφ = T 1,0V , Kerφ = T 0,1V とな
り、φ は non-zero な (n, 0) 型の形式となる。V 上の SLn(C) 構造全体 ASL(V ) には
GL(V ) ∼=GL(2n,C)が推移的に作用し、イソトロピー群は SLn(C)となるので、ASL(V )
は等質空間 GL(V )/SLn(C)で与えられる。X を実 2n次元の多様体とし、各接ベクト
ル空間 TxX 上の SLn(C)構造をすべて集めて X 上の等質空間束 ASL(X)を

ASL(X) =
⋃

x∈X

ASL(TxX) → X

とする。ASL(X)は n次微分形式全体の空間 ∧nT ∗ ⊗Cの部分多様体とみなす。等質空
間束 ASL(X)の C∞ global sections全体を ESL(X)とする:

ESL(X) = Γ(X,ASL(X)).

global section φ ∈ ESL(X)が与えられると X 上の概複素構造 Iφが定まる。
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Lemma 1-2. φ ∈ ESL(X)が閉微分形式なら Iφは積分可能であり、(X, Iφ)は標準束
KX が自明な複素多様体となる。

Proof. Let {θi}n
i=1 be a local basis of Γ(∧1,0) with respect to Ω. From Newlander-

Nirenberg’s theorem it is sufficient to show that dθi ∈ Γ(∧2,0⊕∧1,1) for each θi. Since
Ω is of type ∧n,0,

θi ∧ Ω = 0.

Since dΩ = 0, we have
dθi ∧ Ω = 0.

Hence dθi ∈ Γ(∧2,0 ⊕ ∧1,1). ¤

ESL(X)には引き戻しにより微分同相写像 f が作用する。このことに注意しながら、
X 上の SLn(C)構造の moduli空間MSL(X)を

MSL(X) = {φ ∈ ESL(X) |dφ = 0 }/Diff0(X),

とする、ここで Diff0(X)は Xの微分同相写像全体のなす群の単位元を含む連結成分と
する。以下 φ ∈ ESL(X)を X 上の概 SLn(C)構造、closedな概 SLn(C)構造を X 上の
SLn(C)構造ということにする。次に SLn(C)構造の局所変形を記述する複体を導入す
る。∧∗を X 上の微分形式とし、SLn(C)構造 φに対して, X 上のベクトル束E0(X)を
ベクトル場 vによる内部積をもちいて、

E0(X) = { ivφ ∈ ∧n−1 | v ∈ TX }

とする。E0から生成される微分形式 ∧∗ 上の graded moduleを E(X) = ⊕k≤0E
k(X)

とする、ここで、Ek(X) は {α ∧ ivφ |α ∈ ∧k, v ∈ TX }から C∞(X)上生成されてい
る。E1(X)は線形表現 ρ̂を用いて、

E1(X) = { ρ̂aφ ∈ ∧n | a ∈ End(TX) }

と表され、ESL(X)の φにおける接空間とみなせる。

Lemma 1-3. E(X)は外微分 dに関して differetial graded moduleとなっており、複体:

(#) 0 −−−−→ E0(X) d0−−−−→ E1(X) d1−−−−→ E2(X) d2−−−−→ · · ·

が得られる。

proof. 積分可能な概複素構造 Iφに対して、E0(X) = ∧n−1, E1(X) = ∧n,0 ⊕ ∧n−1,1,
E2(X) = ∧n,1⊕∧n−1,2 · · · より、これは明らか。しかし、この複体は一般の微分形式の
系にたいして、存在する。そのため、一般化できる形で証明を与える: E(X)は E0(X)
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から生成されているので、E0(X)の元 ivφを外微分した divφが E1(X)にはいってい
ればよい。ベクトル場 vを生成する微分同相写像の one parameter family ftにたいし、

divφ = Lvφ =
d

dt
f∗t φ|t=0

が成立し、右辺は ESL(X)の φでの接空間 E1(X)に属することになる。 ¤
さて、特異点をもつ SLn(C)構造を定義する際、これは複素解析空間の理論を使う

ことができるが、敢えて使わず、もっと素朴な形で理論を構成していくことにする。こ
れは G2, Spin(7)など、一般の微分形式の場合に拡張可能とするためである。以下、簡
単のため孤立特異点の場合を考えることにする。

定義 1-4 (孤立特異点をもつ多様体). X を Hausdorf 空間とし、{pi}l
i=1を X の有限

集合とする。(X, {pi}l
i=1)が孤立特異点をもつ多様体であるとは、次が成立することと

する,
(1) X\{pi}l

i=1は多様体。
(2) 各 pi の近傍 Viが存在し、pj 6∈ Vi(j 6= i)であり、Viから RN の原点を中心と
した半径 1 の open ball BN への連続写像 hi : Vi → BN により、Viは閉集合
hi(Vi)と同相となる。

(3) hiの制限 hi|Vi\{pi}は Vi\{pi}の BN への多様体としての埋め込みを与える。

(X, {pi}l
i=1)を孤立特異点をもつ 2n次元多様体とする。S = {pi}l

i=1, Xreg = X\S
とする。Xregは多様体であり、微分形式が普通に定義できる。

定義 1-5 ( SLn(C)space). Xreg上の SLn(C)構造 φを (X, S)の SLn(C)構造と呼び、
(X,S, φ)を SLn(C) spaceという。

次に SLn(C) space(X,S)の変形を考える。

定義 1-6. π : X → T を多様体 X から実 1 次元の開区間 T 3 0 への C∞ 写像で、
π−1(0) ∼= Xであるとする。πの微分 dπが X\S 上で非退化とする。
∧∗を多様体 X 上の differential forms, T の座標を tとし、π∗dtにより ∧∗上生成さ

れる idealを 〈π∗dt〉 とする。X 上の relative differential forms ∧∗relを

∧∗rel = ∧∗/〈π∗dt〉
として定める。X 上の外微分作用素 dは ideal 〈π∗dt〉を不変にするため、relative な外
微分作用素 drel : ∧∗rel → ∧∗+1

rel が induceされる。X の fibre π−1(t)をXtとし、relative
differential form Φの Xtへの制限を φt = Φ|Xt とする

定義 　1-7 (SLn(C)構造の変形). (X,S, φ)を SLn(C) space とし、π : X → T を定義
1-6における fibre空間とする。π : X → T 上の relative な複素 n形式 Φが

(1) drelΦ = 0
(2) Φ|X\S = φ
(3) Φ|t ∈ ASL(Xt), (t 6= 0)
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をみたすとき、(π : X → T, Φ)を SLn(C)space (X,S, φ)の変形という。

(X, S, φ)をコンパクトな SLn(C)spaceとする。このとき、各 piの定義 1-4における
近傍 Viもまた SLn(C)spaceである。SLn(C)space (Vi, pi, φ|Vi\{pi})の変形 (Vi, Φi)を
local smoothingと呼ぶ。それに対し (X, S, φ)の変形 (X , Φ)を global smoothingと呼ぶ
ことにする。各点 piごとに、local smoothing (Vi, pi, Φi)が与えられたとする。このとき、
global smoothing(X ,Φ)が存在し、各点 piの近傍への制限が local smoothing(Vi, pi, Φi)
に一致するとき、これら local smoothingは global smoothignに拡張可能であるいう。
このとき次の問題が自然に浮かび上がってくる:

問題. コンパクトな SLn(C)space(X, S, φ)の各特異点 piの local smoothing (Vi, pi, φi)
が X の global smoothingに拡張可能であるのはいつか？

例えば、Xを Kähler spaceで有限個の孤立特異点 {pi}l
i=1を持つ Calabi-Yauとし、

piの近傍が C4 内の多項式 fi(z) = 0で与えられるとする。このとき、多項式 fi(z)を
変形し、local smoothingが構成できる。これが Xの変形に拡張できるか、という問題
になる。

local smoothing (Vi, pi, Φi), πi : Vi → T にたいし、tを T の座標とし、T 上のベク
トル場 ∂t = ∂

∂t の Viへのリフトをとり、∂̂tとする。ここで、∂tのリフトとは Vi\{pi}
上の C∞ベクトル場で π∗∂̂t = ∂tをみたすものとする。(これは uniqueではない。) こ
のとき、ベクトル場 ∂̂tによる π∗dtの Lie微分 L∂̂t

π∗dt = 0となり、Lie微分 L∂̂t
は Vi

上の relative formsへの作用
Lrel

∂̂t
: ∧∗rel → ∧∗rel

を induceする。このとき、外微分は Lie微分と可換なことから、[drel, L
rel
∂̂t

] = 0とな
る。これから、Vi 上の relative closed n form Φiにたいし、drelL

rel
∂̂t

Φi = 0.

定義 1-8. Lrel
∂̂t

Φiの Vi\{pi}への制限は d-closedな n形式となり、その定める de Rham
cohomology classを α(1)

i,top ∈ Hn(Vi\{pi},C)とする。同様に Lie微分を N 階繰り返し、
(Lrel

∂̂t
)Nφから定まる de Rham cohomology classを α(N)

i,top ∈Hn(Vi\{pi},C)とする。

この定義での α(N)
i,topは topologicalな情報のみを使っている。更に精密に幾何構造をみ

て cohomology classを定めることができる: V reg
i = Vi\{pi}とし、V reg

i 上での SLn(C)
構造の変形 complex

(#) 0 −→ E0(V reg
i ) −→ E1(V reg

i ) −→ E2(V reg
i ) −→ · · ·

において、Lrel
∂̂t

Φiの V reg
i への制限は E1(V reg

i )の closedな元となる。更に、

Lemma 1-9. ∂̂′tをもう一つ別の ∂tのリフトとすると、

Lrel
∂̂t

Φi|V reg
i

− Lrel
∂̂′t

Φi|V reg
i

∈ dE0(V reg
i )
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が成立する。これから、Lrel
∂̂t

Φi|V reg
i
はリフトの取り方によらず、complex #の cohomol-

ogy groupの元 αi,geo ∈H1(V reg
i , #)を定める。

αi,geo ∈H1(V reg
i , #)は複素構造の変形における小平ースペンサー類に対応する。以

下、αi,geoを局所変形に associateした変形類ということにする。Γcpt(V
reg
i , Ek)を Ek

の compact supportをもつ section全体とする。同様に Γ0(V
reg
i , Ek)を piのある有界

な近傍に supportを持つ section全体、逆に Γ∞(V reg
i , Ek)を piのある有界な近傍で零

となる section全体とする。(V reg
i は RN に埋め込まれていることに注意。) このとき、

complex # = (E∗, d)にたいし短完全列

0 −→Γcpt(V
reg
i , E∗) −→Γ0(V reg

i , E∗)⊕ Γ∞(V reg

i , E∗) −→Γ(V reg

i , E∗) −→0

が存在する。この短完全列が導く coboundary mapを

δgeo : H1(V reg
i ,#) → H2

cpt(V
reg
i , #)

とする。同様に de Rham complex ∧∗から導かれる coboundary mapを

δtop : Hn(V reg
i ,C) → Hn+1

cpt (V reg
i ,C)

とする。

定義 1-10 ( 障害類 ). 定義 1-8, lemma 1-9で与えられた α(N)
i,top, αi,geoに coboundary

mapをそれぞれ作用させたものを、

β(N)
i,top := δtopα

(N)
i,top ∈ Hn+1

cpt (V reg
i ,C),

βi,geo := δgeoαi,geo ∈ H2
cpt(V

reg
i , #)

とする。inclusionV reg
i ↪→ X\Sにより β(N)

i,top, βi,geoをそれぞれ X\Sの compact support
cohomology class とみなすことにする。このとき、位相的な障害類 β(N)

top と幾何的な障
害類 βgeoをそれぞれ

β(N)
top =

∑

i

β(N)
i,top ∈ Hn+1

cpt (X\S,C)

βgeo =
∑

i

βi,geo ∈ H2(X\S, #)

とする。すなわち、SLn(C)space (X,S, φ)にたいして、local smoothing (Vi, pi, φi)
が与えられると、cohomology class β

(N)
top (N = 1, 2, · · · )と βgeoが定まることになる。

H1(V reg
i , #)

δgeo−→ H2
cpt(V

reg
i , #)
↓

H2(X\S, #)

Hn(V reg
i )

δtop−→ Hn+1
cpt (V reg

i )
↓

Hn+1
cpt (X\S)

これらを障害類というのは次の定理による:
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定理 1-11. SLn(C)space(X, S, φ)の local smoothing(Vi, pi, φi) が global smoothingに
拡張可能ならば、β(N)

top = 0かつ βgeo = 0である。

local smooothingが与えられると各特異点 piごとに局所的にサイクルが決まり、こ
れらのサイクルが X のなかで、どのような位置関係にあるかを見るのが位相的な障害
類 β(N)

top で、サイクルの変化をN 階の微分までみていることになる。一方 βgeoは Hodge
構造の変形に関連した障害類で、βgeo = 0なら infinitesimalな意味で global smoothing
が存在することになる。位相的な障害類は比較的計算ができるものである。

§2 位相的な障害類 β(N)
top の計算

§2-1 複素 3次元 ordinary double points. C4の多項式 ft(z0, z1, z2, z3) = z2
0 + z2

1 +
z2
2 + z2

3 − at の零点集合を Vtとする (aは零でない定数)。V0は原点のみを特異点とし、
これを ordinary double pointという。一方 Vt(6= 0)は smoothである。V の変形 V を

V = { (z, t) ∈ C5 | ft(z) = 0},
として与える。このとき、

φt = Resft(z)=0
dz0 ∧ dz1 ∧ dz2 ∧ dz3

ft(z)

により、V 上に relative 3 form Φが与えられ、(V, 0, Φ)は SL3(C)構造の変形となる。
V0\{0}は S2×S3に変位レトラクトで、H2(V reg), H3(V reg)の生成元をそれぞれ [S2],
[S3]とする。このとき、compact support cohomologyに関する双対性 H4

cpt(V
reg) ∼=

H2(V reg)のもと、β(1)
top ∈ H4

cpt(V
reg)は２次元サイクル a[S2]で与えられる。(X,S, φ)を

ordinary double points S = {pi}l
i=1のみをもつ SL3(C)spaceとする。local smoothing

が f0(z) = aitで与えられるとき、この local smoothingが Xの global smoothingに拡
張するためには

(1) β(1)
top =

∑

i

ai[S2
i ] = 0 ∈ H2(X\S)

が必要条件である。ここで、[S2
i ]は各 V reg

i の 2サイクルを V reg
i ↪→ X\Sにより、X\S

のサイクルとみたものとする。ordinary double pointsをもつCalabi-Yauの smoothing
については (1)が必要十分条件である [Fr], [Ra], [Ti2]。代数幾何、複素幾何では X の
small resolutionπ : X̃ → X を使う。以下詳述するように特異点 piの逆像 li = π−1(pi)
は有理曲線 であり、同型 H2(X̃) ∼= H2(X\S)のもと、条件 (1) は次の条件 (2)と同値
である:

(2)
∑

i

ai[li] = 0 ∈ H2(X̃)

(2)から X̃ が Kählerならサイクル [li]は non-trivialで、特に ordinary dounle point
を一つしか持たない Calabi-Yauは smoothingが出来ないことが従う。代数幾何におい
て、更に複雑な特異点をもつCalabi-Yau 3-foldsの smoothingが議論されている。[NS],
[Gr].
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§2-2 複素 n = 2m + 1次元 ordinary double points. 以上の議論はそのまま高次元
に拡張できる。Cn+1の hypersurfaceft(z)を

ft(z) =
n∑

i=0

z2
i − at

とし、Vt = {ft(z) = 0}とする。このとき、V = {(z, t) ∈ Cn+2|ft(z) = 0}により、V0の
変形が得られ、これは SLn(C)space V0の変形を与える。Hn(V reg

0 ) ∼= Hn−1(V
reg
0 ) ∼= Z

であり、生成元をそれぞれ [Sn], [Sn−1]とする。このとき、β(m)
top は同一視Hn+1

cpt (V reg
0 ) ∼=

Hn−1(V
reg
0 )のもと、(n−1)次元サイクル [Sn−1]で与えられる。(X,S, φ)を n = 2m+1

次元の ordinary double points S = {pi}をもつ SLn(C)spaceとする。各 piでの loacl
smoothingが {f0(z)− ait = 0}で与えられるとき、障害類 β(N)

top ∈ H2m(X\S)は

(1) β(N)
top =

{ ∑
i ai[Sn−1

i ] if N = m,

0 if N 6= m

この場合も X の small resolution π : X̃ → X が存在し、π−1(pi)は m次元射影空間
CPm

i で与えられる。同型H2m(X̃) ∼= H2m(X\S)のもと、条件 β
(m)
top = 0は次の (2)と

同値となる:

(2)
∑

i

ai[CPm
i ] = 0 ∈ H2m(X̃) ∼= Hn−1(X̃)

§3 一般の微分形式（系）への拡張
V を n次元の実ベクトル空間とし、φ = (φ1, · · · , φl) ∈ ⊕l

i=1 ∧pi V ∗ を V 上の forms
の systemとする。このとき、GL(V )の formsの systemへの作用を ρとし、φを通る
軌道を A(V )とする:

A(V ) = { ρgφ | g ∈ GL(V ) } ⊂ ⊕l
i=1 ∧pi V ∗.

このとき、SLn(C)構造のときと同様に、軌道A(V )に対応し多様体X 上の閉微分形式
の systemφを考えることが出来る。この φを軌道A(V )から決まる幾何構造と呼ぶ。こ
の考え方により、Calabi-Yau, hyperKähler, G2, Spin(7)など様々な幾何構造が統一的
に捉えることができる（0章参照）。SLn(C)構造のときに構成した、障害類 β(N)

top , βgeoは
軌道A(V )から決まる幾何構造に対して、自然に拡張できる。例えば、ordinary double
pointsの場合、small relolutionを symplectic構造 ω(高次元では ωm)の変形として捉
え、その障害類をみることにする。

§3-1 Symplectic 構造 ω と ωm の場合の障害類

n = 2m + 1次元 ordinary double point V0を

V0 = { (u0, v0, · · · , un, vn) ∈ Cm+1 × Cm+1 |
∑

i

uivi = 0 }
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として、V0を {v0 = · · · = vm = 0}で blown upしたものを Ṽ0とする:

Ṽ0 = { (u, v, [w]) ∈ C2m+2 × CPm |
∑

uivi = 0, viwj = vjwi }.

Ṽ0は CPm 上の rank m + 1の vector bundleである。ωt を Ṽ0 上の Kähler formsの
C∞ familyで π : Ṽ0 → CPmの零 section(0)に制限すると、Fubini-Studt計量 ωFSの
t 倍となっているものとする:

(3) ωt|(0) = t π∗ωFS.

このような計量 ωtは n = 3なら Kähler quotientとして、また高次元でも直接、構成
できる。ωtは singularな symplectic space(V0, ωt)の local smoothingを与えていると
みる。 更に ωm

t を考え、2m次非退化微分形式 (V0, ω
m
0 )の local smoothingとみなす。

V reg
0 の cohomologyは small resolution Ṽ0を使い

Hn(V reg
0 ) ∼= Hn−1(V

reg
0 ) ∼= Hn−1(Ṽ0) ∼= H2m(CPm) ∼= Z

で与えられる。同型 H2m+1
cpt (V reg

0 ) ∼= H2m+1(V
reg
0 )と n = 2m + 1に注意すると、障害

類 β(m)
top は (3)から、Hn(V reg

0 )の生成元 [Sn]となる。すると、(X, S, ωm)を 2m次非退
化微分形式をもつ singular spaceで、singular point piで上記 (V0, ω

m
i )に一致するとす

る。各 piごとに small resolutionの上に ωm
i の変形 ωm

i (t)が与えられ、零 sectionへの
制限が

ωm
i (t)|(0) = bitπ

∗ωFS

となるとする (bi 6= 0)。Local smoothingが (X,S, ω)の global smoothingに拡張する
必要条件は

β(m)
top =

∑

i

bi[Sn
i ] ∈ Hn(X\S)

となる。ここで、Hn(V reg
0 )の生成元 [Sn

i ]は inclusion V reg
0 ↪→ X\Sにより、Hn(X\S)

の元とみている。このように SLn(C)構造の global smoothingに関する障害類とKähler
形式を m回 wedgeした ωmの global smoothing に関する障害類は互いに dualの関係
があることが、見て取れる。
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