
インスタントンの数え上げ - NEKRASOVの予想, 戸田階層, BLOWUP公式

中島 啓

この論文は, Nekrasovの予想 [10]に関する, 神戸大学の吉岡康太氏との共同研究 [9]に
基づく.

ここでの主役は, NekrasovによるN = 2 SUSY Yang-Mills 理論の deformされた分配関

数である. これは物理的には, 接続の空間の上の経路積分で定義されるものであるが,ここでは

数学的に厳密な取り扱い (これも Nekrasovによる)を行う. まず, §1で分配関数の幾何学的な
定義を与え, 次に §2でヤング図形による組み合わせ論的な定義を与える. 幾何学に興味のない

読者はこ組み合わせ論的な定義を出発点にしてかまわない. そして §3で分配関数の満たす微
分方程式を紹介する. この微分方程式は分配関数を特徴づけるのでる. その幾何学的な由来に

より, この微分方程式を blowup方程式とよぶ. しかし , blowup方程式が意味するところの研

究 (これはおそらく可積分系と深くかかわる)は, まだ始まったばかりである. また, 現在まで

のところ, blowup方程式の組み合わせ論による証明は与えられていない. これはヤング図形に

関する興味深い問題と思われる. (特にマクドナルド多項式との関連) 最後に §4で, 分配関数の

パラメータを特殊化したものを, Seiberg-Witten曲線というRiemann面の言葉で記述する. こ

れがもともとのNekrasovの予想である. Seiberg-Witten[13]は, N = 2 SUSY Yang-Mills 理論

の prepotentialと呼ばれる物理量を, Seiberg-Witten曲線で記述した. その議論は, prepotential

の物理的な要請から満たすべき性質によって prepotentialを特徴づけるというものであった.

§1で与えられるような Yang-Mills理論に関係した幾何学的な対象を用いて定義される分配関

数が, そのような性質を持つかどうかは数学的には非自明なことである. 我々のアプローチは,

Seiberg-Witten曲線で記述された prepotentialが満たす微分方程式を, §3で導いた微分方程式
の極限として導く, というものである.

1. 幾何学的な分配関数の定義

M(r, n), M0(r, n)を図 1の有限グラフに付随した箙多様体とする.

つまり, 次の条件を満たす四つぐみ (B1, B2, i, j)をGLn(C)の作用で割った商空間が M(r, n)

である：B1, B2 ∈ End(Cn), i ∈ Hom(Cr,Cn), j ∈ Hom(Cn,Cr)

(1) [B1, B2] + ij = 0,
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図 1

(2) there exists no proper subspace S ( Cn such that Bα(S) ⊂ S (α = 1, 2) and im i ⊂ S

ただし GLn(C) の作用は

g · (B1, B2, i, j) = (gB1g
−1, gB2g

−1, gi, jg−1)

である. また, (2)の条件をはずして幾何学的不変式論の意味で商空間を取ったのがM0(r, n)であ

る. すなわち, Spec M0(r, n)が (1)の方程式を満たすアファイン多様体上のGLn(C)-不変な関数

の全体になるように定められたアファイン多様体である. 定義から,写像π : M(r, n) → M0(r, n)

が存在する.

いくつか知られていることをまとめる:

(1) M(r, n)は非特異な準射影的多様体で, 次元は 2rn.

(2) πは, 特異点解消.

(3) M(r, n)は, P2の上の連接層の枠付きモジュライ空間である. すなわち,次のような (E, ϕ)

をパラメトライズする: Eは P2 上の捻じれをもたない連接層, ϕは, Eの line `∞への制

限とO⊕r
`∞の間の同型写像. (`∞は P2の lineである.)

r = 1のときは, M(1, n)はアファイン平面 C2 の n点のヒルベルト概型になる. M0(1, n)の

方は n次対称積 Sn(C2)になり, π : Hilbn(C2) → Sn(C2)はヒルベルト-チャウ写像というもの

になる. (この辺のことは, 私が昔書いたもの [6]を見てください.)

π : M(r, n) → M0(r, n)はいろいろな意味で Springer写像T ∗B → N の類似と考えられる. 類

似についても上の論説を参照してください.

図 1のグラフは, Kac-Moody Lie環のカルタン行列に対応しないので, [4, 5]の結果は適用で

きないが, 幾何学的な構造はほとんど同じである. 一つ違うことは, π−1(0)はラグランジアン

部分多様体ではなく, それよりも一次元低いことぐらいである. (平行移動の群が働くので, そ

れで割っておけばラグランジアン部分多様体になる.) また, 以下で述べることも, 一般の箙多

様体でも同様のことが成り立つことが期待される. もしもこれが本当ならば, 量子展開環 (おそ

らくは量子トロイダル環)の表現論とつながってくることが期待される.
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T̃ = T 2 × T r−1を r + 1次元トーラスとし , M(r, n), M0(r, n)への自然な作用を考える. すな

わち,

(B1, B2, i, j) 7−→ (t1B1, t2B2, ie
−1, t1t2ej),

for t1, t2 ∈ C∗, e = diag(e1, . . . , er) ∈ (C∗)r, det e = 1.

である. H0(M(r, n),O) = H0(M0(r, n),O)をM(r, n), M0(r, n)の上の関数の全体のなす環と

する. これを T̃ -moduleと考え,

ch H0(M(r, n),O)

をその指標とする. 各ウェイト空間が有限次元でこれがwell-definedであること,また t±1 , t±2 , e±1 ,

. . . , e±r の有理関数になることは容易に示される. また Hk(M(r, n),O)は, k > 0 のときに 0で

あることが予想される. このときNekrasovの問題は

Z inst
K (t1, t2, ~e; q) =

∞∑
n=0

qn
∑

i

(−1)i ch H i(M(r, n),O)
conjecturally

=
∞∑

n=0

qn ch H0(M0(r, n),O)

を計算せよ, というものである. ここで qは, 形式的な変数であり, ~e = (e1, . . . , er) (
∏

eα = 1)

である. 我々が答えたのは, 上の degenerate version:

Z inst(ε1, ε2,~a; q) =
∞∑

n=0

qn
∑

i

(−1)i lim
t→0

ch H i(M(r, n),O)
∣∣∣ t1=e−tε1

t2=e−tε2

eα=e−taα

を計算せよ, という問題である. (~a = (a1, . . . , ar),
∑

aα = 0) これは大まかにいうと, M(r, n)

の ‘体積’ ∫

M(r,n)

1

を同変コホモロジーの意味で計算せよ, という問題である.

もう少し正確に定義するためには (Borel-Moore)同変ホモロジー群が必要になる. πが導く

押し出し写像を

π∗ : H
eT
∗ (M(r, n)) → H

eT
∗ (M0(r, n))

とし , 基本類 [M(r, n)]の像 π∗([M(r, n)])を考える. M0(r, n)の T̃ 作用の固定点が一点 0の

みからなることに注意して, 埋め込み写像を ι0 : {0} → M0(r, n)とすると, ι0∗ : H
eT
∗ ({0}) →

H
eT
∗ (M(r, n))を考える. 一点の同変ホモロジー群は, 多項式環 C[ε1, ε2,~a](の次数を逆にしたも

の)である. Atiyah-Bottの局所化定理によると, C[ε1, ε2,~a]の商体 S = C(ε1, ε2,~a)を tensorす

ると, 同型写像になる:

S ι0∗−→∼= H
eT
∗ (M0(r, n))⊗S(eT ) S
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このとき
∫

M(r,n)
1は (ι0∗)−1π∗([M(r, n)])に他ならない.

r = 1のときは, 答えはすぐ求まる. というのも,このときは M0(1, n)が対称積となって商特

異点しか持たず, そこで ‘体積’を計算すれば十分だからである:

Z inst
K (t1, t2; q) = exp

( ∞∑

d=1

qd

(1− td1)(1− td2)d

)
(1.1)

degenerateした方は,

Z inst(ε1, ε2; q) = exp

(
q

ε1ε2

)
(1.2)

となる.

ここで notation に関する注意をしておく. ~a = (a1, . . . , ar) (
∑

aα = 0) は, slr のカルタ

ン部分環 hの元と見なすべきである. 単純コルート α∨i = (0, . . . , 0,
i

1,
i+1−1, 0, . . . , 0)を取って

~a =
∑

i a
iα∨i で表わす. よって (a1, . . . , ar−1)が本当の座標である. また slrのコルート格子を

Qとする. すなわちQ = {~k = (k1, . . . , kr) ∈ Zr | ∑ kα = 0}である. これも ~k =
∑

i k
iα∨i とあ

らわす. これらの notationは §4でも使われる.

2. 組み合わせ論的な分配関数の定義

同変K 群や同変コホモロジーには, 局所化公式というものがある. (その一端を前節でもす

でに紹介した.) これを用いて Z inst
K (t1, t2, ~e; q)や Z inst(ε1, ε2; q)を組み合わせ論的な式で表わす

ことができる. その導出は原論文にまかせることとして, ここでは結論の式だけを紹介する.

まず, ヤング図式 Y と箱 s ∈ Y に対して,

♥
♥
s ♠ ♠ ♠

lY (s) = number of ♠
aY (s) = number of ♥

によって leg length lY (s)と arm length aY (s)を定義する. Macdonald 多項式に詳しい方なら

ば,この定義には見覚えがあるだろう. しかし , 通常はヤング図形の中にある箱に対してのみ定

義されるが,ここでは箱は図形の外にあってもかまわないものとし , よって lY (s), aY (s)は負の

値を取るかも知れないものと約束する. このような定義は, 今まで聞いたことがないが,我々の

計算には自然に現れた.

r個の組 ~Y = (Y1, . . . , Yr)に対し ,

N
~Y
α,β(t1, t2, ~e) = eβ e−1

α ×




∑
s∈Yα

(
t
−lYβ

(s)

1 t
aYα (s)+1
2

)
+

∑
t∈Yβ

(
t
lYα (t)+1
1 t

−aYβ
(t)

2

)


 .
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によって有理式N
~Y
α,β(t1, t2, ~e)を定義する. (1 ≤ α, β ≤ r) このとき

Z inst
K (t1, t2, ~e; q) =

∑

~Y

q|~Y |
r∏

α,β=1

N
~Y
α,β(t1, t2, ~e)

(2.1)

が成り立つ. ここで |~Y |は, Yαの箱の個数の総和である.

degenerateした方は,

Z(ε1, ε2,~a; q) =
∑

~Y

q|~Y |∏

α,β

n
~Y
α,β(ε1, ε2,~a)

,(2.2)

である. ここで

n
~Y
α,β(ε1, ε2,~a) =

∏
s∈Yα

(−lYβ
(s)ε1 + (aYα(s) + 1)ε2 + aβ − aα

)

×
∏
t∈Yβ

(
(lYα(t) + 1)ε1 − aYβ

(t)ε2 + aβ − aα

)
.

である.

r = 1のときに(1.1)と(2.1)が等しいことは, Hilbert概型の幾何を用いなくても, Macdonald

多項式の組み合わせ論を使って証明することができる. すなわち, (1.1)の定義を出発点として

Z inst
K が計算できるということだ. しかし現在までのところ r ≥ 2に対して Z inst

K (or Z inst)を組

み合わせ論的に求めることはできていない. 我々の方程式も, 幾何学的な考察を用いて求めら

れている.

3. 分配関数の満たす微分方程式

ここからあとは, degenerate versionであるZ instのみを取り扱う. というのも Z inst
K について

は対応する結果はまだ得られていないからである.

関数等式の形がきれいになるように, 分配関数の ‘摂動項’を定義する. 摂動という言葉が意

味する通り, 本来は経路積分で定義される分配関数の摂動展開によって求められる項であるが,

その意味をここでは述べないことにする. ([8]を参照のこと.)

γε1,ε2(x; Λ)を

γε1,ε2(x; Λ) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Λs

Γ(s)

∫ ∞

0

dt

t
ts

e−tx

(eε1t − 1)(eε2t − 1)

によって定義する. そこで, 完全な分配関数を

Z(ε1, ε2,~a; q) = exp

[
−

∑

α6=β

γε1,ε2(aα − aβ; Λ)

]
Z inst(ε1, ε2,~a; q)
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によって定義する. ここで Λ = q
1
2r とする.

さらに次の広田微分の拡張を用意する.

(
D(ε1,ε2)

x

)m
(f · g) = (

d

dy
)mf(x + ε1y)g(x + ε2y)

∣∣∣∣
y=0

=
m∑

k=0

εk
1ε

m−k
2

(
m

k

)
dkf

dxk

dm−kg

dxm−k
.

(D
(1,−1)
x )m が通常の広田微分である.

Theorem 3.1 ([9]). (1) 分配関数は次の微分方程式を満たす.

Z(ε1, ε2,~a; q) =
∑

~k

Z(ε1, ε2 − ε1,~a + ε1
~k; q)Z(ε1 − ε2, ε2,~a + ε2

~k; q),

0 =
∑

~k

(
D

(ε1,ε2)
log q − (ε1 + ε2)(r − 1)

12

)d (
Z(ε1, ε2 − ε1,~a + ε1

~k; q) · Z(ε1 − ε2, ε2,~a + ε2
~k; q)

)

for 1 ≤ d ≤ 2r − 1. ただし, ~kはコルート格子 Q = {~k ∈ Zr | ∑ kα = 0} を走る.

(2) さらに, d = 1, 2の下の微分方程式と摂動項の上の形は, 分配関数を特徴づける.

広田微分は KP階層の理論に現れたが, 上のように格子で足し上げるようなものは見たこと

がない. ご存じの方があれば, お教えいただきたい.

証明はここでは述べないが, blowupを用いるとだけ注意しておく. そのために上の方程式を

‘blowup方程式’とよんでいる.

原論文では, 摂動項を入れていないために, 方程式の形が上のものとは一見異なっているこ

とに注意されたい. 摂動項をいれるときれいになることは, Nekrasovに教えてもらった.

4. Seiberg-Witten曲線

ここで, N = 2 SUSY Yang-Mills 理論の関する, 数学にかかわる重要と思われる結果をあ

げる.

1988: Witten [14]が, Donaldson不変量をN = 2 SUSY Yang-Mills理論の twisted version

の相関関数として書けることを観察した. とくに Donaldson不変量は, 経路積分で記述

できる.

1994: Seiberg-Witten [13]が, N = 2 SUSY Yang-Mills 理論のプレポテンシャルがリーマ

ン面の族で記述されることを発見した.

1997: Moore-Witten [3] が, b+ = 1の Donaldson不変量が Seiberg-Witen不変量と上の

リーマン面で書ける量の二つで記述されることを示した.
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これらの結果は, すべてプレポテンシャル, 相関関数に関する物理的な考察に依存しており,

数学的に厳密なものとはいえない. たとえば,プレポテンシャル自身が, 数学的に何を意味して

いるのかは明らかではなかった.

一方で,これまでのべてきたNekrasovの分配関数は, 数学的に厳密に定義されるものであり,

またそれが, 上のプレポテンシャルの変形になっていることは, 物理的には明らかなことであ

る. したがって,これをプレポテンシャルの数学的な定義と考え, 上で示されていたような結果

を数学的にきちんと証明するということは, 意味のある問題になった.

[9]で我々が証明したのは, Seiberg-Wittenの結果,すなわちリーマン面の族でプレポテンシャ

ルを記述する,というものであった. そこで,ここでは記述がどのようなものであったのかを説

明する.

~u = (u2, . . . , ur)でパラメトライズされる曲線

C~u : Λr

(
w +

1

w

)
= Pr(z) = zr + u2z

r−2 + u3z
r−3 + · · ·+ ur

を考える これを Seiberg-Witten曲線と呼ぶ. パラメータの空間 {~u ∈ Cr−1}を u-平面とよ

ぶ. ここで Λもパラメータであるが, そもそもの起源が ~uとは異なるので, 分けて考える. 射影

C~u 3 (w, z) 7→ z ∈ P1が超楕円曲線の構造を定める. z1, . . . , zrを Pr(z) = 0の解とし (相異な

ると仮定する), |u| À |Λ|とすると, zαの近くの z±α で Pr(z
±
α ) = ±2Λrとなるものがただ一つに

定まる. z = z±α が, C~u → P1の 2r個の分岐点を与える. ∞は分岐点ではなく, ∞+ (w = ∞)と

∞− (w = 0)が, ∞ ∈ P1の逆像の二点であることに注意しよう. C~uの genusは r − 1である.

通常のように, C~uを, Riemann球面に z−α と z+
α の間にカットを入れて作った二重被覆と考え

る. このとき, C~u上のサイクル Aα (α = 1, . . . , r− 1)を z+
α と z−α を結ぶカットを回るサイクル

とし , Bαを z−α と z−r をそれぞれのシートで回るサイクルとする. 向きを適当に入れて,シンプ

レクティックな基底になるようにしておく. (Aα · Aβ = 0 = Bα ·Bβ, Aα ·Bβ = δαβ.)

dSを

dS =
1

2πi
z
dw

w

で定め, Seiberg-Witten微分とよぶ. ∞±に極をもつ有理型微分である. このとき

aα =

∫

Aα

dS, aD
α =

∫

Bα

dS

で u-平面 (|u| À |Λ|)上の関数を定義する. このとき ~a = (a1, . . . , ar) (
∑

aα = 0)は, u平面の

局所座標系を定める. (便宜的に ar = −∑
α 6=r aαで定めた.)
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また wを定数とおいて, dSを upで微分すると

∂

∂up

dS

∣∣∣∣
w=const

=
zr−p

P ′(z)

dw

w

となって, p = 2, . . . , rのとき C~uの正則微分の基底を与える. Riemannの双線型関係式により
∂aD

α

∂aβ
は α, βに関して対称になり,したがって

aD
α =

∂F0

∂aα

となる u-平面 (|u| À |Λ|)上の関数F0が存在する. F0は定数をのぞき uniqueに定まる. 定数

の部分は, F0が, 2次の同次式であるという要請(∑
ai ∂

∂ai
+ 2rq

∂

∂q

)
F0 = 2F0

で固定する. ここにあるように以下では ai という座標を用いる.

以上の準備により, Nekrasovの予想は完全に数学的な主張としてのべられる.

Conjecture 4.1. (1) F (ε1, ε2,~a; q) = ε1ε2 log Z(ε1, ε2,~a; q)は, ε1 = ε2 = 0で正則である.

(2) F (0, 0,~a; q)は Seiberg-Wittenプレポテンシャル F0に等しい.

[9]の主定理は, この予想が正しい,というものである. (Nekrasov-Okounkov [11]も独立に証

明した.)

残念ながら我々の証明は, 間接的なものであり, blowup方程式に基づく. ただし , blowup方

程式は, 極限だけでなく F (ε1, ε2,~a; q)を調べるのにも有効であるので, それ自身意味があるも

のであると考えている. まず, d = 1, 2の blowup方程式を使って, (1)を示す. qの係数に関す

る帰納法で示すことができる.

次に, d = 2の blowup方程式を Z(ε1, ε2 − ε1,~a; q)Z(ε1 − ε2, ε2,~a; q)で割って, ε1, ε2 → 0の

極限を取る. (1)で示したことにより極限は存在して,

(q
∂

∂q
)2F inst

0 (~a; q) =
∑
i,j

∂u2

∂ai

∂u2

∂aj

1

π
√−1

∂

∂τij

log ΘE(0|τ),(4.2)

という微分方程式になる. ここで F inst
0 は ε1ε2 log Z inst(ε1, ε2,~a; q)で ε1 = ε2 = 0と置いたもの

である. また,

u2 = q
∂F0

∂q
(~a; q), τij = − 1

2π
√−1

∂2F0

∂ai∂aj
(~a; q),

であり,これらはSeiberg-Witten曲線のパラメータの一つ, Seiberg-Witten曲線の周期と identify

できる. 最後に ΘE(0|τ)はリーマンのテータ関数で,

ΘE(~ξ|τ) =
∑

~k∈Q

exp

(
π
√−1

∑
i,j

τijk
ikj + 2π

√−1
∑

i

ki(ξi +
1

2
)

)
,
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によって定義される.

一方, [1]によれば, F0がこの方程式を満たすことが証明できる. (テータ関数に関する等式

を使う.) この方程式の解はただ一つなので, 予想 4.1が証明されたことになる.

最後に可積分系との関係を述べよう. まず, 最初の観察は, Seiberg-Witten曲線が, ŝlr-型の戸

田格子のスペクトル曲線である, ということである. これを最初に指摘したのが誰かは知らな

いが, slr以外の一般の Lie群に対する Seiberg-Witten曲線を考えるときには, 対応するアファ

イン・リー環の戸田格子を考えればよい, と予想することができる. (ただし , 正確には ĝの

Langlands双対を取らなくてはいけないことが, いろいろな物理的考察から分かっている.) し

かし , この観察がどのような数学的な意味を持つかはよくわからない. スペクトル曲線でなく,

戸田格子自身をゲージ理論から見ることはできるのだろうか？

上で r = 1のときは, 分配関数が explicitに求まることを説明した. ところが, 1だけでなく,

他のコホモロジー類を積分すると, 面白いつながりが見つかってくる. 詳しくは [2]にゆずるが,

ヤング図式による記述を使うと,それがOkounkov-Pandharipande [12]のP1のGromov-Witten

不変量 (ただし , 定義域についてはすべての genusについて足し上げる)の記述に等しいことが

分かる. 特に, [12]の結果から分配関数が, 両側無限のA∞型戸田階層の τ 関数になることが分

かる. これが何を意味するかは, 上のときよりは少しは分かる. というのも, Hilbert概型のコ

ホモロジー群は Fock空間と同型で ([6]参照),コホモロジー類たちは, 可換なハミルトニアンと

考えることができるからである. しかし , 通常の τ 関数の出方とはちがい, 変数はハミルトニア

ンにかかっているので, [12]を経ないと今のところは, τ 関数であることの証明はできない.
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