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Introduction

この論説の目的は、ALE spaceと呼ばれる空間上のゲージ理論の筆者の最近の研

究に関する surveyである。ALE spaceは複素解析幾何的には、simple singularity

の deformationや、その resolutionの空間に hyper-Kähler metric (Ricci-flat Kähler

metricといっても同値である)を入れたものと理解すればよい。そのような metric

が存在することは、Kronheimer [Kr] によって示されたのだが、その metricに関し

て、anti-self-dual (ASD) connection の framed moduli spaceを考えると、(あるい

は Theorem 2.7によって holomorphic vector bundleの framed moduli spaceにと

いってもよいが、) base spaceのいろいろな性質が遺伝することが示される。とくに

framed moduli spaceは hyper-Kähler metricを持つ。

framed moduli spaceの性質を詳しく研究するときに有効な道具となるのが、Kron-

heimer-Nakajima [KN] による ADHM descriptionである。これは、framed moduli

spaceと箙 (えびら)の表現の moduli spaceの間に一対一対応があるというもので、

framed moduli spaceという偏微分方程式の解から来るものが有限次元のある種の行

列の空間で記述されてしまうわけである。但し、この記述では幾何学的直感が失な

われてしまうので、この論説では用いない。箙の記述では、simple Lie algebra、ま

たは Dynkin図式に限らず、一般の symmetric Kac-Moody algebraに対応する空間

が考えられることを注意するにとどめる。(これを箙多様体と呼ぶ。)

Lusztigは、Ringelによる箙の表現による量子展開環の上三角部分の構成に触発さ

れて、箙の表現の空間を用いて canonical baseの構成をおこなった ([Lu])。おどろく

べきことに、これは上の framed moduli spaceとの対応によって完全に幾何学的に説

明される。(証明の細いところで箙の表現にたちかえることが必要になるが) ここで
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は、quantized versionでなく、classicalな場合しか述べないが、simple Lie algebra

の表現が、Hecke correspondenceと呼ばれる図式を用いて構成される。

simple singularityと simple Lie algebraは Dynkin図式を通じて対応関係がある

ことが古くより知られていたが、それらは Cartan subalgebraの部分しか対応させて

いないとも言え、我々の新しい対応はより完全な対応と言ってよいだろう。

1. Simple Singularities

simple singularity (単純特異点)とは、SU(2)のある有限部分群 Γに対して C2/Γ

とかけるような特異点のことで、古くからよく研究されている。分類も与えられて

おり、すべて C3 内の超曲面として書ける。その minimal resolutionの exceptional

setの双対グラフを描くと Dynkin 図式に二重線のないもの (すなわち ADE 型)が

現れることが知られている。(下表を参照) また、Brieskorn[Br], Slodowy[Sl]によれ

ば、Dynkin 図式に対応する simple Lie algebra の nilpotent varietyを使うことに

よって C2/Γを構成することが出来、さらにその semi-universal deformationとその

simultaneous resolutionを Lie環の言葉を用いて構成することが可能である。我々が

使うのは、具体的な構成法ではなくてその存在することで十分なので、これらにつ

いて興味がある方は上にあげた文献に直接あたっていただきたい。

ルート系 有限群 Γ Dynkin図式 超曲面
An 位数 n + 1の巡回群 ◦−◦−◦−· · ·−◦ xn+1 + yz = 0
Dn 位数 4(n− 2)の二項二面体群 ◦−◦−· · ·−◦�◦�◦ x2 + y2z + zn−1 = 0

E6 二項四面体群 ◦−◦−◦|
◦
−◦−◦ x2 + y3 + z4 = 0

E7 二項八面体群 ◦−◦−◦|
◦
−◦−◦−◦ x2 + y3 + yz3 = 0

E8 二項二十面体群 ◦−◦−◦|
◦
−◦−◦−◦−◦ x2 + y3 + z5 = 0

もう一つ別の simple singularityと、simple Lie algebraの対応は、McKay [Mc]に

よって次のように与えられた。ρ0, ρ1, . . . , ρn を Γの既約表現の isomorphism classes

としよう。ρ0 は trivial representationであると約束しておく。inclusion Γ ⊂ SU(2)

から導かれる 2次元表現を ρQ と表す。このとき、(n + 1)× (n + 1) 行列 A = (aij)

を

ρi ⊗ ρQ =
⊕

j

ρ
⊕aij

j

によって定義する。このとき、McKayが指摘したのは 2I −A が extended Cartan

matrixになり、対応する Dynkin図式は上で与えられたものと一致するということ

である。さらに、ρ0 に対応する行と列を除いたものが通常の Cartan matrixになる。
2



さて、X を simple singularityから deformationおよび resolutionをして得られる

複素曲面とする。さらに、それは nonsingularであるとする。このとき、Kronheimer

は X 上に “良い”性質をもった計量が存在することを証明した。

Theorem 1.1 [Kr]. X 上には、order 4 の ALE hyper-Kähler metricの族が存在

する。

上にでてきた言葉の説明をしよう。まず、Riemannian manifold (M, g)上の hyper-

Kähler構造とは、almost complex structureの三つの組 I, J , K であって、四元数

の関係式 IJ = −JI = K を満たし、g の Levi-Civita 接続 ∇に関して平行 (i.e.

∇I = ∇J = ∇K = 0)であるものをいう。hyper-Kähler 構造を許す Riemannian

metricを単に hyper-Kähler metricということにする。複素構造 I によって Kähler

多様体と思ったときに、JとKに関するKähler formを用いて ωJ +iωKを考えると、

nowhere vanishingな closed 正則 2形式になる。すなわち holomorphic symplectic

formである。上の定理の場合には、Xのもともとの複素構造が I に一致するように

hyper-Kähler構造を与えることができる。

また、4次元 Riemannian manifold (X, g) が ALE of order τ とは、あるコンパ

クト集合 K ⊂ X と有限部分群 Γ ⊂ SO(4)と X \K 上定義された diffeomorphism

(a coordinate system at infinity) X:X \K → (R4 \BR)/Γが存在して、計量 gを座

標 Xで表したときに

|
l times︷ ︸︸ ︷
∂ · · · ∂(gij(x)− δij)| = O(|x|−l−τ )

を満たすときをいう。

2. Gauge Theory on ALE spaces

ALE space上の ASD connectionの framed moduli spacesの構成は、[Na1]にお

いて行なわれている。厳密に議論するためには、weighted Sobolev normsを導入し

て、noncompact多様体上の解析をきちんとやらなければいけないが、ここではそれ

を省略して滑かなものだけをとりあつかうこととする。

前節と同様に、X は複素曲面で単純特異点 C2/Γの特異点解消か、その変型とし、

ALE hyper-Kähler metric g が入っているとする。無限遠における座標系 X \K →
(R4 \BR)/Γを取って固定しておく。ρ: Γ → U(r)を Γの表現とし、それに対応する

(R4 \BR)/Γ 上の rankが r の vector bundle (R4 \BR)×Γ Cr 上の flat connection

を固定しておく。X 上に hermitian vector bundle E があり、その制限 E|X \ K
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と (R4 \ BR) ×Γ Cr の間に無限遠の座標系を cover する bundle isomophismがあ

るとする。さらに、E 上の connection A0 で、その X \ K への制限が上でとった

(R4 \BR)×ΓCr 上の flat connectionに対応しているしているものが存在するとする。

instanton number k を次で定義する。

k =
1

8π2

∫

X

tr(RA0 ∧RA0)

これは、A0にはよらない。A0 と A′0 がコンパクト集合の外で一致していれば、in-

stanton numberは等しい。

さてそこで、A を次の条件を満たす E 上の connections A の成す集合としよう。

(2.1) |
l times︷ ︸︸ ︷

∇A0 · · ·∇A0(A−A0)| = O(r−3−l),

但し、r は X のある点からの距離関数である。G0 を次をみたす gauge変換 s の成

す群とする。

(2.2) |
l times︷ ︸︸ ︷

∇A0 · · · ∇A0(s− id)| = O(r−2−l).

これは、引き戻しによって Aによって作用する。そこで anti-self-dual connectionの

framed moduli spaceを

M(c1, k, ρ) = M
def.= {A ∈ A | ∗RA = −RA}/G0,

によって定義する。但し、c1 は、E の first Chern classである。§5までは data c1,

k, ρ を fixするので、M という notationを用いることにする。

ゲージ理論における標準的な議論と、ALE空間における解析を用いて、筆者[Na1]は

次を示した。もし、次の条件が満されると framed moduli spaceが gauge equivalence

class [A] の近傍で C∞-manifold の構造をもつ。

0 = L2–Ker d∗A: Ω+(EndskewE) → Ω1(EndskewE),

但し、EndskewE は E の skew-adjoint endomorphismの成す vector bundleである。

Weyl tensorの anti-self-dualityと scalar curvatureの vanishingを用いて、Bochner-

Weitzenböck formulaを利用すると、上の条件はいかなる ASD connectionについて

も成立することを示すことができる。(see [Na1, 5.1]). よって、framed moduli space
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Mは smooth manifoldである。その次元は、指数定理によって計算される。(see [Na1,

2.7]). さらに、[A] における tangent spaceは、

L2–Ker(d+
A ⊕ d∗A): Ω1(EndskewE) → Ω+(EndskewE)⊕ Ω0(EndskewE)

と同型である。特に、L2-内積によって、M上に Riemannian metricが定義される。

base space X 上の hyper-Kähler 構造 I, J and K は、cotangent bundle T ∗X 上

の endomorphismを induceし、さらに、L2–Ker(d+
A ⊕ d∗A)はそれらで不変に保たれ

る。よって、framed moduli space M 上に３つの almost complex structure IM, JM,

KM で quaternion relationを満すものが定義される。このとき、これらが L2-計量

の Levi-Civita connectionに関して平行であることが示される。[Na1, 2.6] 以上の結

果をまとめて、次を得る。

Theorem 2.3. ALE space (X, g) 上の ASD connectionの framed moduli space M

は、hyper-Kähler manifoldである。特に、holomorphic symplectic form ωC を持つ。

先に進むまえに、我の framed moduli spaceと、ALE spaceの一点コンパクト化

X̂ = X ∪ {∞} 上の ASD connection の framed moduli space の間の関係について

述べよう。まず ALE conditionから、X̂ に orbifoldの構造を与え、X 上では元々の

metric g に共形的であるような orbifold計量があることを注意しておく。(See [Kr2,

p.686].) 上に述べたような漸近挙動を持つ ASD connectionは、X̂ 上に拡張され、そ

れらは全て、ある固定された orbifold vector bundle Ê 上に住んでいる。無限遠 ∞
における fiber Ê は、ρ に同型な Γ-作用を持つ。このとき次を見るのは難しくない。

Proposition 2.4. 我々の framed moduli space M は、Ê 上の ASD connectionの

framed moduli space、すなわち次の組の isomorphism classの成す集合 (にしかるべ

く位相をいれたもの)と同相である。

(Ê 上の ASD connection A, Γ-equivariant isomorphism ϕ: Ê∞ → Cr).

次に、L2-計量の完備性について議論する。framed moduli space M 内の点列 [Ai]

が与えられたとしよう。Uhlenbeck の compactness theoremを orbifold X̂ 上で用い

ると、部分列 [Aj ] で次を満すものが存在する。

(1) ある有限集合 S = {x1, . . . , xn} ⊂ X̂ であって、Aj を gauge transformation

で動かすと、その集合の外である ASD connection A∞ に収束するようにで

きる。
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(2) ある定数 ak (k = 1, . . . , n)が存在して、curvature densities |RAj
|2dV は、

|RA∞ |2dV +
∑

k

akδxk
.

に measureとして収束する。

上の定数 ak は、xk の近傍から bubbling out する ASD connection の curvature

integralと関係している。もし、xkが X̂ の非特異点 (すなわち xk ∈ X)であったと

すると、ak は 8π2 の整数倍である。一方、xk = ∞のときには、ak は 8π2/#Γの整

数倍にしかならない。但し #Γは、Γ の orderである。次は、[KN, 9.2 and Remark

following 9.2]において証明されている。

Proposition 2.5. framed moduli space M 上の L2-計量が、完備であるための必要

十分条件は、任意の点列 [Ai]が与えられたときに上の特異集合 Sが、∅か S = {∞}
のいずれかにしかなりえないことである。

上の条件はつねに成り立つわけではないが、各 ALE spaceについて、無限個の例

で成立することが分る。また、first Chern class c1 と instanton number k と表現 ρ

の言葉でかけるある十分条件もある。[KN].

この節の最後に、ASD connection の framed moduli space M と holomorphic

vector bundleの framed moduli spaceの間の関係について述べる。まず、ALE space

X の complex structureとして、一つ I を選んでおき、X を Kähler manifoldと

思う。base spaceが compact Kähler manifoldのときには、二つの moduli spaceが

一致することが知られていて、Hitchin-Kobayashi correspondenceと呼ばれている。

([Ko, Lü, Do, UY]) compactな場合には、holomorphic vector bundleが stableかど

うかという微妙な性質がからんできて複雑なのであるが、我々の場合には Bandoに

よって示されたように次のように simpleなのである。

Theorem 2.6 [Ba]. vector bundle E 上の connection Aで、(2.1)の assymptotic

behaviourをもち、∂A∂A = 0 であるものが与えられたとする。このとき、E の her-

mitian metricを保つとは限らない bundle isomorphism s で(2.2)を満たすものが存

在して、A を s で引き戻すと ASD connectionにできる。

上のように connection A で、(2.1)と ∂A∂A = 0 を満たすものの全体を Hol と

し、hermitian metricを保つとは限らない bundle isomorphism で、(2.2)を満たす

のの全体を GC0 とする。ASD connection A は、∂A∂A = 0 を満たす。よって、写像

M → Hol/GC0 を得る。このとき、上の定理を用いると compact Kähler manifold の

ときと同様に次の定理が得られる。
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Theorem 2.7. 上の写像 M → Hol/GC0 は、全単射である。

より詳しく、Hol/GC0 は、複素多様体としての構造を持つことが示され、上の写像
も M の複素構造 IM に関して biholomorphic mapであることが示される。

3. S1-action

この節では、次を仮定する。

(3.1) base space X は、C2/Γの minimal resolution of singularityである。

(3.2) framed moduli space M 上の L2-計量は、completeである。

このとき、次が成り立つ。

Theorem 3.3. framed moduli space Mには、S1-actionで次を満すものが存在する。

(3.4) 複素構造 IM に関して holomorphicであり、L2-計量を保存する。

(3.5) holomorphic symplectic form ωC には、weight 1 で働く。すなわち、t ∈ S1

に対して、tが誘導する M の diffeomorphism をそのまま t であらわしたと

き、t∗ωC = tωC が成り立つ。

(3.6) 対応する moment mapを考えると、M 上 nonnegativeで properな関数で

ある。

(3.7) S1-actionは holomorphicな C∗-actionに拡張される。

この定理の証明には、２通りある。introductionで述べた ADHM description [KN]

を用いる方法と、幾何学的な方法である。幾何学的な方法について方針を述べると、

まず第一に (3.1) を用いて base space X 上に上に述べた (3.4)-(3.6) の性質をもつ

作用が存在することを示す。つぎに、その作用が vector bundle E に liftできるこ

とを示す。このとき、connectionを引き戻すことによって、framed moduli spaceに

S1-actionが定義される。性質 (3.4),(3.5)が満されることは、tangent spaceが d+
A ⊕d∗A

の kernelであることを使えば、base spaceへの作用の対応する性質からすぐに導か

れる。(3.6)だけが少し難しいが、Uhlenbeckの compactness theoremを用いて示さ

れる。(See [Na4, 4.5].) (3.7)の C∗-actionに拡張することは、Theorem 2.7 を使っ

て示される。

この S1-actionの応用として、framed moduli spaceの homologyがMorse theory

によって計算される。f を moment mapとしよう。このとき、grad f が、S1-action

の generating vector fieldになる。特に、f の critical points は S1-action の fixed

pointsである。点 xを出発する gradient flowは、C∗-actionを使って、t 7→ e−t.xで
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与えられる。性質 (3.6)により gradient flowはコンパクト集合に留まって、極限が

必ず存在する。F1, . . . , FN を fixed point set の connected componentとする。各

Fn は部分多様体である。Fnにおける f の indexを d(n)とする。このとき、Frankel

[Fr], Bialynicki-Birula[BB], Carrell-Sommese [CS], Atiyah [A], Kirwan [Ki] らの結

果によって、d(n) は必ず偶数であり、f は perfectな Morse function になる。すな

わち、

Hi(M;Z) =
N⊕

n=1

Hi−d(n)(Fn;Z)

が成り立つ。[Na4]では、ADHM descriptionを通じて、Fnの homologyを Kirwan

の方法[Ki] で計算することができた。[Na3] では、base spaceが An-型のときに、

function f を perturbして indexは偶数になるようにしたまま、critical pointが有

限個の点から成るようにすることができた。次の結果を得ることができた。

Theorem 3.8. 仮定 (3.1), (3.2)のもと、framed moduli space Mの homology group

は、torsion free であって、奇数次で消える。

ここまでのところ、性質 (3.5), (3.7)は使われていないが、次の節で重要な役割り

をする。

4. Lagrangian subvarities

この節でも、(3.1), (3.2)を仮定する。

Morse function f による gradient flowで、各点は fixed pointに流されていった

が、今度は、−fによる gradient flowを考える。それは C∗-actionを用いて、t 7→ et.x

で与えられる。一般の点は、無限遠へ飛んでいってしまうが、コンパクト集合に留ま

る点もある。そこで、

L
def.= {x ∈ M | lim

t→∞
et.xが存在する。}

を考える。Lは fixed point setを含み、上式の極限が存在するとすれば、fixed point

set に入っていなければいけないことは明らかである。

fixed point setの分解に応じて、

Ln
def.= {x ∈ L | lim

t→∞
et.x ∈ Fn}

とおくと、L =
⋃

n Lnであって、各 Lnの closureは L の irreducible componentに

なる。

さらに次が成り立つ。
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Theorem 4.1. L は(一般には singularな) holomophic symplectic structure ωC に

関する Lagrangian subvarietyであり、Mと homotopy同値である。

証明は、[Na2]で与えられているが、simpleなのでここにもう一度繰り返す。

Proof. まず、tangent spaceが isotropicであることを示す。xを Lの点とし、tangent

vectors v, w は、L に接しているとしよう。このとき、性質 (3.5)により

ωC(t∗v, t∗w) = tωC(v, w) for t ∈ C∗

が成り立つ。t → ∞ の極限を考えると、右辺は ωC(v, w) が 0 でないとすると無限

大に発散する。ところが、L は t が無限大に行くときに収束するような点の集合で

あることから、左辺は収束しなければならない。よって、ωC(v, w) = 0 すなわち、

tangent space は isotropicである。

次に Lの次元が、Mの次元の丁度半分であることを示す。Lから特に S1-actionの

fixed pointをとり、そこで tangent spaceの次元を計算すれば十分である。xを fixed

pointとすると、tangent space TxM は S1-moduleとなる。weightが i の weight

spaceを Vi とおこう。symplectic form ΩC が、(3.5)の性質を持つことから、

dim Vi = dim V1−i

が成り立つ。よって、

∑

i≤0

dim Vi =
∑

i>0

dim Vi =
1
2

∑

i

dim Vi

を得る。ここで、L は t → ∞ のときに et.y が収束するような点であるから、x に

おける tangent space は、

TxL =
⊕

i≤0

Vi

で与えられる。よって、上式によりその次元は、M の次元の丁度半分である。 ¤

Lagrangian subvariety L は、resolution π: X → C2/Γ における exceptional set

π−1(0) と次のように共通点を持つ。

Theorem 4.2. 原点 0 を頂点とする coneである affine algebraic variety M0 と

proper holomorphic map Π: M → M0 が存在して、

(4.3) Π は、M0 の resolution of singularitiesである。

(4.4) L = Π−1(0) が成り立つ。
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幾何学的には、M0 は、C2/Γ上の ASD connection の framed moduli space の

L2-metricに関する完備化として与えられる。写像 Πの定義には ADHM description

が用いられるので、幾何学的に説明することができないが、Theorem 2.7を用いてM

を X 上の holomorphic vector bundleの framed moduli spaceと思い、holomoprhic

vector bundleを正則写像 π: X → C2/Γ を通じて、C2/Γ に “push down”して得ら

れると思われる。

5. Representations of Simple Lie Algebras

この節でも、(3.1)は仮定する。(3.2)はより強い次の仮定に置き換えられる。

(5.1) 無限遠における Γ の表現 ρ を既約成分に分解したときに、trivial represen-

tation の成分を持たない。

(5.2) 次の空間が trivialである。

L2–Ker(d+
A ⊕ d∗A): Ω1(E) → Ω+(E)⊕ Ω0(E)

条件 (5.2)は、index theoremによって、c1, k, ρに関する条件に書きかえること

ができ、特に ASD connection Aの取り方にはよらず、framed moduli spaceに対す

る条件と思うことができる。上の (5.1),(5.2)から (3.1)が導かれることは、[KN, 9.2

and Remark following 9.2]から分かる。

この節では、(5.1),(5.2)を満たす複数の vector bundleについて対応する framed

moduli spaceを考え、それらの間の対応を用いて simple Lie algebraの表現を幾何

学的に構成する。

§1のMcKay correspondenceにより、Γの nontrivial irreducible representaion ρi

は、対応する simple Lie algebra の simple rootに対応している。よって、上の条件

(5.1)のもと、ρは、dominant weightの空間の元と思うことができる。ρ =
⊕n

i=1 ρ⊕wi
i

と既約分解したときに、wという vectorを

w = t(w1, . . . , wn) ∈ Zn
≥0

によって定め、これを Γ の表現や dominant weightと思うことにする。

§1の resolutionの exceptional setと Dynkin 図式の対応によって、exceptional

setの irreducible componentと simple rootの間にも一対一対応がある。irreducible

components Σ1, . . . , Σnによって、base spaceの homology group H2(X;Z)に basis

が定まる。これにより、

u = t(c1(E)[Σ1], . . . , c1(E)[Σn]) ∈ Zn
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という vectorを定める。これは、weight latticeの元と思うことができる。

条件 (5.2)により、instanton number k は、c1(E) と ρ により定まるので、対応

する framed moduli spaceを単に M(u,w) で表わしてしまうことにする。しかし、

条件 (5.2)を課さないと c1(E), ρ だけでは k が決まらないことをもう一度注意して

おく。

以下、この節の終りまで、M(v,w)は Theorem 2.7によって holormorphic vector

bundleの framed moduli spaceと思うことにする。parabolic holomorphic vector

bundleの framed moduli space Pi(u,w) を次のように定義する。まず、data u, w

に対応するhermitian vector bundle Eを考える。その上の connection Aで ∂A∂A = 0

を満たすものと、E の Σi への制限の subbundle S であって、

(1) S は holomorphic structure ∂A に関して、E|Σi の holomorphic subbundle

である。すなわち、S の section sに対し、∂Asが再び、S の sectionになる。

(2) quotient bundle (E|Σi)/S は、Σi 上の degreeが −1 の line bundleである。

この pairを complex gauge group GC0 の自然な actionで割つた商空間を Pi(u,w)

と定義する。subbundle Sを忘れることによって、自然な写像p2: Pi(u,w) → M(u,w)

が定義される。また、E の ∂A に関して holomorphic vector bundleと思ったものを

E と書き、Σi 上の degree −1 の line bundleを Σi の外で 0 とおいて拡張したもの

を OΣi(−1) と書くことにする。E を Σi に制限してさらに、(E|Σi)/S に落とすこ

とによって exact sequence

E → OΣi(−1) → 0

を得る。この kernelの holomorphic vector bundleを E ′ とおく。E と E ′ は、Σi

の外で同型であるから、特に無限遠における framing をもつ。これにより、写像

p1: Pi(u,w) → M(u + Cei,w) を得る。ここで、ei は第 i 成分が 1でその他は 0

の vectorであり、Cは Cartan matrixである。よって、次の図式が与えられる。

M(u + Cei,w)
p1←−−−− Pi(u,w)

p2−−−−→ M(u,w)

この図式は、底空間がリーマン面のときに Narashimhan - Ramanan [NR]によって

導入された Heche correspondenceの、高次元での analogueである。我々は、この図

式も Hecke correspondenceと呼ぶことにする。

Lemma 5.3.

p2(p−1
1 (L(u + Cei,w))) ⊂ L(u,w), p1(p−1

2 (L(u,w))) ⊂ L(u + Cei,w).
11



L(u,w) 上の constructible function全体の成す空間を、C(u,w)とする。wを fix

し、u を動かすことによって、C =
⊕

u C(u,w) とおく。このとき、上の補題によ

り次によって operatorsを定義できる。

Hk: C(u,w)) → C(u,w); Hkf = ukf

Ek:C(u,w) → C(u + Cei,w); Ekf = (p1)!(p∗2f)

Fk:C(u + Cei,w) → C(u,w); Fkg = (p2)!(p∗1g),

これらの operatorは、Hecke作用素の geometric analogueである。

Theorem 5.4. Hk, Ek, Fk は、C 上の operatorとして次の関係式を満たす。

HkHl = HlHk,

HkEl − ElHk = cklEl, HkFl − FlHk = −cklFl,

EkFl − FlEk = δklHk,

1−ckl∑
p=0

(−1)p

(
1− ckl

p

)
Ep

kElE
1−ckl−p
k = 0 (k 6= l),

1−ckl∑
p=0

(−1)p

(
1− ckl

p

)
F p

k FlF
1−ckl−p
k = 0 (k 6= l).

但し、cklは、Cartan matrix C の成分である。よって、C は Γ に対応する simple

Lie algebraの表現空間である。

証明には、ADHM descriptionを用いた p1, p2 の fiberの詳しい記述による。こ

こでは省略する。

Lemma 5.5. u として w を取ると、対応する framed moduli space M(w,w) は一

点からなる。

これも ADHM descriptionから容易に従うが、次元公式によって framed moduli

spaceが 0 であることを示し、さらに只一つの点からなることを示すことができる。

M(w,w) 上恒等的に 1 である関数を x であらわす。x に Fk を何回もほどこす

ことによって得られる関数の成す C の部分空間を L であらわし、L ∩ C(u,w) を

L(u,w) によって定義する。

Theorem 5.6. L は、Γ に対応する simple Lie algebra の highest weightが w の既

約表現である。さらに、L(u,w) は、weightが u の weight spaceである。

証明には、Fwk+1
k (1 ≤ k ≤ n)で生成される left idealによって xが消されること

を示して得られる。
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最後に、この表現と framed moduli spaceの topologyとの関連について述べる。

L(u,w) の irreducible component Y が与えられたとし、L(u,w) に属する con-

structible functionに対して Y の open dense subset 上での値を対応させること

によって、L(u,w) 上の linear functionalを得る。そこで、L(u,w) の irreducible

componentsによって、中間の degreeのホモロジー群 Hmiddle(M(u,w);Q) の basis

が与えられていたことを思いだすと、

Φ: L(u,w) → Hmiddle(M(u,w);Q)

という linear mapを得る。このとき次が成り立つ。

Theorem 5.7. 上の写像は、全ての u に対して同型写像である。

上の結果より、特に Hmiddle(M(u,w);Q) の次元が表現空間のウェイト空間の次

元により与えられる。
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