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Analyse Micro-Locale /-Adique en
Caractéristique p>0
le Cas d’un Trait

By

Ahmed ABBES* and Takeshi SAITO**

Résumé

Nous développons, pour un faisceau étale ¢-adique sur un trait complet de ca-
ractéristique p > 0, la notion de variété caractéristique. Notre approche, inspirée de
I’analyse micro-locale de Kashiwara et Schapira, est un pendant faisceautique de notre
théorie de ramification des corps locaux a corps résiduel quelconque. Nous présentons
la principale propriété que devrait satisfaire la variété caractéristique (conjecture de
l’isogénie), et nous la démontrons pour les faisceaux de rang un sans restriction sur le
trait, ou inconditionnellement sur le faisceau si le corps résiduel du trait est parfait.

Abstract

We develop, for an f-adic étale sheaf on a complete trait of characteristic p > 0,
the notion of characteristic variety. Our approach, inspired by the microlocal analysis
of Kashiwara and Schapira, is a complement to our ramification theory for local fields
with general residue fields. We formulate the main property that should be satisfied by
the characteristic variety (the isogeny conjecture), and prove it for rank one sheaves
unconditionally on the trait, or unconditionally on the sheaf if the residue field of the
trait is perfect.

81. Introduction

Ce travail s’inscrit dans un projet consacré a généraliser, pour les fais-
ceaux étales f-adiques sur une variété de caractéritique p > 0 (avec £ # p), la
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notion empruntée a la théorie des Z-modules de variété caractéristique. Pour
un Z-module cohérent sur une variété analytique complexe, la théorie d’ana-
lyse micro-locale de Kashiwara et Schapira permet de reconstruire la variété
caractéristique & partir du complexe de ses solutions holomorphes ([10] 11.3.3).
C’est donc tout naturellement que nous nous en inspirons pour notre projet.
Il y a eu une premiére tentative dans cette direction due & Verdier [18]; elle
n’a pas abouti car le foncteur de spécialisation de Verdier tue la ramification
sauvage.

Dans cet article, nous développons la variante locale en codimension un du
projet. Considérons un corps parfait k de caractéristique p > 0 et un anneau
de valuation discrete complet R qui est une k-algebre, dont le corps résiduel
est de type fini sur k. On pose S = Spec(R), 7 (resp. s) son point générique
(resp. fermé), 77 un point géométrique générique de S et s le point géométrique
localisé en s correspondant. Soit D un diviseur effectif de S. Suivant Raynaud,
on introduit dans (3.6) un ouvert (S xx S)p) de I’éclatement de S xj S le
long de D diagonalement plongé, défini par une condition de valuation. On
I’appelle dilatation de D et on le considere comme un S-schéma par la seconde
projection. Sa fibre générique est isomorphe a S xj 7 et sa fibre au dessus de D
est isomorphe au fibré vectoriel Tp = V(Q} ®g Op(D)); on pose T, le fibré
vectoriel dual sur D. On peut voir dans cette construction une analogie avec
la déformation au cone normal de Grothendieck, qui est aussi un exemple de
dilatation (2.11).

Soit A un anneau commutatif noethérien annulé par un entier inversible
dans k. On définit, pour les faisceaux étales en A-modules sur S x 7, le foncteur
vp de spécialisation le long de D comme étant le foncteur des cycles proches de
(S xx S)(py, et le foncteur up de micro-localisation le long de D comme étant
la transformée de Fourier-Deligne de vp relativement a un caractere additif
non-trivial.

I’anneau R apparait comme ’anneau local complété d’'un k-schéma lisse
X en un point de codimension 1. Il est beaucoup plus aisé de travailler avec
le S-schéma (X xj S)p) obtenu en dilatant X xj S, plutot que (S xx S)(p).
Pour démontrer nos résultats, nous nous y ramenons par algébrisation. Pour
les applications géométriques que nous avons en vue, un tel schéma X s’im-
pose naturellement. Donc on aurait pu se limiter a ce cadre, mais cela aurait
I'inconvénient de rendre la théorie locale dépendante d’un choix superflu. Il
est aussi possible de dilater le schéma formel complété de S xj S le long de
D diagonalement plongé, ce qui reviendrait a compléter (S x3 S)p) le long
de sa fibre spéciale. Nous avons choisi de ne pas poursuivre cet approche ici
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car elle requiere le développement du formalisme étale pour le schéma formel
ainsi obtenu et pour sa fibre rigide au sens de Raynaud. Nous reviendrons a cet
aspect dans un travail ultérieur.

Soient .% un faisceau étale constructible en A-modules plats sur 7, % son
extension par 0 a S. Notre idée principale, inspirée de la théorie de Kashi-
wara et Schapira, est de considérer le support Cp(%#) dans TtD =T%, xp3s
du complexe pup(-Z K A), ott D est un divisieur critique pour .%. Pour définir
ces diviseurs, on utilise la théorie de ramification pour les corps locaux a corps
résiduel quelconque [1], dont ce travail est un pendant faisceautique. Nous avons
défini dans loc. cit. une filtration décroissante, exhaustive et séparée (G)acg-,
de G = Gal(7j/n) par des sous-groupes fermés distingués. Les pentes critiqu;s
de .Z sont les nombres rationnels r > 0 tel que (F7)¢" C (ﬁﬁ)GT+. Ces derniers
n’étant pas entiers en général, nous sommes amenés & modifier notre construc-
tion en remplacant le second facteur de S xj S par une extension finie.

Supposons que # ait une unique pente critique r > 1, et pour simplifier
Pintroduction que r soit entier, ce qui détermine un diviseur effectif D de S.
Nous conjecturons que Cp (%) est un ensemble fini de points du fibré vectoriel
TE ne contenant pas lorigine (9.3). Concrétement, cela permet d’associer & %
un nombre fini de formes différentielles “tordues” non-nulles. En homogénéisant
Cp(F), on obtient la variété caractéristique de F (9.6). Cette définition ne
depend pas du caractere additif choisi.

Notre résultat principal est la démonstration de la conjecture ci-dessus en
rang un. Pour ce faire, on compare notre approche a la théorie de ramification
de Kato pour les caracteres [11]. On montre (9.9) que la pente critique d’un
faisceau de rang un correspond & son conducteur de Swan, et le support Cp (%)
a son conducteur de Swan raffiné. On retrouve en fait la variante de la théorie
de Kato modifiée par Matsuda [16]; mais on développe aussi une variante lo-
garithmique qui correspond exactement a la théorie de Kato en rang un (9.10).
Enfin, on démontre la conjecture inconditionnellement si le corps résiduel de R
est k, donc parfait (9.15).

L’article se compose de deux parties qui ont chacune ses propres notations.
La premiere partie développe la notion géométrique de dilatation. La seconde
partie est consacrée a ’analyse micro-locale ; les constructions principales sont
introduites dans les sections 7 et 8; les principaux résultats sont énoncés dans
la section 9 et démontrés dans les sections 12 et 13. La théorie de ramification
des caracteres d’Artin-Schreier-Witt de Kato est reprise entierement dans les
sections 10 et 11. Enfin, on calcule dans la derniere section les invariants de
ramification définis dans cet article en termes d’invariants plus classiques sous
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I’hypothese que le corps résiduel de R est k.

Premieére partie 1. Dilatations

§2. Relevement d’'un Morphisme aux Schémas Eclatés

2.1. Soient S, 8’ deux anneaux gradués & degrés positifs, #: S — S un ho-
momorphisme d’anneaux gradués. Suivant EGA II 2.8.1, on désigne par G(6)
la partie ouverte de X = Proj(S) réunion des D, (6(f’)), ou f’ parcourt l'en-
semble des éléments homogenes de S/,. En vertu de loc. cit. 2.8.2 et 2.8.3, il
existe un morphisme affine canonique du schéma induit G(6) dans Proj(s’), dit
associé a . Soient S” un troisieme anneau gradué a degrés positifs, 6': 8” — &’
un homomorphisme d’anneaux gradués, et posons 6" = 0 o #'. D’apres loc. cit.
2.8.4,0on a G(0") C G(0), et si 9, 9" et ¥ sont les morphismes associés a 6, ¢’
et 0”7, on a 9(G(0")) C G(0') et 9" = o (J|G(0")).

2.2. Soient Y un schéma, ., .’ deux Oy-algebres graduées quasi-cohérentes
a degrés positifs; posons X = Proj(¥), X' = Proj(#’), et soient p, p’ les
morphismes structuraux de X et X’ dans Y. Soit 6: .’ — . un Oy-homo-
morphisme d’algebres graduées. Pour tout ouvert affine U de Y, on pose Sy =
I(U,.%), 8y, = I'(U, ) ; 'homomorphisme 6 définit un homomorphisme 6y :
Sy — Sy de Ay-algebres graduées; en posant Ay = I'(U, Oy). 11 lui corres-
pond dans p~!(U) un ensemble ouvert G(6y;) et un morphisme 9Jrr: G(0y) —
p~L(U). D’aprés EGA 1T 3.5.1, il existe une partie ouverte G(0) de X et un
Y-morphisme affine ¢: G(6) — X’ dit associé & 0, tels que, pour tout ouvert
affine U de Y, G(0) Np~1(U) = G(0y) et 9y soit la restriction de ¥ au dessus
de U.

2.3.  Soient X,Y deux schémas, f: Y — X un morphisme, D (resp. F) un
sous-schéma fermé de X (resp. V') défini par un idéal quasi-cohérent .# (resp.
F) de Ox (resp. Oy), i: D — X et j: E — Y les injections canoniques. On
désigne par X’ I’éclatement de D dans X et par Y’ Iéclatement de E dans
Y. On suppose que f o j soit majoré par i; il revient au méme de dire que
f*(F)0y C #. Par suite, on a un homomorphisme de Oy -algebres graduées

(2.3.1) 0: f (Brn>0I") = Bnzo0 2"

qui détermine par (2.2) un ensemble ouvert Y/, = G(¢) de Y et un morphisme
9: Y(’D) —-Y xx X'
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Définition 2.4 (Raynaud [4] 3.2).  On appelle Y/, la dilatation de E
par rapport a D, 9: Y(’D) — Y xx X' le morphisme canonique, et le composé
' Y(’D) — X' de 9 et de la projection canonique le relévement canonique de

1.

2.5.  Sous les hypotheses de 2.3, si F est I'image réciproque de D, ce qui
revient a dire que f*(#)0y = _#, alors Y(’D) =Y’ et le morphisme canonique
¥ est une immersion fermé (EGA II 3.6.2). Si de plus E est un diviseur de
Cartier de Y, alors Y est isomorphe & Y et le relevement canonique f/: Y — X'
traduit la propriété universelle des éclatements.

2.6. Conservons les hypotheses de 2.3, de plus soient Z un troisieme schéma,
g: Z — Y un morphisme, F' un sous-schéma fermé de Z, k: F' — Z I'injection
canonique, Z’ I’éclatement de F' dans Z. On suppose que g o k soit majoré par
j- On peut alors considérer les dilatations de F' par rapport a E ou a D, et les
morphismes canoniques v’ : ZEE) — Zxy Y et 9 Z’D) — Z xx X'. Il résulte
de 2.1 qu'ona Z{j,) C Z(p), V' (Z(p)) C Zxy Yy et 9" = (Z xy 9)o (V| Z])).

Proposition 2.7.  Les hypothéses étant celles de (2.3), de plus soit g: Z
— Y un morphisme tel que lidéal ¥ Oz soit inversible et 07 = FOz. Alors
le relévement canonique g': Z — Y’ de g se factorise a travers l'ouvert Y(’D) de
Y'.

En effet, Z s’identifie aux dilatations de g~ *(E) = g~ *(f~1(D)) par rap-
port & E ou & D (2.5). Donc la proposition résulte de la fonctorialité des dila-
tations (2.6).

Proposition 2.8.  Sous les hypothéses de (2.3), on a ’égalité des idéaux

(2.8.1) (JOy)Y(py = (F Ov)IY(p
et Y(’D) est Uouvert mazimal de Y' ot cette relation est satisfaite.

Comme S0y, C JZ Oy et JZ Oy est un idéal inversible, (£ 0y/) ®
(# Oy:)~" est un idéal quasi-cohérent de Oy~ ; il définit un sous-schéma fermé
de Y’ dont le complémentaire U est 'ouvert maximal de Y tel que (& Oy )|U =
(7 Oy)|U. Ll résulte de 2.7 que U est contenu dans Y. Pour établir I'égalité
U = Y(’D), il suffit de montrer la relation (2.8.1). La question étant locale sur
X et Y, on peut supposer que X = Spec(A) et Y = Spec(B) soient affines;
donc f est défini par un homomorphisme u: A — B. Soient I (resp. J) 'idéal
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de A (resp. B) tel que .# = I (resp. # = J). On pose S = @,>0J", de sorte
que Y’ = Proj(8). Pour a € J, si on note a’ ’élément a vu comme un élément
homogene de degré un de S, I'image inverse de a engendre I'idéal J Oy sur I'ou-
vert Dy (a’). Donc l'inclusion I8y, C JOy: induit une égalité sur les ouverts
D (u(a)’) pour a € I. Mais on a Y{},) = UaerD+(u(a)’), ce qui entraine (2.8.1)
et acheve la preuve.

Corollaire 2.9.  Sous les hypothéses de (2.6), on a Z{j) = g"l(Y(’D))
ot g': ZEE) — Y’ est le relévement canonique de g.

On pose U = ¢'~ (Y(’D)) et on note % l'idéal de 0 qui définit F'. On sait
(26)queZ£D CUCZ( B)- D’autre part, on a (& Oy)|Y/ (p) = (F Oy) \ by €t
(J O2) 2y = (K Oz)|Zy. Donc (I 02)|U = (K Oz )|U, ce qui entraine
que U C Z{p,) (2.7).

Corollaire 2.10.  Les hypothéses étant celles de (2.3), de plus notons
E' le diviseur exceptionnel sur'Y’', c’est a dire l'image réciroque de E sur Y’,
EED) sa restriction a Y('D). Alors le diagramme

Epy —Y{p)
D——X
est cartésien.

Cela résulte de la relation (2.8.1).
2.11. Soient k un corps, Y un k-schéma, X un sous-schéma fermé de Y,
i: X — Y Dinjection canonique. Considérons le diagramme commutatif

X —L Al

|

Spec(k) —— A}

ou 7 est la projection canonique, sg est la section nulle de Ak et j est le composé
de i et de la section nulle de A},. La dilatation de X dans Al par rapport a
Porigine de A}C n’est autre que 'espace total de la déformation au cone normal ;
sa restriction au dessus de Gy, 1, est isomorphe a Gy, y et sa fibre au dessus de
Porigine de A}C est isomorphe au cone normal de X dans Y.
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83. Dilatation le Long d’une Section

3.1. Soient X,Y deux schémas, f: Y — X un morphisme séparé, g: X — Y
une section de f; donc g est une immersion fermée. Soient D un sous-schéma
fermé de X, i: D — X l’injection canonique. L immersion composée goi: D —
Y détermine un sous-schéma fermé de Y qu’on notera simplement g(D). On
désigne par X[p) I'éclatement de D dans X, par Yp) I'éclatement de g(D) dans
Y et par Y(p) la dilatation de g(D) par rapport a D (2.4). On dira que Y(p) est
la dilatation de Y le long de la section g d’épaisseur D. On notera F|p) (resp.
E(py) le diviseur exceptionnel sur Y[p; (resp. Y(p)). D’apres 2.8 et 2.10, on a
un diagramme commutatif canonique a carrés cartésiens

(3.1.1) E(p) Yp) Y xx U
D X U

3.2.  Les hypotheses étant celles de (3.1), de plus soient u: X’ — X un
morphisme, D’ = u~!(D) l'image réciproque de D sur X', Y/ = X' xx Y,
Y — X' et v: Y — Y les projections canoniques, ¢’': X’ — Y’ la section
déduite de g par le changement de base u. On a alors un diagramme commutatif

(3.2.1) Yip Y(p X(p X/
”[D]l O l”(D) l“[D] Lu
Yip] Yp) Xip] X

ol v[p], V(p) et ugp) sont les morphismes canoniques. En effet, g’'(D’) est 'image
inverse de g(D) par v, ce qui justifie la définition de v;p). Compte tenu de 2.8,
Y('D,) s'identifie aussi a la dilatation de ¢'(D’) par rapport a D la fleche v(p)
et la commutativité de (3.2.1) résultent alors de la fonctorialité des dilatations
(2.6). Le carré de gauche est cartésien par 2.9. Si de plus u est plat, les trois
carrés sont cartésiens; ceci est évident pour le carré de droite; donc la fleche
canonique Y(py xx X’ — Y’ satisfait aux conditions de la proposition 2.7, et
induit un morphisme Y(py xx X’ — Y(’D,) ; on laissera au lecteur le soin d’en
déduire que le carré central est cartésien.

3.3.  Conservons les hypotheses de (3.1), de plus soient Z un schéma, p: Z —
Y un morphisme séparé, h: X — Z un morphisme tel que poh = g; donc h
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est une section de f o p. Il résulte de 2.6 qu’on a un diagramme commutatif

(3.3.1) Ef, Z(p) Z
pEl O lP(D) l:ﬁ
Efp) Yip) Y

ol E(YD) (resp. E(ZD)) est le diviseur exceptionnel sur Ypy (resp. Z(p)); de plus
le carré de gauche est cartésien par 2.10. Si le diagramme

(3.3.2) p ot

N

p

-

D——>
got

b.<

est cartésien, (3.3.1) s’insére dans un diagramme commutatif & carré central
cartésien (cf. 2.9)

(3.3.3) Ef Z(p) Z1py Z
pEl O P(D) O lp[D] lp
E(YD) Y(p) Yip) Y

Si de plus p est plat, les trois carrés ci-dessus sont cartésiens et pgp est un
isomorphisme.

3.4. Conservons les hypotheses de (3.1), supposons de plus que D soit un
diviseur de Cartier sur X et posons 0p(D) = Ox (D) ®¢, Op. On désigne par
7 lidéal de Oy qui définit g(D). Le diagramme commutatif

D—s>x-—2sy

| X

D————>X
induit une suite exacte canonique de faisceaux conormaux
(3.4.1) (M) = ]I N0
et un scindage A; — £/ _#2. On en déduit un homomorphisme surjectif

(A ®ox Op(D)) ® Op — (] F?) ®, Op(D),
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et donc une immersion fermée j de Ejp; dans le fibré projectif P((4; ®gy
Op(D)) ® Op) au dessus de D *. Ce dernier est canoniquement isomorphe &
la fermeture projective du fibré vectoriel V(A4; ®¢, Op(D)) avec un lieu a
I'infini isomorphe a P(A4; ®¢, Op(D)). 1l résulte de la définition (2.3) que
I'image inverse de V(4] ®¢y Op(D)) par j est l'ouvert E(py. Identifiant .4y
avec g* (€}, / +)» on obtient une immersion fermée au dessus de D

(3.4.2) Epy = V(g"(Qy,x) ®ax (D).

Proposition 3.5.  Sous les hypothéses de (3.4), si g est une immersion
réguliére, (3.4.2) est un isomorphisme.

En effet, g o ¢ est une immersion réguliere, la suite (3.4.1) est exacte a
gauche et I'immersion j est un isomorphisme.

3.6.  Soient k un corps, X un k-schéma, Y un k-schéma séparé, f: X — Y
un k-morphisme, D un diviseur de Cartier effectif sur X, U louvert complé-
mentaire de D dans X. On peut appliquer la construction (3.1) relativement &
la projection canonique pry: Y X X — X et au graphe v: X — Y X, X de f;
on obtient un diagramme commutatif & carrés cartésiens

(3.6.1) Epy— (Y xx X)(py=<—Y x;, U
D X U

et une D-immersion fermée E(py — V(f*(Q%//k) ®ox Op(D)) (3.4.2), qui est
bijective si Y est lisse sur k (3.5).

Lemme 3.7.  Les hypothéses étant celles de (3.6), supposons de plus
qu’il eziste un sous-schéma fermé C deY, que F = f~Y(C) soit un diviseur de
Cartier sur X et que D > 2F. Alors C x U est fermé dans (Y X3 X)(p.

Le diagramme commutatif & carrés cartésiens canonique
FP—F—C

D—X——Y

INous adoptons les conventions de EGA II pour les fibrés projectifs (4.1.1) et les fibrés
vectoriels (1.7.8).
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induit un diagramme cartésien

F D

C

Cxp X "o v, X

Soit h': (C xp X)p) — (Y xi X)[p) la transformée stricte de h; c’est une
immersion fermée. Il suffit de montrer que (C x3 X) )N (Y %% X)(p) = C x3, U,
ou que le diviseur exceptionnel de (C'x, X ) () ne rencontre par F(p), autrement
dit qu’il se plonge dans Ejp; & travers le lieu a I'infini P(f*(Q%,/k) Rey Ox (D))
(cf. 3.4). On se réduit & montrer que le morphisme canonique de faisceaux
conormaux

Op(—D) ®p, Op — N5(C X1 X)

déduit de la factorisation F© — C' X D — C X X est nul. D’une part, cette
derniere s’insere dans la factorisation F' — C X F' — Cx D — Cx . X. D’autre
part, le morphisme canonique de faisceaux conormaux €p(—D) Qg, O —
Or(—F) est nul & cause de 'inégalité D > 2F.

Lemme 3.8.  Les hypothéses étant celles de (3.6), soient de plus T un
k-schéma, f1: X — T et fo: T — Y deux k-morphismes tels que f = fa o fy.
Supposons que fo soit plat et que le diagramme

D fioi

T
"

%Y

foi

soit cartésien. Alors on a un diagramme commutatif a carrés cartésiens

E(TD) E— (T Xk X)(D) E— (T Xk X)[D] — T

X N T -

E(YD) —_— (Y Xk X)(D) —_— (Y Xk X)[D] —Y

ol on a noté E(TD) et EED) les diviseurs exceptionnels; de plus eq est un iso-
morphisme.

Cela résulte de 3.3.
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84. Produit Fibré Logarithmique

4.1.  Soient k un corps, X (resp. Y) un k-schéma, X, (resp. Yp) un sous-
schéma fermé de X (resp. Y'). Considérons le diagramme commutatif canonique

1/0<—Y0 Xk.XQ—>X0

o

Y~V x X —>= X

On note (Y xi X))’ I'éclatement de Yy xi X dans Y x5 X, (Y xg X)’(XO) (resp.
(Y xp X)’(YO)) la dilatation de Yy x Xo dans Y X X par rapport & Xy (resp.

Yo) et

4.2.  Conservons les hypotheses de (4.1), de plus soient p: S — X, ¢: T =Y
deux morphismes de schémas, Sy = p~1(Xy) (resp. To = ¢ (Yp)) l'image
réciproque de Xy (resp. Yp). On note (T x; S)’ 1éclatement de Ty xj, Sp dans
T xp S et (T xp S)ig,15,) ouvert défini comme dans (4.1.1). Alors on a un
diagramme commutatif

(4.2.1) (T %1 )iy 89 — (T %1 S) ——T x4 S

Tk

(Y Xk X)/(Y0+X0) H(Y Xk X)/ —Y XkX

ot le carré de gauche est cartésien (2.9). Si ¢ et p sont plats, les deux carrés
sont cartésiens.

4.3.  Conservons les hypotheéses de (4.1), supposons de plus que Xy et Yj
soient des diviseurs de Cartier sur X et Y respectivement. Lorsqu’il n’y a
aucun risque de confusion, on utilisera la notation Y xfg X pour désigner
(Y % X){y, 4 x,)> les diviseurs Xg et Yy étant sous-entendus. Les immersions
fermées Yo X X — Y Xy X et Y X Xg — Y X3, X se relevent en des immersions
fermées Yy xp X — (V xp X) et Y X3 Xg — (Y x X)'. On voit aussitoét que
Y x}fg X est Uouvert complémentaire de Yy xp X et Y x; Xo dans (Y x X)'.
On note U (resp. V') Pouvert complémentaire de Xy dans X (resp. Y dans V).



36 AHMED ABBES AND TAKESHI SAITO

On a un diagramme commutatif a carrés cartésiens

V<~—Vx U——U

]

log
Y<—pr1 Y x X—>pr2 X

ou les fleches horizontales sont les projections canoniques. Soient f: X — Y
un k-morphisme tel que f~1(Yy) = Xo, v: X — Y x; X son graphe. Comme
v 1Yy x5 Xo) = Xo, il résulte de la propriété universelle des dilatations (2.7)
que 7 se releve uniquement en une immersion 4'°¢: X — Y x}:g X, dite graphe
logarithmique de f.

Remarque 4.4. (i) Si dans (4.3), X = Spec(A4) et Y = Spec(B) sont
affines et Xy (resp. Yp) est défini par une équation s € A (resp. t € B), alors
Y x}fg X est le schéma affine associé a l’algebre

By Alu,u']/(t®1—-1®s-u).

(ii) Si dans (4.3), Xo et Yo sont lisses sur &, on retrouve un cas particulier
du produit logarithmique défini par Kato et Saito ([13] 4.2.4, [14] 1.1.1).

Lemme 4.5.  Les hypothéses étant celles de (4.3), supposons de plus que
Y et Yy soient lisses sur k. Alors le morphisme pry: Y x}:g X — X est lisse et
on a un isomorphisme canonique

Q%YxlogX)/X = prI(Q§/k(log Yo)),

k

ot Q%,/k(log Yy) est le faisceau des différentielles de Y sur k a poles logarith-
miques le long de Yy.

Les questions étant locales, on peut se borner au cas ou X = Spec(A)
et Y = Spec(B) soient affines et X, (resp. Yp) soit défini par une équation
s € A (resp. t € B). Alors Y x}cog X est le schéma affine associé a 1’algebre
C = B®p Au,u ']/t ®1—1®s-u) (4.4). Comme B et B/tB sont des
k-algebres lisses, la suite

0— C -5 (), ®5 C) & Cdu — Qg4 — 0,

ot p(1) = dt®1—(1®s)du, est exacte et localement scindée. Le lemme s’ensuit
par le critére jacobien.
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4.6.  Conservons les hypotheses de (4.3), supposons de plus que Y soit séparé
sur k. Soient f: X — Y un k-morphisme tel que f~1(Yy) = Xo, D un divi-
seur de Cartier effectif sur X de méme support que Xy. On peut appliquer la
construction (3.1) relativement & la projection canonique pry: Y x;%% X — X
(qui est séparée) et au graphe logarithmique 7'°%: X — Y xfg X de f; on
obtient un diagramme commutatif a carrés cartésiens

(4.6.1) Epy — (Y X2 X)py<—V xx U
D X U

En vertu de 3.5 et 4.5, si Y et Yy sont lisses sur k, on a un isomorphisme
canonique

(4.6.2) Epy = V(f*(Qyx(log ¥o)) @6y Op(D)).

Lemme 4.7.  Les hypothéses étant celles de (4.6), soient de plus T un
k-schéma, fi: X — T et fo: T — Y deux k-morphismes tels que f = fy o fi.
Supposons que fa soit plat et que le diagramme

fi1o1

D——T

| b

—_—

foi

soit cartésien. Alors Ty = f5 *(Yy) est un diviseur de Cartier sur T, et on a un
diagramme commutatif a carrés cartésiens

Efp) —— (T X3 X)(py — (T x;* X);p) —>T

“| | |

Elpy ——= (Y 2 X)(p) — (Y X, X)jp) —>Y

fa

ol on a noté E(TD) et E(YD) les diviseurs exceptionnels; de plus es est un iso-
morphisme.

On note p: T XLOgX —Y XLOgX la floche déduite de f, (4.2) et 11°8: X —
T x}fg X (resp. y'8: X —Y x}fg X)) le graphe logarithmique de f; (resp. f).
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log _

On a v p o8 (2.7). 1l résulte de 4.2 que le diagramme

2 s x —

T

D >~Y XX Y
est commutatif et ses carrés sont cartésiens. Le lemme résulte alors de 3.3.
Deuxiéme partie 2. Analyse micro-locale /-adique

85. Notations et Conventions

5.1. On désigne par k un corps parfait de caractéristique p > 0. Pour
toute k-algebre A, on note QY = (2114 /A = Qix Jk le module des 1-différentielles
absolues de A.

5.2. On désigne par R un anneau de valuation discrete complet qui est
une k-algebre. On note K le corps des fractions de R, F' son corps résiduel
qu’on suppose de type fini sur k, m son idéal maximal, = une uniformisante et
v: K* — Z la valuation de K normalisée par v(m) = 1. On pose S = Spec(R),
n = Spec(K), s = Spec(F), K une cloture séparable de K, G le groupe de
Galois de K sur K, R la cloture intégrale de R dans K, F son corps résiduel,
S = Spec(R), 7 = Spec(K) et 5 = Spec(F).

5.3. On notera que R est non-canoniquement k-isomorphe a F|[r]] (EGA
IV 0.19.6.6). Comme F' est de type fini sur k, 'endomorphisme de Frobenius
de R est fini. Par conséquent, Q} est un R-module de type fini; en particulier,
il est complet et séparé pour la topologie m-adique. D’autre part, R est une
k-algebre formellement lisse pour la topologie m-adique (EGA IV 0.22.2.2). 11
résulte alors que Q}; est un R-module libre de type fini (EGA IV 0.20.4.10);
on note d son rang.

5.4.  On pose Qk(log) le R-module des 1-différentielles logarithmiques abso-
lues défini par

(5.4.1) Ok(log) = (s @ (R®y KX))/.F

ol Z est le sous-R-module de Q}, & (R ®z K*) engendré par les éléments de
la forme (da,0) — (0,a ® a) pour @ € R — {0}. Pour tout a € K*, la classe de
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(0,1 ® a) sera notée dlog(a). Il est immédiat de vérifier que "homomorphisme
QL & R — Qk(log) qui envoie (w,a) sur w + adlogm est surjectif de noyau
engendré par (dm,0) — (0, 7). On a donc un isomorphisme canonique

(5.4.2) Ok op K = Qh(log) ®@r K.

On pose QL (log) = QL (log) @k F et on note dlog|r] la classe de dlog(r).
On voit aussitot que Qk(log) s’identifie canoniquement au quotient de QL &
(F®zK*) par le sous-F-module engendré par les éléments de la forme (da, 0) —
(0,a® a) pour a € R — {0} et @ sa classe dans F. On a alors une suite exacte
canonique

(5.4.3) 00— QL ——=QL(log) —=>F ——>0,

ou res(0,a ® b) = av(b) pour a € F et b € K*, qui est scindée par ’élément
dlog[r]. On en déduit que Q}%(log) est engendré par d éléments sur R; il est
donc libre de rang d (5.4.2).

5.5.  Pour L une extension finie de K, on pose Ry la cloture intégrale de
R dans L, ny = Spec(L), S = Spec(Rr) et v, : L™ — Q la valuation de L
qui prolonge v sur K. Pour D un diviseur (de Cartier) effectif sur Sy, on pose
Op(D) = Os, (D) ®r, Op et v (D) =v.(f), ou f € L est un générateur de
Os,(—D).

5.6. On désigne par A un anneau commutatif noethérien, annulé par un
entier inversible dans k et tel que Spec(A) soit connexe. Soit ¢ : F,, — A* un
caractere additif non-trivial. Si X est un k-schéma, on note D(X) = D(X, A)
la catégorie dérivée des complexes de A-modules sur X pour la topologie étale,
D..:(X) la sous-catégorie pleine formée des complexes de tor-dimension finie,
a cohomologie constructible. On note avec un indice ¢ la sous-catégorie pleine
de D(X) (ou DT(X), D™ (X), D°(X)) formée des complexes & cohomologie
constructible.

5.7.  Soient X,Y deux k-schémas, .Z (resp. ¢4) un faisceau étale en A-modules
sur X (resp. Y). On désigne par .#Z XY et J(4,.7) les faisceaux sur X x Y
définis par

F WG =pi(F) @4 ps5(9),
HN(G, F)=#0m(p5(9),p1(F)),
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oupr: X XY — X et po: X XY — Y sont les projections canoniques. On
utilisera abusivement les mémes notations pour designer les foncteurs dérivés
des foncteurs ci-dessus.

86. Algébrisation

6.1. Soient X un k-schéma affine et lisse, £: S — X un k-morphisme, x =
&(s), A Panneau local de X en x. On suppose que £ induit un k-isomorphisme
entre les séparés complétés des anneaux locaux A~R. On peut construire un
tel morphisme ¢ de la fagon suivante. Comme k est parfait et F' est de type fini
sur k, il existe un k-schéma affine et lisse X de corps des fonctions rationnelles
F; et comme R est k-isomorphe & F[[r]], on peut prendre X = A} x; Xy et x
le point générique d’une fibre spéciale de la projection canonique X — A,lf.

On désigne par € la catégorie des schémas pointés (X', x’) au dessus de
(X, x) tel que le morphisme structural f: X’ — X soit affine, étale et induise
un isomorphisme k(x’) ~ k(x). Pour tout objet (X’,x’) de €&, on note X|
Padhérence schématique de x” dans X’. On rappelle qu’il existe un et un unique
k-morphisme £': S — X' relevant £ car S est hensélien (EGA IV 18.6.2).

On note A" le hensélisé de A, de sorte qu’on ait un isomorphisme canonique

Spec(A™) ~ lim X'

(X' x')ee

On identifie le séparé complété de AR avec R (EGA IV 18.6.6). On désigne
par €(A®) (resp. €(R)) la catégorie des AP-algebres (resp. R-algebres) finies,
plates et génériquement étales. Par complétion, ou ce qui revient au méme par

extension des scalaires A® — R, on obtient une équivalence de catégories ([3]
3.11)

(6.1.1) ¢(A") — ¢(R).

Lemme 6.2.  Pour tout extension finie séparable L de K, il existe un
objet (X' x") de € et un morphisme fini f:Y' — X' vérifiant les conditions
sutvantes :

(1) Y/ est lisse sur k et f est étale au dessus de Uouwvert U' complémentaire
de X, dans X'

(ii) Si &: S — X' désigne le relévement canonique de &, on a un S-
isomorphisme

(6.2.1) Y' xx S~8p;

(iii) Si de plus L est une extension galoisienne finie de K, alors (6.2.1) in-
duit un isomorphisme entre les groupes d’automorphismes Autx/ (Y') =
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Autg (L). En particulier, la restriction de [ au dessus de U’ est un revétement
étale galoisien de groupe Autk (L).

Comme k est parfait, il revient au méme de demander que Y” soit lisse ou
qu’il soit régulier; donc la condition (i) résulte de (ii) quitte & remplacer X’
par un ouvert convenable contenant x’. Les propositions (ii) et (iii) résultent
de l’équivalence de catégories (6.1.1) et EGA IV 8.8.2(ii), 8.8.2.5 et 10.8.5.

Lemme 6.3.  Pour tout % € ob Dct(n), il existe un objet (X', x') de
¢ et si on note U’ ouvert complémentaire de X, dans X', 4 € ob D (U')
tel que &7,(9) ~ F, ou &': S — X' est le relévement canonique de §.

On rappelle que .# est isomorphe a un complexe borné de faisceaux
constructibles en A-modules plats sur 7. Soit L une extension galoisienne finie
de K qui trivialise chacun de ces faisceaux. Appliquant 6.2(iii), on en déduit un
complexe borné de faisceaux localement constants constructibles en A-modules
plats & sur U’ tel que &5 (9) ~ Z.

Lemme 6.4.  Le morphisme £: S — X est universellement localement
acyclique.

Le morphisme canonique Spec(A®) — X est évidemment universellement
localement acyclique. Le morphisme Spec(R) — Spec(A®) déduit de & étant
régulier (EGA IV 6.8.1), est aussi universellement localement acyclique (SGA
4 XIX 4.1). La preuve de loc. cit. dépend de la résolution des singularités en
caractéristique p, mais le théoreme de changement de base formel de Fujiwara-
Gabber ([8] 7.1.1) permet d’éliminer cette condition. En effet, la résolution des
singularités intervient dans la preuve de SGA 4 XIX 4.1 a travers le lemme 2.4,
qu’il suffit de remplacer par [8] 7.1.4.

Lemme 6.5. Soient Y un schéma, f:Y' — Y un morphisme univer-
sellement localement acyclique, F € ob D (Y) et 4 € ob DT(Y). Alors I’ho-
momorphisme canonique

"R om(F,9) — RCom(f*F, [*9Y)
est un isomorphisme.

11 suffit de calquer SGA 51 4.3.
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87. Spécialisation et Micro-Localisation

7.1.  Dans cette section, on désigne par (X, x) le k-schéma pointéet £: S — X
le k-morphisme du (6.1), par L une extension finie séparable de K et par D un
diviseur effectif non-nul de Sy,. On se donne un K-homomorphisme 7: L — K,
ce qui détermine deux points géométriques 7 — Si, et § — Sr (5.2). On note
Xo 'adhérence schématique de x dans X (qui est un diviseur de Cartier), U
louvert complémentaire de Xg dans X, f: Sy — S le morphisme structural et
i: D — S l'injection canonique.

7.2.  On pose Tp le fibré vectoriel V(Q} ®p Op(D)) sur D. Appliquons la
construction (3.6) au morphisme { o f: Sy — X; on désigne par (X x S1)(p)
la dilatation de X xj Sp le long du graphe de & o f d’épaisseur D. Comme
5*(9& /k) ~ QF, on a un diagramme commutatif canonique & carrés cartésiens

(7.2.1) TD—>(X XkSL)(D)<—X Xk ML
D St nL

7.3.  Appliquons la construction (3.6) au morphisme f; on désigne par (S Xy,
S1)(p) la dilatation de S xj Sp, le long du graphe de f d’épaisseur D. On a un
diagramme commutatif canonique a carrés cartésiens

(731) TDH(S Xk SL)(D)%SX]C nL
D St 1L

Pour le voir, il suffit de noter que & est plat et le diagramme

foi

D——S§

|k

—_—

D Eofoi

est cartésien. Donc en vertu de 3.8, on a un diagramme commutatif canonique
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a carrés cartésiens

(7.3.2) E(SD) — (S xk SL)(p) —= S
El l&m [5
Tp —— (X X, SL)(p) —= X

oll on a noté E(SD) le diviseur exceptionnel de (S x Sp)(py; de plus e est un
isomorphisme.

Remarque 7.4.  On peut développer un analogue formel de (7.3) ot 'on
remplace S X Sy, par son complété le long de D diagonalement plongé.

7.5. On pose T% — D le fibré vectoriel dual de Tp, Tp = Tp Xp &,
TZ = TE Xp S et

(7.5.1) §: DT(Tp) — D*(T})

la transformée de Fourier-Deligne associée au caractere ¢ (5.6) ([15] 1.2.1.1).
On appelle foncteur de spécialisation le long de D et on note

(752) VD : D+(S Xk ﬁ) — D+(TD)

le foncteur des cycles proches ([7] 2.1.1) pour le morphisme (S X3 S1)(p)y — SL.
On appelle foncteur de micro-localisation le long de D associé au caractére ¢
et on note

(7.5.3) pip - D (S x4 77) — DT (T})

le foncteur défini par up = Fovp.

7.6.  Soient L' une extension finie séparable de L, q: Sp» — S le morphisme
structural, D’ = ¢~!(D). D’apres 3.2, on a un diagramme cartésien canonique

(7.6.1) (S X SL/)(D/)&(S Xk SL)(D)

l |

Sy ————= 5

La restriction de g(py au dessus de Tp identifie Tp: avec Tp xp D'. Soit L' —
K un K-homomorphisme prolongeant 7 (7.1). On en déduit des isomorphismes

GDZTD’:’TD et QETZ’:)TZ
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Proposition 7.7.  Soient % un objet de Dyt (n), 1 son extension par
0as.

(i) Les complexes vp(F\KIN), pp(FIRAN), vp(H(Fg, F1)) et up(H(F,
F)) (5.7) sont de tor-dimension finie et leurs cohomologies sont constructibles.

(ii) Sous les hypothéses de (7.6), on a des isomorphismes canoniques

Tn(p(FARA)) S vp (FKRA),
7 (up(F1®A) = pup (FKA),

et de méme pour H(Fy, F1).

Reprenons le diagramme (7.3.2) et notons ¥p : D¥(X x;, %) — D*(Tp)
le foncteur des cycles proches pour le morphisme (X x Sz)(py — Sr. Il résulte
de 6.4 et SGA 4 XVI 1.1 que le morphisme de changement de base Up —
vp o{E*D) ([7] 2.1.7.2) est un isomorphisme. En vertu de 6.3, quitte & remplacer
(X,x) par un objet de &, on peut supposer qu'il existe & € ob D¢ (U) tel
que &5(9) ~ Z. Si on note % l'extension de & par 0 & X, alors 4 K A et
H(Fy, %) appartiennent & Dees(X x5 7) ([6] 1.6 et 1.7). D’apres 6.4 et 6.5,
on a (§ X idg)*(HO(F5,%)) ~ H(F5,.F). La proposition (i) résulte de ce qui
précede, [6] 3.2 et [7] 2.1.13. La proposition (ii) résulte de [6] 3.7; en effet, on
a un diagramme cartésien canonique

(X Xk SLI)(D/) —_— (X Xk SL)(D)

| |

SL/ SL

compatible avec (7.6.1).

Définition 7.8.  Soient F € ob D¢ (1), % son extension par 0 & S.

(i) Soient L une extension finie séparable de K, D un diviseur effectif non-
nul de Sp,. On pose Cp(F) le sous-schéma réduit de TE) d’espace sous-jacent le
support de pp (A (Fw, F1)), c’est a dire la réunion des supports de ses faisceaux
de cohomologie.

(ii) Soit r > 0 un nombre rationnel. Soient L une extension finie séparable
de K, D un diviseur de Sy, de valuation v, (D) = r (cf. 5.5). On pose T, = Tp,
T; = TZ et C.(Z) = Cp(.F). Ces définitions ne dépendent pas du choix de L
& un isomorphisme canonique pres (7.7).

On notera que pour % un faisceau étale constructible en A-modules plats
sur 7, Cp (%) coincide avec le support de pp(F K A).
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§8. Spécialisation et Micro-Localisation : Une Variante
Logarithmique

8.1.  Conservons les hypotheses de (7.1). On pose ©p le fibré vectoriel
V(QL(log) ®p Op(D)) sur D, X x}fg S et S xfg St les produits fibrés loga-
rithmiques relativement aux diviseurs de Cartier X, sur X, s sur S et I'image
réciproque sz, de s sur S (4.3). Comme £71(X() = s, on peut appliquer la
construction (4.6) au morphisme & o f; on désigne par (X x}fg Sr)(p) la dila-
tation de X x}fg St le long du graphe logarithmique de £ o f d’épaisseur D. Le
corps k étant parfait, X, est lisse sur k au voisinage de son point générique x.
Donc il résulte de (4.6.2) qu’on a un diagramme commutatif canonique a carrés

cartésiens
(8.1.1) Op —> (X X S1)py<— U XL
D S, nL

8.2.  Appliquons la construction (4.6) au morphisme f ; on désigne par (S x}fg

Sp)(p) la dilatation de S x}fg S, le long du graphe logarithmique de f
d’épaisseur D. On a un diagramme commutatif canonique a carrés cartésiens

(8.2.1) Op —> (S X8 SL)(py <1 Xk L
D ST, nL

Pour le voir, il suffit de noter que £ est plat et le diagramme

DT g

|k

—_—

Eofoi

est cartésien. Donc en vertu de 4.7, on a un diagramme commutatif canonique
a carrés cartésiens

(8.2.2) E(SD) — (5 X% N

TR

Op — (X x* Sp)py) — > X
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ol on a noté E(SD) le diviseur exceptionnel de (S x Zog SL)(p); de plus e est un
isomorphisme.

8.3. On pose ©% — D le fibré vectoriel dual de Op, Op = Op Xp 5,
673 = @B Xp§et
(8.3.1) §: DT (@p) — D (O})

la transformée de Fourier-Deligne associée au caractere ¢ (5.6) ([15] 1.2.1.1).
On appelle foncteur de spécialisation logarithmique le long de D et on note

vE : DY (5 %, 7) — D (@p)

. 1
le foncteur des cycles proches pour le morphisme (S x;7® S L)(py — Sr. On
appelle foncteur de micro-localisation logarithmique le long de D associé au
caractére 1) et on note

1 _ —
ppt DY (x5, 1) — D*(O))
le foncteur défini par ulgg =3Fo I/Bg.

8.4. Soient L’ une extension finie séparable de L, ¢: S, — Sp, le morphisme
structural, D’ = ¢~ (D). D’apres 4.2, on a un diagramme cartésien canonique

1 1
S Xkog SL/ — 8 Xkog SL

L,

Sp—2 5,

et le graphe logarithmique de f o g est déduit de celui de f par le changement
de base g. Il en résulte par 3.2 un diagramme cartésien canonique

4(D)

(8.4.1) (S X}ﬁog SL’)(D/) e (S Xicog SL)(D)

| |

SL/ SL

La restriction de ¢(p) au dessus de ©p identifie © pr avec ©p xp D". Soit L' —
K un K-homomorphisme prolongeant 7 (7.1). On en déduit des isomorphismes

Qp: O 56, ot gh:BY SO0

Proposition 8.5.  Soit .F un objet de Dcpe(n).
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(i) Les complezes viB(F R A), ppd(F R A), vS&(A(Fg F)),
et ,ulDog(%”(ﬁzﬁ, F)) (5.7) sont de tor-dimension finie et leurs cohomologies sont
constructibles.

(ii) Sous les hypothéses de (8.4), on a des isomorphismes canoniques

~

Th(VpE(F RA)) S vpi(F RA),
a5 (B (F RA)) S ppE(Z " A),

et de méme pour H(Fy, F).

Il suffit de calquer la démonstration de 7.7, en utilisant le diagramme
(8.2.2) au lieu du diagramme (7.3.2)

Définition 8.6.  Soit .# € ob D¢s(n).

(i) Soient L une extension finie séparable de K, D un diviseur effectif de Sp,.
On pose le)g(f ) le sous-schéma réduit de @73 d’espace sous-jacent le support
de ,ulf,g(jf (F5,F)), c’est a dire la réunion des supports de ses faisceaux de
cohomologie.

(ii) Soit r > 0 un nombre rationnel. On fixe une extension finie séparable
L de K telle qu'il existe un diviseur effectif D de Sy de valuation v, (D) = r
cf. 5.5). On pose 6, = Op, 0 = 0, et Clo8(.Z) = Cl°8(.Z). Ces définitions

p r D r D

ne dépendent pas du choix de L & un isomorphisme canonique pres (8.5).

On notera que pour % un faisceau étale constructible en A-modules plats

sur 7, Co8(.7) coincide avec le support de p\28(F K A).

89. Les Conjectures de I’Isogénie

9.1. On désigne par (G")q., la filtration de ramification supérieure de
G = Gal(K/K) et par (Gf,,)o., la filtration logarithmique définies dans [1].
On renvoie & loc. cit. pour la définition des sous-groupes G"* et Gfog.

Définition 9.2.  Soient .% un faisceau étale constructible en A-modules
sur 77, 7 > 0 un nombre rationnel.

(i) On dit que 7 est une pente critique de F si ()¢ C (ﬂﬁ)GH.

(ii)+On dit que 7 est une pente logarithmique critique de F si (Fy)%ies C
(eg‘\ﬁ)G“’g .

On notera qu'un faisceau irréductible a une unique pente critique.
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Conjecture 9.3. Soient .%# un faisceau étale constructible en A-modules
plats sur n, r > 1 une pente critique de .%. On suppose que (ﬂﬁ)Gr =0et
(fgzﬁ)awr = F5, de sorte que 7 soit I'unique pente critique de .#. Alors C,.(.#)
est un ensemble fini de points de T: ne contenant pas l’origine (cf. 7.8).

Conjecture 9.4. Soient .%# un faisceau étale constructible en A-modules
plats sur n, » > 0 une pente logarithmique critique. On suppose que (fﬁ)Glrog =
0 et (fﬁ)Glroz = 5, de sorte que r soit I'unique pente logarithmique critique
de .Z. Alors CI°8(%) est un ensemble fini de points de @: ne contenant pas
Porigine (cf. 8.6).

Ces conjectures ne dependent pas du choix de ¢ ; comme Spec(A) est
connexe (5.6), un autre choix aura pour effet de multiplier C,.(.#) et Cl°8(F)
par un entier premier a p.

9.5.  Pour tout nombre rationnel r, on désigne par m") Iidéal fractionnaire
de R formé des z € K tel que v(z) > r. On pose T = V(Q} ®r F), T le
5-fibré vectoriel dual et

(9.5.1) T, xs V(m) @p F) = T

le morphisme de multiplication. On définit de méme des variantes logarith-
miques O, ...

Définition 9.6. (i) Sous les hypotheses de 9.3, on appelle variété ca-
ractéristique de F et on note SS(.%) le cone de T" engendré par Cr(F).

(ii) Sous les hypotheses de 9.4, on appelle variété caractéristique logarith-
mique de F et on note SSiog(-#) le cone de 6" engendré par Clog( 7).

Remarque 9.7.  La conjecture 9.3 (resp. 9.4) implique que SS(.%) (resp.
SSiog(F)) est de dimension un. Ces cones ne dependent pas du choix de .

9.8. On pose

(9.8.1) HY(K) = lim HY(K,Z/nZ) ~ Hom(G, Q/7Z)

n>1

ot la limite inductive est prise relativement aux homomorphismes H* (K, Z/nZ)
— HY(K,Z/mnZ) déduits des homomorphismes -m: Z/nZ — Z/mnZ. On
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définit de méme les sous-groupes de H! (K)

(9.8.2) H' (K)[p>] = lim H'(K, Z/p™Z),
(9.8.3) HY(K)[p] = ﬂin HY(K,Z/nZ).

(n,p)=1

Pour y € HY(K), on rappelle dans (10.16) (resp. (11.15)) les définitions des
conducteurs de Swan de Kato sw(x) et rsw(y) (resp. des conducteurs de Swan
modifiés de Kato-Matsuda sw’(x) et rsw’(x)).

9.9.  Soient n > 1 un entier, y € H*(K,Z/nZ). On suppose que n est un
multiple de p et A contient une racine n-éme primitive de I'unité. On fixe un
homomorphisme injectif Z/nZ — A* tel que le composé Z/pZ — Z/nZ — A*
avec la multiplication par n/p soit le caractére 1 (5.6). On note encore x: G —
A* le caractere induit par x et .# le faisceau étale en A-modules de rang 1
associé sur 7.

Théoréme 9.10.  Les hypothéses étant celles de (9.9), supposons de
plus que sw'(x) > 1.

(i) L’unique pente critique de .F est Uentier r = sw'(x) + 1.

(ii) La congecture (9.3) est satisfaite par % . Plus précisément, C.(F) est
le point de T: défini par

—rsw/'(x): F — QL @p (m™"/m~" 1),
Ce théoréme est démontré dans la section 12.

Théoréme 9.11.  Les hypothéses étant celles de (9.9), supposons de
plus que sw(x) > 1.

(i) L’unique pente logarithmique critique de F est lentier r = sw(y).

(ii) La conjecture (9.4) est satisfaite par % . Plus précisément, C\°¢(F) est
le point de @: défini par

—rsw(x): F — Qk(log) @ (m™" /m~+),
Ce théoreme est démontré dans la section 13.

Corollaire 9.12.  Soient y € HY(K) ~ Hom(G,Q/Z), n > 0 un entier,
r un nombre rationnel tel que n < r < n 4+ 1. Alors les conditions suivantes
sont équivalentes :

(i) x € fil,H(K), le n-éme cran de la filtration de Kato (10.4.1);
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(i1) X(Glog) —0

log

(i) X(Glog) =

11 suffit de voir que si y # 0, alors x(GSW(X) ) =0 et x(G] SW(X ) # 0. ela
résulte de 9.11(i) si sw(x) > 1, et de [11] 6.1 et [1] part I 3.15 si sw(x)

Remarque 9.13.  Conservons les hypotheses de 9.9 et supposons de plus
que x soit d’ordre p, autrement dit, que .# soit un faisceau d’Artin-Schreier.
Le groupe H(K, Z/pZ) se calcule par la suite exacte d’Artin-Schreier ; en par-
ticulier, on a un homomorphisme surjectif canonique §;: K — HY(K,Z/pZ)
(10.2.1). Si f est un élément non-nul de K, le faisceau .# associé au caractere
X = 61(f) se trivialise par 'extension de K définie par '’équation XP—X—f = 0.
Posons r = —v(f) et supposons cet entier > 0 et premier & p. On verra dans la
section 10 que 'on a sw(x) = r et que rsw(y) est la classe de la différentiellle
—df, considérée comme un élément du sous-module m~"QkL (log) de Qk, dans
le quotient Qk(log) ®z (m~"/m~"T1). 1l résulte alors du théoréme 9.11 que
'unique pente logarithmique de . est r et que CI°8(.F) est le point df du fibré
cotangent logarithmique tordu Q}(log) ®g (m~"/m~"F1).

Remarque 9.14.  Soient X un k-schéma lisse, U un ouvert de X

complémentaire d'un diviseur & croisements normaux stricts, %

un faisceau
étale localement constant constructible en A-modules libres de rang un sur U.
Kato ([12] 7.1) a montré que son conducteur de Swan raffiné se globalise. Le
théoreme 9.11 montre alors que notre notion de variété caractéristique permet
de reconstruire celle de Kato localement en les points génériques du diviseur de
ramification de .%. Pour une comparaison avec I’aspect global de la théorie de

Kato, on renvoie & [2] Section 4.
Théoréme 9.15.  Les conjectures (9.3) et (9.4) sont vérifiées si F' = k.

Ce théoréme est démontré dans 14.7.

810. Ramification des Caractéres d’Artin-Schreier-Witt

10.1. Soient m > 0 un entier, W,,;1(K) 'anneau des vecteurs de Witt de
longueur m + 1. Suivant [5, 11], pour tout entier n, on pose fil, W,,+1(K) le
sous-ensemble de W,,,11(K) formé des éléments (o, .. ., x,,) tel que

(10.1.1) p™ v (x;) > —n pour tout 0 < i < m.

On obtient ainsi une filtration croissante exhaustive de W,,,11(K) par des sous-
groupes ([5] 1). On pose

GrnWerl (K) = ﬁanmH (K)/ﬁln,1Wm+1 (K)
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Soit V : W,41(K) — Wi y2(K) ’homomorphisme de décalage. On a claire-

ment
(10.1.2) V(fil, W41 (K)) C i1, W, 12(K).
10.2. Soit F : W11 — W,,,41 'endomorphisme de Frobenius. La suite

exacte de ng

0——> Z/pm-HZ Wm+1 F-1 Wm+1 — =0

induit par passage a la cohomologie un homomorphisme connectant surjectif
(10.2.1) 6mi1 : Wit (K) — HY(K, Z/p™ 7).
On vérifie immédiatement que le diagramme

Om+1

(10.2.2) Wit (K) —> HY(K, Z/p™+17)

Vl l

Wont2(K) e HY(K,Z/p™+27)
m+2
est commutatif.

10.3. On pose
(10.3.1) fil, HY (K, Z/p™ ' Z) = 6my1 (il, Wy 1 (K)).

On obtient ainsi une filtration croissante exhaustive de H'(K,Z/p™'Z). On
note

Gr,H'(K, Z/p"*'Z) = fil,H' (K, Z/p™ "' Z) /fil, H' (K, Z/p" ' Z).

10.4.  Envertude (10.1.2) et (10.2.2), (10.3.1) définit par passage a la limite
inductive une filtration croissante exhaustive (fil, H! (K)[p®°])nez de H (K)[p™]
(cf. 9.8). Pour n > 0, on pose

(10.4.1) fil, H'(K) = HY(K)[p] + fil, H' (K)[p™].

Pour n > 1, on a
(10.4.2)
Gr,H'(K) = fil, H*(K) /fil, _ H' (K) ~ fil,H' (K)[p™]/fil,,_ 1 H* (K)[p>].
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10.5. Soit F : Wey1Q% — WL I'endomorphisme de Frobenius du com-
plexe de de Rham-Witt. L’homomorphisme
(10.5.1) F™d: W1 (K) — Qf

est donné par la formule

m

(10.5.2) Fd(wo, ..., xm) = > 2l 'dx,.
i=0
En effet, posons = (xg,...,Zm) et 24 = (21,...,2m,), de sorte que x =

zo + V(z4). En vertu de la relation FdV = d : W,,,(K) — W,,,Q% ([9] I
(2.18.3)), on a F™d(z) = F™d(xo) + F™'d(zy ). 11 suffit donc de vérifier que
F7d(zo) =z~ 'dxo, ce qui résulte de [9] T (2.18.5).

10.6. On définit une filtration croissante exhaustive de Q) en posant, pour
tout n € Z, fil,Qk I'image du morphisme canonique Q%(log) ®p m™" — Q1.
On a alors

Gr,Qk = fil, Q% /fil, 10k ~ QL (log) ®p (m™"/m~"T1).
Il est clair que
(10.6.1) F™d(fil, W,,11(K)) C fil, Q.
On en déduit un homomorphisme canonique
(10.6.2) gr, (F™d) : Gr,W,,41(K) — Gr,Qk.
Il résulte de (10.1.2) et la relation F*1dV = F"d : W,,, 11 (K) — Q} qu'on a
(10.6.3) gr, (F™d) = gr,,(F™'d) o V.

Proposition 10.7 ([11] 3.2).  Pour tout entier n > 1, il existe un et un
unique homomorphisme

(10.7.1) Ymp : Gr, HY (K, Z/p™ 7)) — Gr, Q5
rendant commutatif le diagramme suivant :

—gr, (F™d
(10.7.2) Gy W1 (K ) ——2 7D

Gr, Q)
grn(5m+1)l

Gr,HY (K, Z/p™1Z)
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L’homomorphisme 6,1 induit un isomorphisme

fil, Wiy 1 (K)
fil,,—1 W1 (K) + il, W, 1 (K) N (F — DWp 1 (K)

~ Gr,H (K, Z/p" 7).

Il suffit donc de montrer que
(10.7.3) F™d(fil, W,y 1 (K) N (F — 1)W,,41(K)) C fil, Q5.

Soient s > 1 un entier, y € filyW,,,11(K) — fils_1W,,11(K). On vérifie
facilement que F(y) € fil,s W41 (K) — fil,s1 W41 (K); dot ¢ = F(y) —
y € fil,sWyq1 (K) — fil,s—1 W41 (K). On conclut que si ¢ = F(y) —y €
fil, W11 (K) alors y € ﬁl[%]WmH(K), ou [—] est la partie entiere. La relation
dF = pFd : Wy, 19(K) — W, 11Q% ([9] I (2.18.2)) entraine que F™d(z) =
—F™d(y). L'inclusion (10.7.3) résulte alors de (10.6.1) puisque [3] < n —1
pour n > 1.

10.8.  Soit n > 1 un entier. Il résulte de (10.2.2), (10.6.3) et 10.7 qu’on a un
triangle commutatif

(1081) GrnHl(K, Z/perlZ) Ym,n

pl Vmt1,n
Gr, HY(K,Z/p™27)

Gr, Q3

Le foncteur “limite inductive” étant exact & droite, on en déduit un homomor-
phisme

(10.8.2) ¥y : Gr, H(K) — Gr, Q.

10.9.  Pour tout entier ¢ > 0, on pose ZIQ% = ker(d : Q% — Q%) BIQs, =
d(Qg),

(10.9.1) Cc Q4 S HYOQY) = 2903, /BIOS

I'isomorphisme de Cartier inverse, C: Z1Q%, — Q% Dopération de Cartier. Pour
tout entier » > 0, on considere les sous-groupes

B, Q% C 2,9% c Q%

définis dans [9] 0 (2.2.2). On note C": Z,Q%. — Q% Popération de Cartier itérée
r fois.
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Lemme 10.10.  Soient (y1,...,y.) une p-base de F, I. = {0,...,p —
1}, I' = I, — {(0,...,0)}. Pour k = (ki,...,k.) € I, on pose y& = T[_, y/*.
Soit r > 1 un entier. Alors tout élément de B,QL peut s’écrire d’une unique
maniere sous la forme

(10.10.1) 3 ng;l(yﬁ)pj ) kidyi7

0<j<r—1kel’ 1<i<e i

ot xy; (pour0<j<r—1etkel]) sont des éléments de F.

L’énoncé est immédiat pour r = 1. Par définition, (10.9.1) induit un iso-
morphisme C™1: BTQ}V = BTHQ}?/BlQ};. Le lemme s’en déduit par récurrence
sur 7.

10.11.  Soit n = mp” un entier > 1 tel que r > 0 et (m,p) = 1. On pose
Qn C Byy1Q% © Z, F le sous-groupe formé des éléments («, 8) tel que

(10.11.1) mC" () = —dC" ().

Observons qu'un élément 3 € F appartient a Z,F si et seulement s’il existe
v € F tel que 8 =~?". Donc (10.11.1) est équivalente & la condition mC”(a) =
—dy et on a la suite exacte
(10.11.2) 0 — B,Qh —— Q, —
ou i(a) = (a,0) et j(a, B) = B.

Compte tenu de (10.6.1), on définit ’homomorphisme de groupes

7. F 0

(10.11.3) tor: Qn — Qp(log) @p (m™"/m~ ") ~ Gr, Q
par la formule

(10.11.4) tn,x (v, B) = (a+ pdlog[n]) @ [17"]

ot [r7"] € m~"/m~"*+1 désigne la classe de 7~ ".

Lemme 10.12.  Soit n = mp" un entier > 1 tel que r > 0 et (m,p) = 1.

(i) L’homomorphisme t, . est injectif d’image dans Gr,Q3 indépendante
du choiz de 7 ; on la note BGr, QL.

(ii) Avec les notations de (10.10), tout élément de BGr,Q} peut s’écrire
d’une unique maniére sous la forme
(10.12.1)

> Y A6 S ke e — e dlogla] | @ [

0<j<r—1kel’ 1<i<e Y
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ot xp; (pour0 < j<r—1etkell) etx sontdes éléments de F.

(i) L’injectivité est évidente. Soient (o, ) € Qn, v € F tel que v*" = f3,
a € F*,a € R* un relevement de a. On a alors a " = (a~™y)?" € Z,F;
a~"Bdlog(a) € Z,Q% ([9] 0 2.8.8) ;

a "a+a "pdloglar] =a " + a""pdlog(a) + a~ " Bd logw];
mC"(a "o+ a""fdlog(a)) = ma~"C"(a) + ma~"ydlog(a)
=—a""dy+mya " tda = —d(ya™™).

On en déduit que (¢ "a + a "fdlog(a),a "F) € Q, et
(10.12.2) tna(a, B) =ty ax(a™ "o+ a™"Bdlog(a),a™"F),

ce qui acheve la preuve.
(i) Cela résulte de 10.10.

10.13.  Soit n = mp” un entier > 1 tel que » > 0 et (m,p) = 1. On pose
M_1 = 0 et pour tout entier j > 0, M; I'image de ;41 (fil, W,;4+1(K)) dans
Gr,H'(K) (10.2.1). Les M; forment une filtration croissante exhaustive de
Gr,H!(K). Pour a € K et j > 0 un entier, on pose 0;(a) = §;+1((a,0,...,0)) €
H!(K). On a clairement

(10.13.1) 0;(a?) = 0;(a).

Pour tout = € Mj, il existe a € K tel que p’v(a) > —n et © — 0;(a) € M;_;.
On en déduit que M, = Gr,H!(K), et pour tout 0 < j < r, §; induit un
homomorphisme surjectif de groupes

(10.13.2) m T VM
Sir>1,0<j<r—1letaecm™ ' alors 6;(a?) = 0;(a) €
fil,,;,H'(K) C fil,_1H'(K); d’oti la classe de 6;(aP) est nulle dans M;.

Proposition 10.14 ([11] 3.2 et 3.3).  Pour tout entier n > 1, le mor-
phisme 1, (10.8.2) induit un isomorphisme

Yy, Gr, HY(K) = BGr, Q.

On écrit n = mp” avec 7 > 0 et (m,p) = 1. On fixe pour tout élément
z € F un relevement T € R. Reprenons les notations de (10.10), de plus, pour
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k= (ki,...,ke) € I, posons y& = [];_, gjf En vertu de 10.12, il existe une et
une unique application

pn : BGr, QL — Gr,H'(K)
qui envoie I’élément (10.12.1) sur la classe de (cf. 10.13)

(10.14.1) ST N 0@ ) 4 6@ ™).
0<j<r—1kel,

11 résulte de 10.13 que P’application p,, est surjective; noter que dans (10.14.1),
on peut se limiter & des sommes pour k € I (plutét que k € I..).
Pour 0 <j <r—1,a € R etalaclasse de a dans F, on a les relations

(10.14.2)  gr, (Fid)((ax~"""",0,...,0)) = (@ ~'da) ® [x "]
(10.14.3)  gr, (F"d)((axr™™,0,...,0)) = (@ ~*da — ma? dlog[r]) ® [x "

dans BGrnQ}(. On en déduit aussitot que v, o p, est 'identité de BGrnQ}(.
Comme p,, est surjectif, ¥, et p,, sont des isomorphismes inverses I'un de 'autre.
En particulier, p, est un homomorphisme de groupes qui ne dépend d’aucun
choix.

Remarque 10.15.  On n’utilisera de 10.14 que l'injectivité de .

Définition 10.16.  Soit x € H!(K). On appelle conducteur de Swan de
X et on note sw(x) le plus petit entier n > 0 tel que x € fil, H!(K).

Sisw(x) > 1, on appelle conducteur de Swan raffiné de y et on note rsw(x)
I'image de la classe de x par 'homomorphisme

d)SW(X): GI‘SW(X)Hl(K) — GI"SW(X)Q}(.

§11. Ramification des Caractéres d’Artin-Schreier-Witt :
la Variante de Matsuda

11.1. Soit m > 0 un entier. Suivant [16], pour tout entier n > 0, on pose
(11.1.1) A1) W1 (K) = V= (61, W (K)) + fil, W1 (K,

ott m’ = min(ord,(n + 1), m + 1). Il résulte de (10.1.2) que (fill, W41 (K))nen
est une filtration croissante exhaustive de W, +1(K). Pour n > 1, on note

G, W1 (K) = B W (K) /8L, W (K.

Lemme 11.2.  Pour tout entier n > 0, on a V(fil,W,,11(K)) C
fill Wi0(K).
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Si min(ord,(n + 1), m 4+ 1) = min(ord,(n + 1), m + 2), Passertion résulte
aussitot de (10.1.2). Sinon, ord,(n + 1) > m + 1, auquel cas fil,W,,,1(K) =
fil, 1 W1 (K) et ill, W, 2(K) = fil,,11W,,12(K); donc l'assertion résulte
encore de (10.1.2).

11.3. Pour tout entier n > 0, on pose (cf. (10.2.1))
(11.3.1) i, H (K, Z/p"™ ' Z) = 61 (AL, W11 (K)).

On obtient ainsi une filtration croissante exhaustive de H' (K, Z/p™*1Z). Pour
n > 1, on note

GT:LHl(K7 Z/pm+1Z) = ﬁllnHl (K’ Z/perlZ)/ﬁl%_lHl(K, Z/pm+1Z)

11.4. En vertu de (10.2.2) et 11.2, (11.3.1) définit par passage a la limite
inductive une filtration croissante exhaustive (fil, H* (K)[p™]),en de H (K)[p™]
(cf. 9.8). Pour n > 0, on pose

(11.4.1) fil, H' (K) = H' (K)[p'] + fil, H' (K)[p*].

Pour n > 1, on a
(11.4.2)
Grl, H' (K) = fil,, H' (K) /fil, _;H' (K) ~ fil,, H' (K)[p*] /A, _ H' (K)[p™].

11.5.  On définit une filtration croissante exhaustive de QL en posant, pour
tout n € Z, fil;, QL I'image du morphisme canonique QL @ pm=""! — QL. On
a alors
(11.5.1) Grl, QL = fil, QL /fil, QL ~ QL @p (m™"" 1 /m™").

Lemme 11.6.  Pour tout entier n > 0, on a

Fd(fil, W41 (K)) C fill, QL.

Comme dlog(x) € m~1QL pour tout z € KX, la relation (10.5.2) entraine
que

(11.6.1) F™d(fil, W,,,1(K)) C fil,Qk.

Posons m’ = min(ord,(n+1),m+1) et montrons que F™dV™ =" (fil,, ;W
(K)) C fil,Q%. On peut se borner au cas ot m’ > 1. Compte tenu de la
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relation Fdvm™ti=m" — pm'=1q . W, (K) — QL. il suffit de montrer que si
m+ 1 <ord,(n+ 1), alors

(11.6.2) F™d(fil, 1 W11 (K)) C fill, Q.

Soit (zg,. .., 2m) € fily1Wpi1(K). Si p™ tv(z;) = —n — 1 pour un entier
0 < i < m, alors v(z;) est un multiple de p car ord,(n + 1) > m + 1; donc
dlog(z;) = 0. L’inclusion (11.6.2) s’ensuit compte tenu de (11.6.1).

11.7. En vertu de 11.6, pour tout n > 1, Fd induit un homomorphisme
canonique
(11.7.1) gr! (F™d) : Gr),W,,11(K) — Gr}, Q%

Il résulte de 11.2 et la relation F™*1dV = F™d : W,,11(K) — QL qu'on a
(11.7.2) grl (F™d) = gr/ (F""d) o V.

Proposition 11.8 ([16] 3.2.1).  Pour tout entier n > 1 (resp. n > 1 si
p # 2), il existe un et un unique homomorphisme

(11.8.1) G 2 Gr,HY (K, Z/p™ T 7Z) — Grl, Q)
rendant commutatif le diagramme suivant :

—gr;, (F™d)
(11.8.2) Gr),W,11(K)

grl (Sm+1) l /

Gr HY(K,Z/p™*1Z)

Gr;Q}(

L’homomorphisme d,,+1 (10.2.1) induit un isomorphisme

ﬁl;wm—&-l(K)
fill, s W1 (K) 4 i, Wy 1 (K) 0 (F = D)W 44 (K)

~ Gr, H (K, Z/p" 7).

Il suffit donc de montrer que
(11.8.3) F™d(fil, W11 (K) N (F — 1)W,,11(K)) C fil,_;QF.

Soit y € Wyi1(K) tel que 2 = F(y) —y € fil,W,,11(K). Comme z €
fily 1 Wipg1 (K), alors y € filjnar, Wi 1 (K) C ﬁl’n_H]WmH(K), ou [—] est
la partie entiere (voir preuve de 10.7). La relation dF = pFd : W,,42(K) —
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W12k ([9] 1 (2.18.2)) entraine que F™d(x) = —F™d(y). L’inclusion (11.8.3)

résulte alors de 11.6 puisque [”*1] < n—1 sous les hypotheses de la proposition.

11.9. Soit m > 1 un entier (resp. n > 1 si p # 2). Il résulte de (10.2.2),
(11.7.2) et 11.8 qu’on a un triangle commutatif

(1191) Grranl([(7 Z/pm+1Z) Pm,n

-p

Gr, HY(K,Z/p™2Z)

Gr,,

Le foncteur “limite inductive” étant exact a droite, on en déduit un homomor-
phisme

(11.9.2) ¢ : Gri,HY(K) — Gr! Q.

11.10. Soient n > 1 un entier, » = ord,(n + 1), " = ord,(n). On pose
BGr, Q) le sous-groupe de Gr}, Q) ~ QL ®rm™""1/m™ (11.5.1) engendré
par les éléments de I'une des formes suivantes

a® ~'da ® 77" (pour 0<j<r—1), o dr®[x "

ot a € R et [r~ "] désigne la classe de 7" L. Por 0 < j<r—1,a € Ret
be R*, on a

bn+1apj—1da — (b(n+l)p7j ) d(b (n+1)p ja)

e d(b ) = (5" a)? dr mod .

Donc BGr;,Q}; est indépendant du choix de 7.

Lemme 11.11.  Soient n > 1 un entier, r = ord,(n + 1), 7' = ord,(n).
Soient (by,...,b.) des éléments de R relevant une p-base de F', I. ={0,...,p—
1}, I' = I. — {(0,...,0)}. Pour k= (ki,...,k.) € L., on pose bk = []5_, b¥i.
On fixe pour chaque élément x de F' un relévement T dans R. Alors tout élément

/ ;. . .
de BGr, QL peut s’écrire d’une unique maniére sous la forme

(11.11.1) Y@ ey Y k—+~? "dr | @ [rm1

0<j<r—1kel] 1<i<c

otz ; (pour0<j<r—1etkel]) eta sont des éléments de F.
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L’assertion est immédiate si 7 = 0. Supposons 7 > 1; donc 7’ = 0 et on a
une suite exacte (dépendante du choix de )

(11.11.2) 0 — F — BGr, Q) — B,.Q% — 0.

La proposition résulte alors de 10.10.

11.12.  Soient n > 1 un entier, r = ord,(n + 1), 7’ = ord,(n). On a

A1, W1 (K) = il 11 Wi (K) (pour 0 < j <7 —1),
fill, W, 1 (K) = il, W1 (K) + VITfil, W, (K) (pour j > 7).

On pose M’ = 0 et pour tout entier j > 0, M} I'image de d;11(fil, W, 1 (K))
dans Gr, H'(K) (10.2.1). Les M} forment une filtration croissante exhaustive
de Gr;H!(K) (11.2). On rappelle que pour a € K et j > 0, on a noté 6;(a) =
§;+1((a,0,...,0)) € HY(K) (10.13).

Supposons d’abord que r > 1; donc 7/ = 0 et M/_; = Gr/,H!(K). Si
0<j<r—1letaecm ™D alors 6;(a) € fil,H (K) et sa classe dans
Gr,H!(K) appartient évidemment & M. On voit aussitot que 6; induit un
homomorphisme surjectif de groupes

(11.12.1) m~ (P A

On a fil, ;W;1(K) = fil,_1W;1(K) pour tout j > 0. Donc le noyau de
(11.12.1) contient m~ P+l 4 1 < j <r — 1, et m "+ si j = 0.

Supposons ensuite que r > 1 et (n > 1 pour p = 2);donc n+1 < p(n—1).
Sio<j<r—1letaem P alors 0;(a?) = 0,(a) (10.13.1) et 0;(a)
fil;, HY(K); d’ot la classe de 0;(aP) est nulle dans M.

Supposons enfin que r = 0; alors M/, = Gr,H!(K). On a

fily, s W1 (K) = fil, W1 (K) = fil, W41 (K) (pour 0 < j <7 — 1),
ﬁl;ilw,,‘lJr](K) - V(ﬁanT/ (K)) + ﬁln,1WT/+1(K).
On en déduit que M} =0 pour 0 < j < 7" —1, et 'application déduite de 6,
(11.12.2) mo /m—"ff“+1 — M/,

est un homomorphisme surjectif de groupes.

Proposition 11.13 ([16] 3.2.3).  Pour tout entier n > 1 (resp. n > 1 si
p # 2), le morphisme ¢, (11.9.2) induit un isomorphisme

¢n: Grl,H(K) = BGr,, Q.
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On pose r = ord,(n + 1) et ¥’ = ord,(n). Avec les notations de 11.11, il
existe une et une unique application

kin s BGr!, Q% — Gr,H'(K)

qui envoie I’élément (11.11.1) sur la classe de (cf. 11.12)

» s 1 _ !
(11.13.1) > 0@ pEam Py @ ).
0<j<r—1kel’ - np

Il résulte de 11.12 que l'application k, est surjective; on distinguera les cas
r =0, et r > 1 qui entraine que r’' = 0.
Pour 0 <j<r—1eta€ R, on ales relations

(11.13.2) g’ (Fd)((ar~ D27 0,...,0)) = (a” 'da) ® [ "]
(11.133) g, (F"d)((anr",0,...,0)) = —(np~" a?" dr) ® [x""}]

dans BGr, Q. On en déduit aussitot que ¢, o 5, est l'identité de BGr] QL.
Comme k,, est surjectif, ¢,, et ,, sont des isomorphismes inverses I'un de I'autre.
En particulier, x,, est un homomorphisme de groupes qui ne dépend d’aucun
choix.

Remarque 11.14.  On n’utilisera de 11.13 que l'injectivité de ¢,.

Définition 11.15.  Soit y € H'(K). On appelle conducteur de Swan
modifié de x et on note sw’(x) le plus petit entier n > 0 tel que y € fil, H(K).
Sisw(yx) > 1 (resp. sw(x) > 1 et p # 2), on appelle conducteur de Swan
modifié raffiné de x et on note rsw’(x) I'image de la classe de x par ’homo-
morphisme
Dsw () Ol H' (K) — Gl Q-

§12. Démonstration du théoreme 9.10

12.1. Nous démontrons en premier lieu des résultats préliminaires sur les
vecteurs de Witt. On définit une suite de polynémes @, € Z[%][Xo, XY,
.., Y] (pour n € N) par la relation de récurrence

n

(12.1.1) PIFACAIER OILENED IS A DI/
=0 i=0

=0

Le lemme suivant est immeédiat.
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Lemme 12.2. (i) Le polynéme @y, appartient a l'idéal de Z[Xo, . .., Xy,
Yo, ..., Y,] engendré par (Yo,...,Y,), et la différence Q,, — > i, anilYi ap-
partient & l'idéal engendré par (Y;Y;)o<i j<n-

(ii) Si on affecte a la variable X; le poids p* et a la variable Y; le poids 0,
le polynome Q,, devient homogéne de degré p™.

(iii) Soient A un anneau commutatif, © = (o, ..., Zn), ¥ = (Yo,---,Yn)
deuz éléments de A" L. Posons z = x;(1+y;) et 2’ = (xf,...,2). On a alors
la relation suivante dans W, 11(A)

-z = (QO(Q:?y)a Ql(ﬂ?,y), EREE) Qn(a:,y))

12.3.  Dans cette section, on désigne par (X, x) le k-schéma pointé et £: .S —
X le k-morphisme du (6.1), par D un diviseur effectif de S. On note Xj
Padhérence schématique de x dans X (qui est un diviseur de Cartier) et U
Pouvert complémentaire de Xy dans X. On pose r = v(D) (5.5), Tp =
V(Qk ®r Op(D)) et Tp = Tp xp 5. Appliquons la construction (3.6) au
morphisme &; on désigne par (X xj S)(p) la dilatation de X x; S le long du
graphe de £ d’épaisseur D. On a alors un diagramme commutatif canonique a
carrés cartésiens

(12.3.1) Tp —— (X xx S)py<=— X xp 1
D S n

On note & le point générique de Tp, Ri le séparé complété de 'anneau local
de (X x3, 5)(p) en £ (qui est un anneau de valuation discrete), K son corps des
fractions, mg son idéal maximal. La projection canonique (X xx S)(py — S
étant lisse, elle induit un homomorphisme u: R — Rk vérifiant mg = u(m)Rk.
On note encore v: K* — Z la valuation qui prolonge v sur K (5.2). Compte
tenu de I'interprétation modulaire de T p, le point s est uniquement déterminé
par un R-homomorphisme

(12.3.2) t: Qk — mg/mi’.

Appliquant le produit tensoriel @ z(m~""!/m~") (pour n € Z), on obtient un
F-homomorphisme

(12.3.3) tn: Grl, Q) — my " fm " = G, W (K).

La premiere projection (X x; S)(py — X envoie x sur x. On en déduit un
second homomorphisme v: R — Rkg.
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Lemme 12.4. (i) Pour tout x € R, on a v(z) —u(z) € mg et
(12.4.1) v(z) —u(z) = t(d(z)) mod my''.

(i) Pour tout x € K*, on a

(12.4.2) v (Zgi; - 1> > 1.

(iii) Supposons r > 2. Alors on a, pour tout x € K*,

(12.4.3) —1=to(dlog(x)) mod mg.

L’assertion (i) est évidente. L’assertion (ii) est évidente pour les unités
et les uniformisantes de R; elle résulte en général de la relation, pour tout
r,ye K,

(1244)  o(ay) - ulzy) = v(@)(y) - u(y)) + uy) () - u()).

11 résulte encore de cette relation que si (12.4.3) est satisfaite par x et y, elle
I'est aussi par 1/x et xy, car r > 2. Comme (12.4.3) est satisfaite par les unités
et les uniformisantes de R, elle est alors satisfaite en général.

Lemme 12.5. Supposons r > 3. Soient m,n > 0 deux entiers, T =

(x07"~7xm) € ﬁlf/nwm+l(K); Yy = (y07"'7ym) € Km+1; ot Yi = % —1 si

z; 0 ety; =0 sixz; =0. Alors on a
(12.5.1) P (Qi(u(x), y)) > —n 4, V0<i<m,
(12.5.2) v(Qm(u(x),y))>-—n+r—1,

m .
(12.5.3) v | Qm(u(z),y) —me Jyj >—n+r
=0

Soit 0 < ¢ < m un entier. Si z € fil, W,,+1(K), alors
P Qi(u(),y) = —n+p™ T (r = 1)
en vertu de (12.4.2) et 12.2, ce qui démontre (12.5.1) et (12.5.2). De méme, on a

m .
v | @m(ulz),y) - fom in >-—n+2(r—1)>-n+r,
=0

ce qui prouve (12.5.3).
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Soit & € V™= (fil,, Ly W (K)) C il g Wopg1 (K), olt m/ =inf(ord,(n+
1),m+1).Ona

i
i—j

p" v [ Qi(u(z),y) — Zm? yi | >-n—1+2p""(r—1) > —n+r,
=0

ce qui démontre (12.5.3). On dira que i est ordinaire si p™ iv(z;) > —n; i est
exceptionnel si p™ v (z;) = —n — 1. Si i est exceptionnel, alors i > m+1—m’;
donc ord,(v(z;)) > 1 et v(y;) > r (12.4.3). Soit 0 < j < 4. Si j est ordinaire,
alors n

pm_iv(xé-’ Jyj) > —n+p" i (r—1).
Si j est exceptionnel, alors

D 'v(:c’?i_jyj) > —n—14pm
Les relations (12.5.1) et (12.5.2) s’en déduisent aussitot.

Remarque 12.6. 1l résulte de la preuve de 12.5 que la condition r > 2
suffit sauf peut étre pour (12.5.3) si z ¢ fil,, W, 11 (K).

Proposition 12.7.  Supposons r = v(D) > 3. Pour tout entiers m > 0
et n >r —1, ’homomorphisme de groupes

(12.7.1) v—u: Wy (K) = W1 (K)

envoie fill, W, 11(K) dans fil,,_,11W,,,41(K) et le diagramme

(12.7.2) G W1 (K) — o Gty W ()
gr'(Fmd)l Tgr(Vm)
GI‘;LQ}( P Grn_r+1W1 (K)

est commutatif.
Cela résulte de 12.2(iii), 12.5 et (12.4.3).

Lemme 12.8.  Supposons r = v(D) > 2. Soient n > 1 un entier pre-

mier a p, x € HY(K, u,). Alors on a v*(x) = u*(x) dans H*(K, ).

En vertu de (12.4.2), pour tout z € K*, v(z)/u(z) € 14+mg ; c’est donc une
puissance n-eme de Rg. La proposition résulte alors de la théorie de Kummer.



ANALYSE MICRO-LOCALE ¢-ADIQUE EN CAR. p 65

Proposition 12.9.  Soient n > 1 un entier, n’ le plus grand diviseur
de n premier a p. On suppose que K contient une racine primitive n'-éme de
lunité. Soit x € HY(K,Z/nZ) tel que sw'(x) > 2 et r = v(D) = sw/(x) +
1. Alors n est un multiple de p et v*(x) — u*(x) est limage de l’élément
—tsw (x) (15W' (X)) par ’homomorphisme composé

Ree/msc — HY, (Spec(Ry/mx), Z/pZ) ™ HY, (Spec(Ry), Z/pZ)
— HY(K, Z/pZ) — H'(K, Z/nZ),

ot la premiere fléche est ’homomorphisme d’Artin-Schreier et la derniére fléche
est induite par la multiplication par n/p sur les coefficients.

Cela résulte de 12.7 et 12.8.

12.10.  On conserve dans la suite de cette section les hypotheses de (12.9),
de plus on fixe un homomorphisme injectif Z/nZ — A* tel que le composé
Z/pZ — Z/nZ — A* avec la multiplication par n/p soit le caractere ¢ (5.6).
On considére —rsw’(y) comme un F-point de Tj, ou de facon équivalente
comme une forme linéaire f: Tp — Al. On pose &, = f*(%,), olt Ly est le
faisceau d’Artin-Schreier associé & ¢ ([15] 1.1.3). On désigne par .Z# le faisceau
étale localement constant constructible en A-modules de rang 1 sur 7 associé
au caractere x. En vertu de 6.2, quitte & remplacer (X, x) par un objet de €&,
il existe xy € HY(U,Z/nZ) tel que &;(xu) = x. Posons ¢ le faisceau étale
localement constant constructible en A-modules de rang 1 sur U associé au
caractere xp.

Comme r = v(D) > 3, Xo x 1 est fermé dans (X xz S)(py (3.7). Soit
(X xp S){py l'ouvert complémentaire de Xo xj 7 dans (X Xj 5)(p), de sorte
qu’on ait un diagramme commutatif canonique a carrés cartésiens

Tp — (X XkS)FD)<—UXk77

.

D S n

On note ¥p : DY (U x3 1) — D1 (Tp) le foncteur des cycles proches.

Proposition 12.11.  Le complexe V(S (F,9)) (5.7) est isomorphe
Z[0].

Le morphisme (X xj S)E’D) — S étant lisse, il suffit de montrer que
H(F,9) se prolonge en un faisceau localement constant constructible sur
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(X xg S)‘(’D) dont la restriction & Tp est isomorphe a %, . Cela résulte de 12.9
par le théoréme de pureté de Zariski-Nagata (SGA 2 X 3.4) et SGA 1V 8.2.

12.12.  Soit L la sous-extension de K fixée par le noyau du caractere y: G —
Z/nZ. En vertu de 6.2, quitte a remplacer (X,x) par un objet de €&, il existe
un morphisme fini f: ¥ — X et un diagramme cartésien

(12.12.1) I

|y

ST 4

tels que p induise un isomorphisme entre les groupes d’automorphismes
Autx (Y) ~ Autg (L) = Z/nZ et f soit étale au dessus de U de classe xy €
HY(U,Z/nZ). Donc Y a un unique point y au dessus de x, et son anneau local
complété est isomorphe a Ry. On désigne par H(p) le schéma défini par le
diagramme cartésien

Hp) Y xS

f(D)l/ lkas

(X %1 8){p) —= X x; S

par HED) la normalisation de H(py x5 Sy, dans Yy xj 7y, et par f(’D): HED) —
(X xp S)E’D) X Sr, le morphisme déduit de f(p).

Proposition 12.13. (i) Le morphisme f(’D) est étale, et il induit un
revétement étale non-trivial de Tp xg Sp.
(i) On a x(G"™) =0 et x(G") #0, our =sw'(x) + 1.

(i) Soit &’ le point générique de Tp x g St,. Le complété séparé de 'anneau
local de (X xj S)p)y xs Sp en &' s’identifie & Rx ®p Ry. Il résulte de 12.9
que f(' p) est étale en tout point au dessus de k' et le revétement étale induit
par f(’D) au dessus de £’ est non-trivial (11.13 et 11.14). On en déduit par le
théoreme de pureté de Zariski-Nagata que f(’ p) est un revétement étale.

(ii) On sous-entend par complété formel d’un S-schéma son complété for-
mel le long de sa fibre spéciale. Considérons le diagramme cartésien

(12.13.1) S, 2>V x;, S

e

S?XX]CS
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induit par (12.12.1), ol v est le graphe de . On note X (resp. ) le complété
formel de X xS (resp. Y x; S) et X'e (resp. 28) sa fibre rigide au sens
de Raynaud. Pour tout nombre rationnel j > 0, on désigne par %E}g) (resp.

@8‘%) le voisinage tubulaire de « (resp. 6) de rayon j ([1] part IT 1.2); c’est un

sous-domaine affinoide de X™& (resp. 9'¢). On a @8‘% = f{z;g) X prig YTE; on
note f&l% @Eg) — %ag) la projection canonique. Le complété formel de (X xj
S)‘(’D) est un modele formel de %Elrg) Les morphismes f(p) et f(' D) étant finis,
leurs complétés formels sont alors des modeles formels des morphismes f(rg et

f(rg ®xk L respectivement. La filtration (G7);cq., de G est définie dans [1] de

sorte que ‘ .
(Z/n2)/x(G) = mo(D}E 7).

ou le terme de droite désigne I’ensemble des composantes connexes géométriques
de @E;g) Par conséquent, la proposition (ii) résulte de (i) ([1] part I, 4.3).

12.14.  Venons maintenant & la preuve du théoreme 9.10. Soit k& une cloture
algébrique de k. Il suffit de démontrer 9.10 apres avoir remplacé S par une
composante connexe de S;. Donc on peut supposer que K contient une ra-
cine primitive n’-eéme de I'unité, ou n’ est le plus grand diviseur de n premier
a p. Il résulte alors de 12.13(ii) que r = sw’(x) + 1 est 'unique pente cri-
tique de .#. Compte tenu de la démonstration de 7.7, on a un isomorphisme
canonique vp(J(Fq, F1)) ~ Up(H(F,9)); donc en vertu de 12.11, on a
vp(H(Fm, F1)) ~ 2, [0]. Par ailleurs, il résulte par exemple de [15] 1.2.3.2 et
1.2.2.1, que la transformée de Fourier du faisceau .2, = f*(.Z) est un faisceau
de support la section de T, associée au morphisme f: Tp — Al (c’est & dire
la section —rsw’()), d’ott 'assertion 9.10(ii).

§13. Démonstration du Théoréme 9.11

13.1.  Dans cette section, on désigne par (X, x) le k-schéma pointé et £: S —
X le k-morphisme du (6.1), par D un diviseur effectif de S. On note X
Padhérence schématique de x dans X (qui est un diviseur de Cartier) et U
Iouvert complémentaire de Xy dans X. On pose X x;og S le produit fibré lo-
garithmique relativement aux diviseurs de Cartier Xy sur X et s sur S (4.3),
r = v(D) (5.5), Op = V(Qk(log) ®r Op(D)) et Op = Op xp 3. Comme
¢ 1(Xo) = s, on peut appliquer la construction (4.6) au morphisme ¢; on
désigne par (X x}® S)(py la dilatation de X X8
& d’épaisseur D. On a alors un diagramme commutatif canonique a carrés

S le long du graphe de
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cartésiens
(13.1.1) Op — (X %% 8)(py =——U xx 7
D S n

On note « le point générique de Op, Rk le séparé complété de 'anneau local
de (X x}fg S)(py en k, K son corps des fractions, mg son idéal maximal. La
projection canonique (X x}fg S)(py — S étant lisse, elle induit un homomor-
phisme u: R — Ry vérifiant mg = u(m)Rg. On note encore v: K* — Z la
valuation qui prolonge v sur K (5.2). Le point x est uniquement déterminé par
un R-homomorphisme

(13.1.2) t: Qx(log) — mp /mz".

Appliquant le produit tensoriel ® g(m~"/m~"*1) (pour n € Z), on obtient un
F-homomorphisme

(13.1.3) tn: Gr,Q) — me "™ /me " = Gr,,_, Wy (K).

La premiére projection (X x}:g S)(py — X envoie k sur x. On en déduit un
second homomorphisme v: R — Rkg.
Lemme 13.2.  Pour tout v € K*, on a v(v(z)/u(x) —1) > r et

v(@) _ 1 =t(dlog(z)) mod mgtt.

Compte tenu de la relation (12.4.4), on peut se borner aux cas ou = est
une unité de R ou x = m, car r > 1. Le premier cas est évident (cf. 12.4(i)).
Le second se déduit d’une relation analogue et évidente dans 'anneau R ®j
Rlu,ul]/(r®1—-1®@m-u).

Lemme 13.3.  Soient m,n > 0 deux entiers, x = (zg,...,Tm) €
ﬁanm+1(K)7 Yy = (ZUO; .. 72Um) € Km+17 ou Yi = U(QC,) -1 six; 7é 0 et Yi = 0

u(z;)

st x; = 0. Alors on a
(13.3.1)  p™ iv(Qs(u(x),y)) > —n+ p™ i, VO<i<m,
m _
13.3.2) v | Qm(u(x),y) — 2 Ty | >-n+2r>—n+r+1
J J
j=0

Cela résulte de 13.2 en calquant la preuve de 12.5.
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Proposition 13.4.  Pour tout entiers m > 0 et n > r, I’homomor-
phisme de groupes

(13.4.1) v—1u: W1 (K) = Wppp1(K)

envoie fil, W, 1 (K) dans fil,_ W11 (K) et le diagramme

(13.4.2) Gy Wi (K) — 207 L Gy Wi (K)
gr(F’”d)l Tgr(vm)
GI‘nQ}( GI‘n,TW1 (K)

est commutatif.
Cela résulte de 12.2(iii), 13.2 et 13.3.

Lemme 13.5.  Soient n > 1 un entier premier a p, x € HY (K, ).
Alors on a v*(x) = u*(x) dans HY (K, u,,).

En vertu de 13.2, pour tout x € K*, v(x)/u(x) € 1 + mg ; c’est donc une
puissance n-eme de Ri. La proposition résulte alors de la théorie de Kummer.

Proposition 13.6.  Soient n > 1 un entier, n’ le plus grand diviseur
de n premier a p. On suppose que K contient une racine primitive n'-éme de
lunité. Soit x € HY(K,Z/nZ) tel que sw(x) > 1 et r = v(D) = sw(x). Alors n
est un multiple de p et v*(x) —u*(x) est l'image de U'élément —tyy () (rsw(x))
par ’homomorphisme composé

Ry /mg — H}, (Spec(Rx /mk), Z/pZ) = H}, (Spec(Rk), Z/pZ)
—H(K, Z/pZ) — H(K, Z/nZ),

ot la premiere fléche est I’homomorphisme d’Artin-Schreier et la derniére fléche
est induite par la multiplication par n/p sur les coefficients.

Cela résulte de 13.4 et 13.5.

13.7.  On conserve dans la suite de cette section les hypotheses de (13.6), de
plus on fixe un homomorphisme Z/nZ — A* tel que le composé Z/pZ —
Z/nZ — A* avec la multiplication par n/p soit le caractére ¢ (5.6). On
considére —rsw(y) comme un F-point de @Z, ou de fagon équivalente comme
une forme linéaire f: ©p — AL On pose .4 = f*(%), o %, est le faisceau
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d’Artin-Schreier associé & ¢ ([15] 1.1.3). On désigne par .# le faisceau étale
localement constant constructible en A-modules de rang 1 sur n associé au ca-
ractére x. En vertu de 6.2, quitte & remplacer (X, x) par un objet de €, il existe
xu € HY(U,Z/nZ) tel que & (xu) = x. Posons ¢ le faisceau étale localement
constant constructible en A-modules de rang 1 sur U associé au caractere xy .
On note ¥p : DT(U x5 1) — D1 (6p) le foncteur des cycles proches pour le
morphisme (X x}fg S)py— S.

Proposition 13.8.  Le compleze V(5 (F,9)) (5.7) est isomorphe d
2. 10].

Le morphisme (X x}fg S)(py — S étant lisse, il suffit de montrer que
H(F,9) se prolonge en un faisceau localement constant constructible sur
(X x}fog S)(py dont la restriction & ©p est isomorphe & %, . Cela résulte de 13.6
par le théoreme de pureté de Zariski-Nagata (SGA 2 X 3.4) et SGA 1V 8.2.

13.9.  Soit L la sous-extension de K fixée par le noyau du caractere x: G —
Z/nZ. En vertu de 6.3, quitte & remplacer (X, x) par un objet de €, il existe
un morphisme fini f: Y — X et un diagramme cartésien

(13.9.1) S, —=Y

tels que p induise un isomorphisme entre les groupes d’automorphismes
Autx (Y) ~ Autg (L) = Z/nZ et f soit étale au dessus de U de classe xy €
H'(U,Z/nZ). On désigne par H et H(p) les schémas définis par le diagramme
cartésien

Hp) H Y

1

(X %28 8)(py — (X X2 8) —= X
par HED) la normalisation de H(py xs St dans Yy X 1r et par h'(D): HED) —

(X xfg S)(p) X5 Sr le morphisme déduit de h(p).

Proposition 13.10. (i) Le morphisme h{p) est étale, et il induit un
revétement étale non-trivial de ©p xXg Sr..
(ii) On a x(G[1) =0 et X(Glog) # 0, ot = sw(x)

log
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(i) Soit k' le point générique de O p x g St,. Le complété séparé de ’anneau
local de (X xfg S)(py xs Sp en £’ sidentifie & Rx ®g Ry. Il résulte de 13.6
que h’( p) est étale en tout point au dessus de &’ et le revétement étale induit
par h(p, au dessus de ' est non-trivial (10.14 et 10.15). On en déduit par le
théoreme de pureté de Zariski-Nagata que h’( p) st un revétement étale.

(ii) On sous-entend par complété formel d’un S-schéma son complété for-
mel le long de sa fibre spéciale. Considérons le diagramme cartésien

(13.10.1) [

|y

55@>mx$w

induit par (13.9.1), ot 7'°% est le graphe logarithmique de ¢ (4.3). On note
X (resp. 9) le complété formel de (X x,28 S) (resp. H) et X' (resp. )rie)
sa fibre rigide. Pour tout nombre rationnel 5 > 0, on désigne par .’{](r;g); (resp.
2]8%) le voisinage tubulaire de 4'°¢ (resp. #) de rayon j ([1] II 1.2). On a
Q‘jag) = %E;g) X prie P'8; on note hEijg): Q‘j?;g) — Z{E;g) la projec.tion canonique. Le
complété formel de (X x}8 S )(p) est un modele formel de Z{E‘Tg) Les morphismes
h(py et h’( D) étant finis, leurs complétés formels sont alors des modeéles formels

des morphismes hz,g) et hEiTg) ®x L respectivement. La filtration (G{Og) jeQs, de
G est définie dans [1] de sorte que

(2/n2) x(Glog) = To(DFE ),

ou le terme de droite désigne I’ensemble des composantes connexes géométriques
de @E;g) Par conséquent, la proposition (ii) résulte de (i) ([1] part I, 4.3).

13.11. On peut maintenant démontrer le théoreme 9.11 en calquant la preuve
de 9.10 (cf. 12.14).

§14. Ramification des Corps Locaux a Corps Résiduel Parfait

14.1. On suppose que F' = k et on se propose de calculer pour une A-
représentation finie de G les invariants de ramification définis dans cet article
en termes d’invariants plus classiques. Pour tout nombre rationnel » > 0, on sait
([1] part 1 3.7 et 3.15) que G"+1 =
supérieure “classique”de G ([17] IV Section 3).

log €st le r-eme sous-groupe de ramification
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14.2.  Pour tout nombre rationnel r, on pose N, = m(") @z F (cf. 9.5);
c’est un F-espace vectoriel de dimension 1 dont le dual est canoniquement iso-
morphe & N_,.; donc V(N,.)(F) = N_,.. On observe que si 7 > 0, T, s’identifie
canoniquement & V(Ny_,.), et ©, &4 V(N_,.) grace a (5.4.3).

14.3.  Pour tout nombre rationnel 7, on désigne par 7i5°(V(N,.)) le quotient
du groupe fondamental de V(N,.) qui classifie les isogénies étales de groupes
algébriques; c’est un groupe profini, abélien et annulé par p. On rappelle que
I'isogénie de Lang AL — Al définie par x — 2P —z, est une base du F-vectoriel
Homg (71%°(ALl),F,). On en déduit un isomorphisme canonique

(14.3.1) Homgz (7*°(V(N,)),F,) ~ V(N_,)(F) = N,.

L’action de G sur K induit une action sur N, et donc sur 7i%°(V(N,.)).

Théoréme 14.4 ([1] part I 6.3(2)).  Pour tout nombre rationnel r >
0, on a un isomorphisme canonique G-équivariant

(14.4.1) T (VNL,)) = Gl /Grok

log?

ot Uaction de G sur G{Og/Gﬂfg est induite par la conjugaison.

14.5.  Soient L une extension galoisienne finie de K de groupe G, (é{og) F€Q>0
la filtration de ramification supérieure logarithmique de G, r le conducteur
logarithmique de L sur K, c’est a dire 'unique nombre rationnel r > 0 tel que
é;)g #0et é;;; = 0. On suppose que L/K est sauvagement ramifiée, de sorte
que 7 > 0. On sait qu’il existe un diviseur D de Sy, tel que v(D) =1 (5.5).

On désigne par (X,x) le k-schéma pointé et £: S — X le k-morphisme
du (6.1), par Xy adhérence schématique de x dans X (qui est un diviseur de
Cartier) et par U l'ouvert complémentaire de Xy dans X. On pose ¢: S;, — S
la fleche canonique, X x}fg S1, le produit fibré logarithmique relativement aux
diviseurs de Cartier Xy sur X et ¢~ 1(s) sur Sy (4.3). Comme £71(X,) = s,
on peut appliquer la construction (4 6) au morphisme £ o ¢; on désigne par
(X x}fg S1)(p) la dilatation de X ><k 78 S, le long du graphe de £ o g d’épaisseur
D. On a alorb un diagramme commutatif canonique a carrés cartésiens

(14.5.1) Op = (X X% S1)py<—— U xp L

| |

D St nL
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En vertu de 6.2, quitte & remplacer (X, x) par un objet de €&, il existe un
morphisme fini f: ¥ — X et un diagramme cartésien

(14.5.2) S, ——=Y

b

S—£>X

tels que p induise un isomorphisme entre les groupes d’automorphismes
Autx(Y) =~ Autg(L) = G et f soit étale au dessus de U. On désigne par
H(py la normalisation de (X x}:g Sp)(py dans Yy X np et par fipy: Hpy —
(X %28 L)(p) le morphisme canonique.

Proposition 14.6.  Le morphisme f(py est étale; il induit sur chaque
composante connere au dessus de Op = V(N_,.) une isogénie étale de groupe
5{Og; I’homomorphisme m°(V(N_,)) — 6lrog ainsi défini est compatible
(14.4.1).

Cela résulte de [1] part II 5.9(3), 6.3(2) et 5.10.

14.7. Venons maintenant a la preuve du théoreme 9.15. On se limite a
démontrer ’énoncé logarithmique (9.4), I’énoncé (9.3) étant équivalent (la
preuve de cet équivalence est similaire & [1] part I 9.11(ii) ou part II 6.4.1).
Soient G I'image de 'homomorphisme y: G — Auta (%), L la sous-extension
de K fixée par le noyau de y. On reprend pour cet extension la construc-
tion (14.5). Posons ¢ le faisceau étale localement constant constructible en
A-modules sur U associé & la représentation x (via le revétement étale fy).
On note ¥p : DT(U x; ) — DT (Op) le foncteur des cycles proches pour
le morphisme (X x}fg St)(py — Sr. On a alors un isomorphisme canonique
VEB(Z R A) ~ Up(9 B A) (cf. la preuve de 7.7). D'apres 14.6, 4 K A se
prolonge en un faisceau localement constant constructible sur (X x)°8 S7)(py-
D’autre part, (X xfg SL)(py — Si est lisse. La conjecture 9.4 résulte alors de
14.6.

14.8. On rappelle que Spec(A) est connexe (5.6). Soient .# un faisceau
étale constructible en A-modules sur 7, 7 > 0 une pente logarithmique critique

de .Z (9.2). On rappelle que G{Og/GITOJg est un Fp-vectoriel et qu’on a fixé un
r+

caractere non-trivial 1: F, — A*. Donc l'action de G,/ GITOE sur (Fpy)os
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7 . . N r r+ .. .
détermine un ensemble fini de caracteres GJ,, /Glog — Fp, ce qui induit par

(14.3.1) et (14.4.1) un sous-ensemble fini ¥, (%) de N_,.

Proposition 14.9.  Soient F un faisceau étale constructible en A-
modules plats sur n, v sa plus grande pente logarithmique critique. Supposons
que F soit sauwvagement ramifié, de sorte que r > 0. Alors on a E,.(F) =

Crri(F) = C,(F) (14.2).

11 suffit de calquer (14.7).
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