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1 はじめに

カット除去定理—シークエント計算において証明可能な論理式はカット規則を用いず

に証明可能である— は、言うまでもなく証明論の基本定理である。1934 年 Gentzen [4]

により古典論理・直観主義論理のシークエント計算に対して証明されて以来、この定理

は、様々な論理・シークエント計算に対して、様々な仕方で証明され（または反例が示さ

れ）、様々な仕方で利用されてきた。その重要性に鑑みれば、カット除去定理とは、ただ

単に証明して利用すればよいというものではなく、それ自体重要な研究対象として積極的

に取り上げられるべきものであることは明らかであろう。

ここでの我々の関心は、古典論理や直観主義論理をはじめとする（何らかの意味で）“

自然な”論理にある。自然な論理については大抵の場合カット除去定理が成立する（とい

うよりも、カット除去定理の成立自体が “自然さ”の基準の一つですらある）。しかし、自

然な論理について「なぜ」カット除去がこんなにもうまくいくのかを理解するためには、

敢えてカット除去がうまくいかないような “不自然な”論理をも考えて、両者の違いがど

こにあるのかを検討してみる必要がある。そこで、ここでは様々な非古典論理のシークエ

ント計算を考え、カット除去定理が成立するための必要十分条件を与えることを試みる。

我々の条件は意味論的である。それは統語論的なカット除去に対して意味論的な視点か

ら洞察を与えうるものである。また、カット除去が成り立たないようなシークエント計算

に対して、カット除去に関するカウンターモデルを与えることを可能とするものである。

我々の条件はモジュラーである。すなわち、各構造規則ごと、各論理結合子ごとに条件

を挙げることが可能であるため、我々の条件に従ってカット除去定理を示していくなら

ば、論理体系をちょっと拡張する度に新たにカット除去定理の証明を１からやり直さなけ

ればならない、という事態を回避することができる。

以下、第二章では、構造規則を持たない論理体系 Full Lambek Calculus (FL, [10])の

シークエント計算を導入し、FLにさまざまな構造規則を加えたときにカット除去定理が



成立するための必要十分条件を与える。我々の条件は Girard [5]による構造規則の自然性

テストに由来する。また十分性の証明は、岡田 [8, 9]による相意味論を用いたカット除去

定理の証明法を分析することにより得られる。第三章では、様々な構造規則に加え、様々

な命題論理結合子を加えたときに何が起こるかを検討する。

関連研究：[6, 11, 2]は様々な論理体系についてカット除去定理が成り立つための十分条

件を与えているが、それは純粋に統語論的な性質のものであり、また必要条件については

考慮されていない。[1]は標準的な構造規則を全て持つシークエント計算上でさまざまな

命題論理結合子を考え、それらについてカット除去定理が成り立つための統語論的・意味

論的必要十分条件を与えている。一方、我々のフレームワークは、様々な構造規則を組み

合わせて得られる体系に対しても必要十分条件を与えることができるという点でより一般

的である。

以下の記述では、わかりやすさを重視し、一般性や厳密性を一部犠牲にしている所があ

る。詳細については、論文 [12, 3]を参照されたい。

2 構造規則とカット除去定理

FLの論理式は命題定項 1であるか、命題変数 α, β, . . . であるか、あるいは乗法的連言

A ⊗ B、加法的選言 A ⊕ B、左乗法的含意 A −◦ B のいずれかの形をしている（ここで

は線形論理の記法を用いる。また便宜上、上記以外の命題定項 0, �, ⊥および論理結合子
A & B、A◦−B は省いて説明を進める）。論理式を A, B, C, . . . により表し、論理式の列

を Γ, Δ, Σ, . . . により表す。FLのシークエントは Γ ⇒ C の形である。

Γ ≡ A1, . . . , An (n ≥ 1)のとき
⊗

Γは A1 ⊗ . . .⊗An を表す。また Γが空列のときに

は、1を表すものとする。

FLの推論規則は以下の通りである。

Γ ⇒ A Δ1, A, Δ2 ⇒ C

Δ1, Γ, Δ2 ⇒ C
cut

A ⇒ A
init

Γ ⇒ A Δ1, B, Δ2 ⇒ C

Δ1, Γ, A −◦ B, Δ2 ⇒ C
−◦l

A, Γ ⇒ B

Γ ⇒ A −◦ B
−◦r

Γ1, 1, Γ2 
 C
1l

Γ1, A, B, Γ2 ⇒ C

Γ1, A ⊗ B, Γ2 ⇒ C
⊗l

Γ ⇒ A Δ ⇒ B
Γ, Δ ⇒ A ⊗ B

⊗r 
 1 1r

Γ1, A, Γ2 ⇒ C Γ1, B, Γ2 ⇒ C

Γ1, A ⊕ B, Γ2 ⇒ C
⊕l

Γ ⇒ A
Γ ⇒ A ⊕ B

⊕r1
Γ ⇒ B

Γ ⇒ A ⊕ B
⊕r2

FLについてはカット除去定理が成り立つ。すなわち、カットを用いて証明可能な論理式



はカットを用いずとも証明可能である。A,Bを論理式の集合とする。各 A ∈ Aについて
⇒ Aを公理としてFLに付け加えた体系において各 B ∈ B が証明可能なとき、B は Aか
らFL上で導出可能であるという。

FLは構造規則を全く持たない論理である。これに様々な構造規則を付け加えることに

より、様々な論理体系を得ることができる。最初に Gentzenにより導入された標準的な構

造規則は、次のものである。

Γ, A, B, Δ ⇒ C

Γ, B, A, Δ ⇒ C
e

Γ, Δ ⇒ C

Γ, A, Δ ⇒ C
w

Γ, A, A, Δ ⇒ C

Γ, A, Δ ⇒ C
c

FL+eは直観主義線形論理の加法乗法部分体系に相当する。さらに cを付け加えれば、関

連性論理（の一体系）が得られる。FL+e+c+wは直観主義論理に他ならない。その他にも

例えば次のような構造規則が提案されている：

Γ, Φ, Φ, Δ ⇒ C

Γ, Φ, Δ ⇒ C
seq-c Γ, A, Δ ⇒ C

Γ, A, A, Δ ⇒ C
exp Γ, Φ1, Δ ⇒ C Γ, Φ2, Δ ⇒ C

Γ, Φ1, Φ2, Δ ⇒ C
min

seq-c は c と異なり、任意の長さの論理式の列を一気に縮約することができる。exp は

expansion、minは mingleと呼ばれている [13, 7]。これらはそれぞれ

ê : B ⊗ A −◦ A ⊗ B ŵ : A −◦ 1
ĉ : A −◦ A ⊗ A ŝeq-c :

⊗
Φ −◦ (

⊗
Φ) ⊗ (

⊗
Φ)

êxp : A ⊗ A −◦ A m̂in : (
⊗

Φ1) ⊗ (
⊗

Φ2) −◦ (
⊗

Φ1) ⊕ (
⊗

Φ2)

とFL上で公理化できる。

より一般的に、次の形の規則 Rを加法的構造規則と呼ぶことにする：

Γ, Φ1, Δ ⇒ C · · · Γ, Φn, Δ ⇒ C

Γ, Φ0, Δ ⇒ C
R (n ≥ 1)

ただし、条件 (*) {Φ1, . . . , Φn} ⊆ {Φ0}が満たされているものとする。公理の形で表せば、

R̂ ≡
⊗

Φ0 −◦ (
⊗

Φ1) ⊕ · · · ⊕ (
⊗

Φn)

となる。条件 (*)により、

1. どんな加法的構造規則も直観主義論理において導出可能である。

2. FLにこれらの加法的構造規則を加えたときにカット除去定理が成り立つならば、

同時に部分論理式特性（subformula property）も成り立つ。



注意すべきなのは、上の推論規則や公理はスキーマとして取り扱われているという点

である。例えば ê は、実際には論理式の集合 {B ⊗ A −◦ A ⊗ B | A, B は論理式 } （ê

の事例集合）を表している。ここで A, B を原子論理式に制限した場合、すなわち集合

{β ⊗ α −◦ α ⊗ β | α, βは命題変数 }を êの原子事例集合と呼ぶことにする。また A, B を

γ ⊗ δ の形の論理式、あるいは γ ⊕ δ の形の論理式に制限した場合、すなわち集合

{(β1 ⊗ β2) ⊗ (α1 ⊗ α2) −◦ (α1 ⊗ α2) ⊗ (β1 ⊗ β2) | α1, α2, β1, β2は命題変数 }
{(β1 ⊕ β2) ⊗ (α1 ⊕ α2) −◦ (α1 ⊕ α2) ⊗ (β1 ⊕ β2) | α1, α2, β1, β2は命題変数 }

をそれぞれ ê の ⊗事例集合、⊕事例集合と呼ぶことにする*1。一般の加法的構造規則に

ついても同様である。

さて具体例に戻ろう。次のことが知られている：

• c と seq-cはFL上で同値である（一方から他方が導出可能である）。しかし、カッ

ト除去定理はFL+ seq-cについては成り立つが、FL+ cについては成り立たない。

• expとminはFL上で同値である。しかし、カット除去定理はFL+ minについては

成り立つが、FL+ expについては成り立たない。

このように、構造規則はたとえ論理的に同値であろうとも、カット除去に関して異なる振

る舞いをすることがある。ここでの目的は、この相違を「カット除去」という概念とは独

立に特徴付けることにある。鍵となるのは、次の事実である：

• ŝeq-c の ⊗ 事例集合は ŝeq-c の原子事例集合からFL上で導出できる。しかし同様

のことは ĉについては成り立たない。（次のことに注意：ŝeq-cと ĉは同じ事例集合

を持つが、原子事例集合は異なる。例えば α ⊗ β −◦ (α ⊗ β) ⊗ (α ⊗ β)は ŝeq-cの

原子事例ではあるが ĉ の原子事例ではない。）すなわち ŝeq-cは原子事例集合から

⊗事例集合へと “繁殖”するが、ĉはそうではない。

• FL上で、m̂inの ⊕事例集合は m̂inの原子事例集合からFL上で導出できる。しか

し同様のことは êxpについては成り立たない。

これらの観察を一般化することにより次の定義が得られる。以下、Rは何らかの加法的構
造規則の集合を表すものとする。また、R̂ = {R̂|R ∈ R}とし、R̂の各元の原子事例集合
の和を単に R̂の原子事例集合と呼ぶことにする。⊗事例集合、⊕事例集合についても同
様である。

*1 [12]では任意の nについて α1 ⊗ . . . ⊗ αn、α1 ⊕ . . . ⊕ αn の形の論理式からなる事例を考えていたが、
n = 2の場合だけ考えれば十分であることが、Felix Bou氏により指摘された。



定義 1 R が統語論的繁殖性 (syntactic propagation property) を満たすのは次の場合であ

る：R̂の ⊗事例集合および ⊕事例集合は R̂の原子事例集合からFL上で導出できる。

すると次のことが成り立つ。FL+ Rについてカット除去定理が成り立つならば、Rは
統語論的繁殖性を満たす。このことの証明においては、カット除去定理が部分論理式特性

を含意するという事実が本質的である。

次に繁殖性という性質を意味論的に表現する方法を考える。そのために、FLに対する

相意味論 [10]を導入する*2。

相構造（phase structure）P = (M, C)とは自由モノイドM = 〈M, ·, 1〉と次の性質を満
たす閉包演算子 C : ℘(M) −→ ℘(M)の組のことである：任意の X, Y ⊆ M について

X ⊆ C(X) X ⊆ Y =⇒ C(X) ⊆ C(Y )
C(C(X)) ⊆ C(X) C(X) • C(Y ) ⊆ C(X • Y )

ここで X • Y = {x · y | x∈X, y∈Y }。X = C(X)を満たす集合 X ⊆ M を閉集合とい

い、閉集合全ての集合を CLP により表す。また A(M)をMの生成元の集合とするとき、

各 a ∈ A(M)について C({a})の形の閉集合を原子的閉集合といい、原子的閉集合全ての
集合を AT OMP により表す。

相構造 P = (M, C)が与えられたとき、各論理結合子は CLP 上の関数として次のよう

に解釈することができる：

1 = C({1}) X ⊗ Y = C(X • Y )
X ⊕ Y = C(X ∪ Y ) X −◦ Y = {y | ∀x ∈ X, x · y ∈ Y },

命題変数の集合を V ar により表す。関数 f : V ar −→ CLP を P 上の付値と呼び、特

に f : V ar −→ AT OMP を原子的付値と呼ぶ。付値 f が与えられれば、上の操作によ

り任意の論理式 A に対して閉集合 f(A) を割り当てることができる。A が (P, f) にお

いて真であるのは 1 ∈ f(A) が成り立つときである。すると A −◦ B が真であることと

f(A) ⊆ f(B)であることは一致する。Aが Pにおいて妥当（原子的に妥当）であるのは、

Aが P上のどんな付値 f（どんな原子的付値 f）においても真となるときである。P上で

R̂の元が全て妥当（原子的に妥当）であるとき、PをR相構造（原子的R相構造）と呼
ぶ。すると次の形の完全性定理が成り立つ：任意の論理式 Aについて、FL+Rで Aが証

明可能なことと、全てのR相構造において Aが妥当であることは一致する。

以上の準備のもとで、繁殖性は次のように意味論的に表現することができる（元のアイ

デアは Girard[5]による）。

*2 話を単純にするため、以下では自由モノイドに基づく相構造のみを考える。



定義 2 Rが相意味論的繁殖性 (phase-semantic propagation property) を満たすのは、全て

の原子的R相構造がR相構造であるときである。

すると、統語論的繁殖性が相意味論的繁殖性を含意することがわかる。実際、どんな閉

集合 X も原子閉集合から
⊗
と

⊕
を用いて次のように表すことができる：

X =
⊕
x∈X

⊗
x=a1···an

C({ai}) (ai ∈ A(M))

よってRが統語論的繁殖性を満たせば（すなわち ⊗と⊕について “繁殖”すれば）、Rの
原子的妥当性は妥当性を含意するのである。

最後に、相意味論的繁殖性がカット除去定理を含意することを述べておく。鍵となるの

は、岡田 [8, 9]による相意味論を用いたカット除去定理の証明法である。岡田の方法に従

えば、任意のRについて、次の性質を満たす相構造 PR を構成することができる：

1. PR は原子的R相構造である。
2. PR で妥当な論理式は、FL+Rでカット規則を用いずに証明可能である。

さて、Rが相意味論的繁殖性を満たすならば、1.により PR は R相構造である。ゆえに
健全性により、もしも論理式 AがFL+Rで証明可能ならば、Aは PR において妥当であ

る。よって 2.により AはFL+Rでカット規則を用いずに証明可能である。
以上をまとめると、次の定理が得られる。

定理 3 Rを加法的構造規則の集合とするとき、次の３つは同値である。

1. FL+Rについてカット除去定理が成り立つ。
2. Rが統語論的繁殖性を満たす。
3. Rが相意味論的繁殖性を満たす。

この定理の応用として、構造規則の完備化を与えることができる。

定理 4 どんな加法的構造規則の集合 R についてもFL上でそれと同値な集合 R∗ が存在

し、FL+R∗ についてはカット除去定理が成り立つ。

本稿では [12] に従って加法的構造規則のみを扱ってきたが、より一般的な構造規則の

クラスについても（強い形の）カット除去の必要十分条件を与えることが可能である [3]。



3 命題論理結合子とカット除去定理

次にFLを離れ、様々な命題論理結合子を持つシークエント計算について検討する。例

えば、init、cut規則に加え、（不自然な）論理結合子 A �B ならびに次の推論規則を持つ

シークエント計算 L� を考える。

Σ ⇒ A Σ ⇒ B
Σ ⇒ A � B

(�, r)
Γ, A, B, Δ ⇒ C

Γ, A � B, Δ ⇒ C
(�, l)

構造規則を持たないため、L� は（モジュラー）カット除去を満たさない（「モジュラー」

については後述）。

....
Σ ⇒ A

....
Σ ⇒ B

Σ ⇒ A � B

....
Γ, A, B, Δ ⇒ C

Γ, A � B, Δ ⇒ C

Γ, Σ, Δ ⇒ C
(Cut)

�=⇒

....
Σ ⇒ A

....
Σ ⇒ B

....
Γ, A, B, Δ ⇒ C

Γ, A, Σ, Δ ⇒ C

Γ, Σ, Σ, Δ ⇒ C

Γ, Σ, Δ ⇒ C
(???)

また原子的公理特性（atomic axiom property）も満たさない。ここで原子的公理特性とは、

どんな公理 A ⇒ Aも原子論理式に関する公理 α1 ⇒ α1, . . . , αn ⇒ αn からカットを用い

ずに証明できるという性質である。

α ⇒ α
α, β ⇒ α

(???)
β ⇒ β

α, β ⇒ β
(???)

α, β ⇒ α � β

α � β ⇒ α � β

一方で、

• L� に seq-cを加えれば、（モジュラー）カット除去を満たすが、原子的公理特性は

依然として成り立たない。

• L� に wを加えれば、原子的公理特性は成り立つが、（モジュラー）カット除去は

依然として成り立たない。

直感的に言って、（モジュラー）カット除去と原子的公理特性は正反対の性質である。な

ぜ seq-cを加えると一方が成り立ち、wを加えると他方が成り立つのだろうか？この状況

を一般的かつ意味論的に捉えることはできるのだろうか？



まず着目すべきなのは、A � B はシークエントの左辺においては A ⊗ B のように振舞

い、シークエントの右辺においては A & B（加法的連言）のように振舞うという点であ

る。ゆえに相構造 P = (M, C)が与えられたとき、�に二つの解釈（左解釈・右解釈）を
与えるのが自然に思われる。すなわち、任意の X, Y ∈ CLP について

X �l
P Y = X ⊗ Y = C(X • Y )

X �r
P Y = X & Y = X ∩ Y

とする。すると、

• もしも Pが seq-c相構造ならば（すなわちどんな Z ∈ CLP についても Z ⊆ Z ⊗Z

が成り立つならば）

X �r
P Y = X & Y ⊆ (X & Y ) ⊗ (X & Y ) ⊆ X ⊗ Y = X �l

P Y

• もしも Pが w相構造ならば（すなわちどんな Z ∈ CLP についても Z ⊆ 1が成り

立つならば）

X �l
P Y = X ⊗ Y ⊆ (X ⊗ 1) & (1 ⊗ Y ) = X & Y = X �r

P Y

つまり、少なくとも論理結合子 �について言えば、カット除去と「右解釈は左解釈に含ま
れる」という性質が対応していそうであり、原子的公理特性と「左解釈は右解釈に含まれ

る」という性質が対応していそうである。このことは一般に成り立つのだろうか？答えは

「ほぼ」イエスである。

なぜ「ほぼ」かといえば、病理的な形でカット除去定理を満たすシークエント計算が存

在するからである。L� はその典型例である。上で示したとおり、L� は (�, r) と (�, l)

の間のカット除去がうまくいかないが、それにもかかわらずカット除去定理が成り立って

しまう。なぜならば initから始めて cut, (�, r)に従って推論を進める限り、シークエント

の左辺はちょうど１つの論理式しか含まず、(�, l)は実際には決して使われることがない

からである。このような病理的なケースを除外するためには、より強い形のカット除去を

考える必要がある。

Lを init, cut,何らかの（加法的）構造規則の集合、および（ある種の自然な制約を満た

す）命題論理規則の集合により定義されるシークエント計算とする（これを単純シークエ

ント計算と呼ぶ）。このとき Lがモジュラーカット除去を満たすのは次の場合である：原

子論理式からなるシークエントの集合 S が与えられ、S は cut規則について閉じているも

のとする（S は非論理的公理の集合とみなすことができる）。もしもシークエント Γ ⇒ C

が S から導出可能ならば、それは S からカット規則を用いずに導出可能である。



モジュラーカット除去は通常のカット除去定理を含意し（後者は S = ∅ の場合に相当
する）、通常のカット除去定理よりも真に強い性質である。実際 L� はモジュラーカット

除去を満たさない。

いま、Lを（加法的）構造規則の集合Rを持つ単純シークエント計算とし、Pを相構造と

する。このとき、Lの各論理結合子 �(A1, . . . , Am)に対して左解釈 �l
P : CLm

P −→ CLP、

右解釈 �r
P : CLm

P −→ CLP を（�の左推論規則、右推論規則に従って）自然に与えること

ができる。

L の論理結合子 � が整合的（coherent）であるのは、任意の R 相構造 P、任意の
�X ≡ X1, . . . , Xm ∈ CLP について、

�r
P( �X) ⊆ �l

P( �X)

が成り立つときである。また、この逆、すなわち

�l
P( �X) ⊆ �r

P( �X)

が成り立つとき、�は厳密（strict）であるという。このとき、次の二つが同値になる：

• Lはモジュラーカット除去を満たす。

• Rは相意味論的繁殖性を満たし、Lの全ての論理結合子は整合的である。

また、Rが相意味論的繁殖性を満たすときには、次の二つが同値になる：

• Lは原子的公理特性を満たす。

• Lの全ての論理結合子は厳密である。

整合性と厳密性は正反対の性質であることに注意されたい。よって構造規則が繁殖性を満

たすようなシークエント計算に限って言えば、モジュラーカット除去と原子的公理特性は

意味論的に正反対の性質であるということがわかる。

以上、（モジュラー）カット除去の意味論的特徴づけについて、アイデアのみを駆け足

で紹介した。詳細については [3]を参照されたい。なお、ここでは Γ ⇒ C の形のシーク

エントのみを取り扱ってきたが、より一般に Γ ⇒ Δの形のシークエントを許し、さらに

一般化された一階量化結合子 �[�x](A1, . . . , Am)（ここで �xは束縛変数）を許すシークエン

ト計算についての研究が現在進行中である。
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