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第 I部

再帰的関数論

1 はじめに

再帰的関数論（recursion theory）とは？
計算理論の一種。帰納的関数論とも訳される。また後に述べる事情により、しばしばより
包括的な観点から計算についての研究を行う計算可能性理論（computability theory） と
同一視される。計算可能性理論とは、ごく大雑把に言って（数についての）性質や関係、
関数などを計算という観点から分析する理論である。これが再帰的関数論と呼ばれるとき
には、再帰法（recursion）による関数定義という側面が念頭に置かれていることが多い。
スコーレムらの先行研究の後、ゲーデルによる第一不完全性定理を証明において主要な

道具立ての一つとして用いられた。その後エルブラン、チャーチ、ロッサー、クリーニ、
チューリングらの研究により１９３０年代に大きく発展した。２０世紀後半に入り、ハー
ドウェアとしてのコンピュータが現実味を帯びてくると、それまでのような「理念として
の計算」という観点のみならず、「実践としての計算」という観点も重要になる。オート
マトン理論、形式言語理論、計算の複雑さの理論（しいては計算機科学全般）などは全て
計算可能性理論から派生したものと見なすことができる。

計算可能性理論で取り扱われる典型的な問い

• 計算するとはどういうことか？

• 関数が計算可能であるとはどういうことか？

• 計算不可能な関数は存在するか？

• 計算（不）可能な関数はどのように分類できるか？

• 計算（不）可能な関数はどのような性質を持つか？

ここでは主に自然数を用いた計算、自然数についての関係や関数に限定して話を進める。
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論題 1.1 計算一般についての理論のはずなのに、特定の対象である自然数のみに話を限
定してよいのはなぜか？

• 連続的なデータは離散的なデータで近似できる（アナログ⇒ デジタル）。離散的な
データは全て数値化できる。

例：
写真⇒ スキャナで取り込む ⇒ コンピュータ内部表現＝ 010001010101000...
文章⇒ テキストエディタで入力⇒ コンピュータ内部表現＝ 01010011110000...

参考文献
論理学の入門書としては、哲学畑の人には [19, 18]、数学畑の人には [15]をお奨めする。
より詳しく学びたい人には [7, 10]などが定評のある教科書である。再帰的関数論の歴史に
ついては、[2, 4, 5]等が参考になる。本稿では、その他にも以下に挙げる文献を参考にす
る（以下のリストは随時更新する）。
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2 性質・関係・関数

性質
自然数 3,7は「素数である」という性質を持つが、4,9は「素数である」という性質を持たな
い。いま「xが素数である」ことをPrime(x)と書いて表すことにすれば、Prime(3), P rime(7)
は成り立つが、Prime(4), P rime(9)は成り立たない。性質の中には「女である」「国連加
盟国である」など様々なものが存在するが、ここでは「素数である」「平方数である」な
ど、自然数が持つ数学的性質に限定して話を進める。

論題 2.1 たとえ自然数という数学的対象についての性質であっても、必ずしも数学的な性
質（数学において問題となるような性質）であるとは限らない。たとえば「長嶋の背番号
である」などは数学的性質というよりも野球豆知識に属するものであろう（ところで「来
年度の年末ジャンボ宝くじの当選番号である」は性質か？）。では数学的性質とは一体ど
のような性質のことなのだろうか？数学の言語を用いて書き下せるもののことだろうか？
だとしたら数学の言語とは一体どのような言語のことなのだろうか？

論題 2.2 先ほど写真や文章などのデータも自然数として数値化できると論じたが、では
写真や文章についての性質はどうだろうか？例えば「xはこいのぼりの写真（をコード化
した自然数）である」や「xは夏目漱石の書いた小説（をコード化した自然数）である」
は数学的性質と見なすことができるのだろうか？（というよりも両者はそもそも「性質」な
のだろうか？）
これから先「xは論理式（をコード化した自然数）である」、「xは証明図（をコード化

した自然数）である」といった性質が頻繁に現れるが、前者と後者は区別されるべきもの
なのだろうか？もしもそうだとしたら、両者を区別するものは何なのだろうか？

数学においては、性質はしばしばその外延に置き換えて考えられる。性質 P (x)の外延
（extension）とは P (n)が成り立つような自然数 n全体の集まりのことである。たとえば
Prime(x)の外延とは集合 {2, 3, 5, 7, 11, . . .}のことであり、「xは長嶋の背番号である」の
外延は {3, 33}である。両者は全く同資格の数学的集合である。
ある自然数 nが性質P を持つことと、nが P の外延に属することは同値である。このこ

とが、性質を外延で置き換えることを正当化する一つの根拠になっている。数学の文脈で
性質に言及するとき、たとえば、「自然数 nが性質 P を持つかどうかは決定可能である」
というときには、実際には「nが P の外延に属するかどうかは決定可能である」ことを意
味しているのである。

論題 2.3 性質を外延と同一視することには次のような困難が伴う。例えば、「xより大き
な双子素数は無限に存在する」という性質について考える。明らかに何らかの nについ
てこの性質が成り立つとき、かつそのときに限り全ての自然数についてこの性質は成り立
つ。ゆえにこの性質の外延は自然数全体の集合N そのものであるか空集合 ∅かのどちら
かである。しかしどちらなのかは今現在のところわかっていない（数論の最大の未解決問
題の一つである）。
さて、N も ∅も後に定義する意味での決定可能な集合である。ゆえに我々の規約に従え

ば、「xより大きな双子素数は無限に存在する」という性質は決定可能であることになる。
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そもそも双子素数が無限に存在するかどうかはわかっていないにも関わらずである。一体
どうしたものだろうか？

関係
3と 5は「（前者は後者より）小さい」という関係を満たす。5と 3は「（前者は後者より）
小さい」という関係を満たさない。このことは次のように言い換えることができる。いま
「xは yより小さい」ことを Small(x, y)と書いて表すことにすれば、Small(3, 5)は成り
立つが、Small(5, 3)は成り立たない。Small(x, y)は 2つの項 x, yを伴うため 2項関係と
言われる。一方、「xは yと zの公約数である」という関係は 3つの項 x, y, zを伴うため 3
項関係と言われる。一般に任意の自然数 kについて k項関係 R(x1, . . . , xk) を考えること
ができる。性質とは 1項関係のことに他ならない。

練習問題 2.4 ４項関係の例を挙げよ。

性質の場合と同様に、関係についてもその外延を考えることができる。そして性質の場
合と同様、関係もしばしば外延に置き換えて取り扱われる。2項関係R(x, y)の外延とは、
R(n,m)が成り立つような二つの自然数の組 〈n,m〉全体の集まりのことである。例えば、
Small(x, y)の外延には、〈0, 1〉, 〈0, 2〉, 〈1, 3〉, 〈35, 539〉などが含まれるが、〈1, 0〉, 〈58, 23〉な
どは含まれない。より一般的に、k項関係 R(x1, . . . , xk)の外延とは、R(n1, . . . , nk)が成
り立つような k個の自然数の組 〈n1, . . . , nk〉全体の集まりのことである。

練習問題 2.5 3項関係「xは yと zの公約数である」の外延に含まれる自然数の３つ組の
例をあげよ。またそれに含まれない自然数の３つ組の例をあげよ。

関数
「x + y = 15」という 2項関係を考えてみる。例えば x = 3, 4, 5に対しては y = 12, 11, 10
というように「x + y = 15」という関係を満たす yが唯一つ存在するが、x > 15に対して
はそのような yは（自然数の範囲の中には）存在しない。次に、「x + y > 15」という２
項関係を考えてみる。今度はどのような xに対しても「x + y > 15」という関係を満たす
yは常に存在するが、しかしそのような yは一つには定まらず、無数に存在する。
それに対して、「x+15 = y」という関係の場合には、どのようなxに対しても「x+15 = y」

を満たす yは必ず存在し、しかも唯一つに定まる。このような性質を満たす関係のことを
関数という。上の関係の場合には、一つのインプット xに対して値 yが定まるので 1項関
数と呼ばれる（やや紛らわしいが、2項関係がある性質を満たす場合、1項関数とよばれ
るのである）。
より正確には、（自然数上の）1項関数 f とは、2項関係であり、どのような自然数 nに

対してもある自然数mが唯一つ存在し、〈n,m〉 が関係 f を満たすようなもののことであ
る。〈n,m〉 が関係 f を満たすとき、f(n) = mと書く。
一般に k項関数 f とは、k + 1項関係であり、どのような k個の自然数の組 〈n1, . . . , nk〉

に対してもある自然数mが唯一つ存在し、〈n1, . . . , nk,m〉 が関係 f を満たすようなもの
のことである。このとき f(n1, . . . , nk) = mと書く。
例えば足し算は（２項）関数である。なぜならばどんなn1とn2が与えられても、n1+n2 =

mを満たす自然数mが唯一つ存在するからである。一方、引き算は（自然数上の）関数
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ではない。なぜならば n1 < n2のときには n1 − n2 = mを満たす自然数mが存在しない
からである。
関係と同様、関数もしばしばその外延（グラフと呼ばれる）に置き換えて取り扱われる。

本稿でもこの方針に従うことにする。
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3 簡単な集合論の準備

関数の理論を厳密に展開するためには、集合論の記法や基本概念を導入しておくと後々
便利である。ただし本稿では専ら自然数上の集合についてのみ論じるので、集合論一般に
ついて説明する必要はない。ここでは自然数上の関数について論じる上で必要最低限の事
柄を説明することにする。
集合論におけるもっとも基本的な概念は「対象 aが集合Aの要素である」という関係で

あり、このことを
a ∈ A

というように記す。「aはAの元である」、「aはAに属する」というような言い方もする。
これの否定 (「対象 aは集合 Aの要素ではない」)は

a �∈ A

と記す。本稿では対象ということで主に自然数 0, 1, 2, . . . が想定されている。自然数全体
の集合をNと書くことにする。すなわち、0 ∈ N, 1 ∈ N, 2 ∈ N, . . .である。
対象 a1, . . . , ak からなる集合を

{a1, . . . , ak}
と記す。すると、もちろん、ai ∈ {a1, . . . , ak}が各 1 ≤ i ≤ kについて成り立つ。

ϕ(x)を自然数に関する述語とするとき、ϕ(x)を満たす自然数全ての集合（ϕ(x)の外
延）を

{x|ϕ(x)}
と書いて表す。すると任意の n ∈ Nについて、

ϕ(n)⇐⇒ n ∈ {x|ϕ(x)}

が成り立つ。すなわち、ϕ(n)が成り立つことと述語 ϕ(x)の外延に nが属することは同値
である。
集合論の重要な原理の一つに外延性の原理 (extensionality principle)と呼ばれるものが

ある。これは、「要素がすべて等しいような 2つの集合は等しい」「集合の同一性はその要
素のみにより定められる」ことを述べるものであり、より形式的には、

A = B ⇐⇒ for all x(x ∈ A iff x ∈ B)

と表される。
空集合 (the empty set)とは、元を一つも含まない集合のことであり、φと記される。空

集合は、
For all x(x �∈ φ)

という性質を持つ。（この性質を持つ集合はみな同一となることが外延性の原理より導か
れる。つまり、空集合はただ一つしか存在しない。）
「集合 Aは集合Bの部分集合 (subset)である」ことを A ⊆ B と書く。正確な定義は、

A ⊆ B ⇐⇒ for all x(x ∈ A implies x ∈ B)
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である。特に任意の集合Aについて
φ ⊆ A

であることは容易に確かめられる。また、外延性の原理より、

A ⊆ B and B ⊆ A⇐⇒ A = B

が成り立つ。
集合 A と B の交わり (intersection)、和 (union)、差 (difference) はそれぞれ A ∩ B、

A ∪B、A−Bと表され、次のように定義される。

a ∈ A ∩B ⇐⇒ a ∈ A and a ∈ B

a ∈ A ∪B ⇐⇒ a ∈ A or a ∈ B

a ∈ A−B ⇐⇒ a ∈ A and a �∈ B.

すると次の性質が成り立つ。

1. A ∩B ⊆ A.

2. A ⊆ A ∪B.

3. C ⊆ A and C ⊆ B =⇒ C ⊆ A ∩B.

4. A ⊆ C and B ⊆ C =⇒ A ∪B ⊆ C.

対象 aと bの順序対 (ordered pair)を 〈a, b〉と記す。順序対について重要なのは、
〈a, b〉 = 〈a′, b′〉 ⇐⇒ a = a′ and b = b′

という性質である。{a, b}と 〈a, b〉の違いに注意。外延性の原理より {a, b} = {b, a}であ
るが、一般に 〈a, b〉 = 〈b, a〉であるとは限らない。
順序対の概念は、3つ組 〈a1, a2, a3〉、4つ組 〈a1, a2, a3, a4〉等に自然に拡張できる。特に

1つ組 〈a1〉とは a1そのもののことであるとする。
自然数の k個組全ての集合のことをNkと書いて表す。すなわち、

Nk = {〈n1, . . . , nk〉 | n1 ∈ N, . . . , nk ∈ N}
あるいは、

〈n1, . . . , nk〉 ∈Nk ⇐⇒ n1 ∈ N, . . . , nk ∈N

と考えてもよい。上の取り決めにより、N1 = Nである。
自然数上の k項関係Rとは、Nkの部分集合のことである（前章の関係とその外延につ

いての議論を参照）。特に 1項関係 R ⊆ NとはNの部分集合のことであり、それはすな
わち自然数についての性質に他ならない（前章の性質とその外延についての議論を参照）。
〈n1, . . . , nk〉 ∈ Rが成り立つとき、R(n1, . . . , nk)と書く。また、Rが 2項関係の時には、
〈n1, n2〉 ∈ Rのことを n1 R n2とも書く（infix notation）。
例えば、大小関係<は集合論的には 2項関係 {〈x, y〉| yは xよりも大きい }と表現でき

る。これはN2の部分集合であり、〈1, 2〉、〈3, 7〉等を要素として含む。一般に 〈1, 2〉 ∈<な
どと書く代わりに infix notationを用いて 1 < 2と書く。
自然数上の k項関数 f とは、Nk+1の部分集合で次の性質を満たすもののことである：

8



(*)任意の 〈n1, . . . , nk〉 ∈Nkについて 〈n1, . . . , nk,m〉 ∈ fとなるようなm ∈N
がただ一つ存在する。

このただ一つ存在するmのことを 〈n1, . . . , nk〉に対するfの値 (value)と呼び、f(n1, . . . , nk)
と書く。f が（自然数上の）k項関数であることを、

f : Nk −→ N

と書いて表す。
例えば、足し算+は集合論的には2項関数{〈x, y, z〉| x+y = z}と表現できる。これは確か

に関数の定義に合致しており、実際、どのような 〈n1, nm〉が与えられても、〈n1, n2,m〉 ∈ +
を満たすmが唯一つ存在する。この値mとは n1 + n2のことに他ならない。
上の定義の特別な場合として、0項関数とは自然数のことであると取り決めておく。す

なわち、0, 1, 2 . . .は自然数であると同時に 0項関数でもある。
自然数上の k 項部分関数 f とは、Nk+1 の部分集合で次の性質を満たすもののことで

ある：

(*) 〈n1, . . . , nk,m〉 ∈ f となるようなm ∈ Nが存在するときには、そのよう
なmは唯一つに限る。

〈n1, . . . , nk〉に対してそのようなmが存在するとき、関数 fは 〈n1, . . . , nk〉において定義さ
れているという。そのようなmを 〈n1, . . . , nk〉に対するfの値 (value)と呼び、f(n1, . . . , nk)
と書いて表す。
関数と部分関数の違いは、関数が全ての 〈n1, . . . , nk〉 ∈ Nk に対して定義されているの

に対して、部分関数はそうとは限らないということである（部分関数と区別するために関
数はしばしば全域関数と呼ばれる）。一方で、ある 〈n1, . . . , nk〉に対して部分関数が定義
されているときには、その値は唯一つであるという点で関数と共通している。
例えば、引き算 −は集合論的には 2項部分関数 {〈x, y, z〉| x − y = z}と表現できる。

n ≥ mを満たす 〈n,m〉 ∈N2に対して引き算は定義されており、その値は n−mである。
そうでないような 〈n,m〉 ∈ N2に対しては引き算は定義されていない。同様に、自然数上
の割り算も 2項部分関数と見なすことができる。
自然数上の集合R ⊆ Nが与えられたとき、その特性関数 (characteristic function) χR :

N −→ Nとは次のように定義される関数のことである：

χR(n) = 1 (R(n)が成り立つとき)

= 0 (R(n)が成り立たないとき)

例えば、集合Even = {x| xは偶数である } の特性関数 χEvenとは次のような関数のこと
である：

χEven(n) = 1 (nが偶数のとき)

= 0 (nが奇数のとき)

より一般的に、自然数上の k項関係R ⊆ Nkが与えられたとき、その特性関数χR : Nk −→
Nは次のように定義される：

χR(n1, . . . , nk) = 1 (R(n1, . . . , nk)が成り立つとき)

= 0 (R(n1, . . . , nk)が成り立たないとき)
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逆に、値が常に 0か 1であるような k項関数 f （そのような関数を f : Nk −→ {0, 1}
と書いて表す）が与えられたとき、集合

f̂ = {〈x1, . . . , xk〉|f(x1, . . . , xk) = 1}

を考えることができる。f̂ は自然数上の k 項関係であり、任意の R ⊆ Nk、任意の f :
Nk −→ {0, 1} について次の性質が成り立つ：

χ̂R = R, χf̂ = f

このことから、自然数上の k項関係の集合と、{0, 1}を値域とする自然数上の関数（f :
Nk −→ {0, 1}となる関数）の集合は一対一に対応することがわかる。

練習問題 3.1 χ̂R = R, χf̂ = f が成り立つことを確かめよ。
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4 原始再帰的関数

再帰的関数を研究する手始めとして、本章ではまず、より基本的な原始再帰的関数の概
念を導入する。また原始再帰的関係についても言及する。原始再帰的関数とは、基本的な
関数から始めて関数合成や原始再帰法（primitive recursion）を繰り返し適用することに
より得られる関数のことである。そのようにして得られる関数が計算可能であることは比
較的容易に理解できる。基本的関数はみな計算可能であることが明らかなものばかりであ
り、関数合成や原始再帰法は計算可能性を保存するからである。
原始再帰法による関数構成が計算可能性を保存するという点について簡単に補足してお

く。原始再帰法とは数論における漸化式（recursive formula）による数列の定義を一般化
したものである。漸化式による数列 a0, a1, a2, . . .の定義とは例えば

a0 = 5

an+1 = 2an + 3

のようなもので、このとき a0 = 5であることは定義通りであるし、a1 = 13、a2 = 29、
a3 = 61であることは第二式を繰り返し適用すればすぐにわかる。一般に、どんな anの値
も第二式を必要な回数だけ繰り返すことにより求めることができる。原始再帰法とはこの
ような数列（関数）の定義法を一般化したものに他ならず、そのようにして定義される関
数が計算可能であることは同様の議論により理解することができる。
いかに基本的であるとはいえ、原始再帰的関数のクラスは広大である。実際、数論にお

いて現れる関数（関係）やコンピュータプログラマが取り扱う関数（関係）の大部分は原
始再帰的関数（関係）であるといえる。にもかかわらず、後ほど例を挙げるように、全て
の計算可能な関数が原始再帰的であるわけではない。直感的に言って、原始再帰的関数に
ついては「インプットが与えられたならばそのインプットの大きさから計算にどれくらい
の時間がかかるか（何兆世紀かかるか）」が比較的容易に見積り可能である。先ほどの漸
化式の場合のように、何回第二式（ステップ関数）を繰り返せばよいかが事前に見積り可
能だからである。一方、世の中には計算可能であっても計算にどれくらいの時間がかかる
か（いつ計算が終わるか）が全く予想できない関数というものも存在する。そのような関
数はたとえ計算可能であっても原始再帰的ではありえない。

4.1 原始再帰的関数

定義 4.1 原始再帰的関数 (primitive recursive functions)の集合は次のように帰納的に定
義される。

1. ゼロ関数 (zero function)：zeron(x1, . . . , xn) = 0は原始再帰的関数である。ここで
0 ≤ n。

2. 射影関数 (projection functions)：projni (x1, . . . , xn) = xi は原始再帰的関数である。
ここで 1 ≤ i ≤ n。

3. 後続者関数 (successor function)：suc(x) = x + 1は原始再帰的関数である。
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4. 合成 (composition)：gがm項原始再帰的関数であり、h1, . . . , hmが n項原始再帰的
関数ならば、

f(x1, . . . , xn) = g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn))

により定義される関数 f は原始再帰的関数である。ここで 1 ≤ m, 0 ≤ n。

5. 原始再帰法 (primitive recursion)：gが n項原始再帰的関数であり、hが n + 2項原
始再帰的関数ならば、

f(x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

により定義される n + 1項関数 f は原始再帰的関数である。ここで 0 ≤ n。gは基底
関数 (base function)と呼ばれ、hは（再帰）ステップ関数 (recursion step function)
と呼ばれる。また、hの第 n + 1項（y が代入されている項）は後退項 (regressive
argument) と呼ばれ第 n + 2 項（f(x1, . . . , xn, y) が代入されている項）は再帰項
(recursive argument)と呼ばれる。

以上の定義により、足し算 x + yは原始再帰的関数となる。このことは次のように確か
めることができる。

• proj11は 2.により（1項）原始再帰的関数である。

• proj33は 2.により（3項）原始再帰的関数である。

• sucは 3.により（1項）原始再帰的関数である。

• h0(x1, x2, x3) = suc(proj33(x1, x2, x3))により定義される 3項関数 h0は 4.により原始
再帰的関数である。

• 次のように定義される 2項関数 plusは 5.により原始再帰的関数である：

plus(x, 0) = proj11(x)

plus(x, y + 1) = h0(x, y, plus(x, y))

このようにして得られる plusは確かに足し算を表す。例えば、plus(3, 2)を定義に従って
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等式変形すると、次のようになる：

plus(3, 2) = h0(3, 1, plus(3, 1))

= suc(proj33(3, 1, plus(3, 1)))

= suc(plus(3, 1))

= suc(h0(3, 0, plus(3, 0)))

= suc(suc(proj33(3, 0, plus(3, 0))))

= suc(suc(plus(3, 0)))

= suc(suc(proj11(3)))

= suc(suc(3))

= suc(4)

= 5

ゆえに plus(3, 2) = 5であることが確かめられた。plusが足し算を表すことをより正確に検
証するためには、数学的帰納法による証明を行う必要がある（次の練習問題の 2.を参照）。

練習問題 4.2

1. plus(4, 3) = 7となることを確かめよ。

2. (*) 任意の自然数 n,mについて、plus(n,m) = n + mとなることを証明せよ。［ヒ
ント：mに関する数学的帰納法による。］

同様にして、掛け算 x · yが原始再帰的関数であることは次のようにして確かめること
ができる。

• zero1は 1.により（1項）原始再帰的関数である。

• plusは先ほど示したとおり（2項）原始再帰的関数である。

• proj31, proj33は 2.により（3項）原始再帰的関数である。

• h1(x1, x2, x3) = plus(proj31(x1, x2, x3), proj33(x1, x2, x3))により定義される 3項関数
h1は 4.により原始再帰的関数である。

• 次のように定義される 2項関数 timesは 5.により原始再帰的関数である：

times(x, 0) = zero1(x)

times(x, y + 1) = h1(x, y, times(x, y))

練習問題 4.3

1. times(4, 3) = 12となることを確かめよ。

2. (*) 任意の自然数 n,mについて、times(n,m) = n ·mとなることを証明せよ。［ヒ
ント：mに関する数学的帰納法による。］
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3. べき乗関数 xyが原始再帰的関数であることを確かめよ。

4. 階乗関数 x!が原始再帰的関数であることを確かめよ。

定義 4.1における原始再帰的関数の定義はコンパクトではあるが、いろいろな関数の原
始再帰性を示すときにはやや使いづらい。そこでそのような際に便利な補題をいくつか証
明しておく。

補題 4.4 f が原始再帰的関数ならば、次のように定義される関数 f ′も原始再帰的である：

f ′(x1, . . . , xn) = f(xi1, . . . , xim)

ここで i1, . . . , imはそれぞれ {1, . . . , n}の要素である。

最後の条件が述べているのは、右辺に現れる変数は全て左辺にも現れるということであ
る。この条件が成り立つような等式により定義される限り、f ′は常に原始再帰的となると
いうのが上の補題の主張である。
例えば次のように定義される平方関数 squareは原始再帰的であることがわかる：

square(x) = times(x, x)

また、yの値に関係なく常に 2xを返す関数 twice′も原始再帰的であることがわかる：

twice′(x, y) = plus(x, x)

証明 f ′は f と projni1 , . . . , proj
n
im から合成により定義することができる：

f ′(x1, . . . , xn) = f(projni1(�x), . . . , projnim(�x))

ここで �x = x1, . . . , xn。ゆえに f ′は原始再帰的である。

上の補題の帰結として、次のような操作は原始再帰的関数を構成する際に自由に行って
もよいことになる：f(x1, . . . , xn)が原始再帰的関数であるとするならば、次のように定義
される f1, f2, f3も原始再帰的関数である。

1. 余剰項の追加（weakening）：f1(x1, . . . , xn, y) = f(x1, . . . , xn)

2. 同一項の複数回使用（contraction）：f2(x1, . . . , xn−2, y) = f(x1, . . . , xn−2, y, y)

3. 項の順番の入れ替え（exchange）：f3(x1, . . . , xn−2, y, z) = f(x1, . . . , xn−2, z, y)

上の補題のさらなる帰結として、合成や原始再帰法は次のように制限の緩和された、よ
り使いやすい形と置き換えることができることになる：

補題 4.5
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1. 自由合成：�y, �z �wを変数の列とする。g, hが原始再帰的ならば、次のように定義され
る関数 f も原始再帰的である：

f(x1, . . . , xn) = g(�y, h(�z), �w)

ここで右辺に現れる変数 �y, �z, �wはみな左辺にも現れる（すなわち x1, . . . , xnのどれ
かと等しい）。

2. 自由原始再帰法：g, hが原始再帰的関数ならば、次のように定義される関数 f も原
始再帰的である：

f(x1, . . . , xn, 0) = g(�z)

f(x1, . . . , xn, y + 1) = h(�w, y, f(x1, . . . , xn, y))

ここで右辺に現れる変数 �z, �wはそれぞれ x1, . . . , xnのどれかである。さらに、下式
右辺において、再帰項 f(y, x1, . . . , xn)と後退項 yは実際には何度現れていてもよく、
どの順でどこに現れていてもよく、どちらか一方が（または両方とも）現れていな
くともよい。

証明 1. 上の補題より、次のように定義される g′, h′は原始再帰的である：

g′(x1, . . . , xn, v) = g(�y, v, �w)

h′(x1, . . . , xn) = h(�z)

f は g′と h′と projn1 , . . . , projnnから合成により定義することができる：

f(x1, . . . , xn) = g′(projn1 (�x), . . . , projnn(�x), h′(�x))

ここで �x ≡ x1, . . . , xnである。ゆえに f は原始再帰的である。
2. 練習問題とする。

すなわち、合成により関数 f(x1, . . . , xn)を定義する場合、x1, . . . , xn の中には右辺で
は使われない変数があってもよいし、何度も使われる変数があってもよい。また、変数
が使われる順番は関係ない。原始再帰法により関数 f(y, x1, . . . , xn)を定義する場合にも
x1, . . . , xnについて同様のことが成り立つ。加えて、原始再帰法による定義の第二式にお
いては、再帰項や後退項は用いても用いなくともよい。
自由原始再帰法を使えば、足し算、掛け算が原始再帰的であることは直接的に示すこと

ができる：

plus(x, 0) = x

plus(x, y + 1) = suc(plus(x, y))

times(x, 0) = 0

times(x, y + 1) = plus(x, times(x, y))

第一式右辺における xは proj11(x)の略記であり、第三式右辺における 0は zero0の略記で
ある（zero0は 0項の関数と見なされている点に注意）。以下、同様の略記を断りなく用い
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る。第二式、第四式においては後退項 yは使われていない。このような定義によっても原
始再帰的関数が得られることは、上の補題により保証されている。
今後は通常の表記法に従って、plus(x, y), times(x, y)を x + y, x · yと書く。以後同様の

infix notationを断りなく用いることにする。また、�x, �yなどのベクトル表記は常に変数の
列を表すものとする。

命題 4.6 以下に挙げる関数は全て原始再帰的である。

1. 定数関数 (constant functions)：各 p, n ≥ 0について、constnp (x1, . . . , xn) = p。

2. 前者関数 (predecessor function)：

pred(0) = 0

pred(y + 1) = y

3. 引き算の改定版 (modified subtraction)：

x .−y = x− y （x ≥ yのとき）

= 0 （x < yのとき）

4. 正数テスト：

pos?(0) = 0

pos?(y + 1) = 1

5. ゼロテスト：

zero?(0) = 1

zero?(y + 1) = 0

6. 差：|x− y|

証明 1. constnp (�x) = suc(· · · suc︸ ︷︷ ︸
p times

(zero(�x)) · · · )。

2. 自由原始再帰法により定義されているので明らか。第二式右辺においては、再帰項は
用いられず、後退項のみが用いられている点に注意。より正確に書けば、pred(y + 1) =
proj21(y, pred(y))となる。
3. 自由原始再帰法により次のように定義できる：

x .−0 = x

x .−(y + 1) = pred(x .−y)

4. pos?(y) = y .−pred(y)。
5. zero?(y) = 1 .−pos?(y)。
6. |x− y| = (x .−y) + (y .−x)。
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練習問題 4.7 (*) 最大値関数max(x, y)（xと yのうち大きい方を返す関数）、最小値関数
min(x, y) （xと yのうち小さい方を返す関数）が原始再帰的関数であることを示せ。［ヒ
ント：+と .−を合成する。］

命題 4.8 n + 1項原始再帰的関数 f(�x, y)（ここで �x ≡ x1, . . . , xn）が与えられたとき、次
のように定義される関数も n + 1項原始再帰的関数である：

1. 限定和 (bounded sum)：∑
y<z

f(�x, y) = f(�x, 0) + f(�x, 1) + · · ·+ f(�x, z − 1)

ここで左辺の yは束縛されているものと考える。すなわち
∑

y<z f(�x, y)は n + 1個
の項 �x, zについての関数である。また、z = 0のときは、

∑
y<z f(�x, y) = 0とする。

2. 限定積 (bounded product)：∏
y<z

f(�x, y) = f(�x, 0) · f(�x, 1) · · · f(�x, z − 1)

z = 0のときは、
∏

y<z f(�x, y) = 1とする。

証明 1. 次のように（hをステップ関数として）原始再帰法を用いて定義することがで
きる：

h(�x,w1, w2) = plus(w2, f(�x,w1))∑
y<0

f(�x, y) = 0

∑
y<z+1

f(�x, y) = h(�x, z,
∑
y<z

f(�x, y))

第一式と第三式を組み合わせると、∑
y<z+1

f(�x, y) = h(�x, z,
∑
y<z

f(�x, y))

= plus(
∑
y<z

f(�x, y), f(�x, z))

となる。これと第二式から、どんな �n,m ∈ Nについても∑
y<m

f(�n, y) = f(�n, 0) + f(�n, 1) + · · · + f(�n,m− 1)

となることがわかる。
2. 練習問題とする。

練習問題 4.9

1.
∑

y<3 suc(y) = 6となることを確かめよ。

2.
∏

y<2 square(y + 1) = 4 となることを確かめよ。
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4.2 原始再帰的関係

定義 4.10 原始再帰的関係 (primitive recursive relation)とは、特性関数 χRが原始再帰
的であるような関係R ⊆ Nk のことである。

命題 4.11 大小関係 x < y、同値関係 x = yは原始再帰的である。

証明 x < yの特性関数は pos?(y .−x)に他ならない。すなわち、χ<(x, y) = pos?(y .−x)で
ある。実際、任意の n,m ∈ Nについて、

pos?(m .−n) = 1 （n < mのとき）

= 0 （n �< mのとき）

が成り立つ。関数合成により pos?(y .−x)は原始再帰的関数なので、定義により x < yは原
始再帰的関係である。また、x = yの特性関数は zero?(x .−y) · zero?(y .−x)と書ける（練習
問題：このことを確かめよ）。これは原始再帰的関数なので、x = yは原始再帰的関係で
ある。

k項原始再帰的関係Rと自然数n1, . . . , nk ∈Nが与えられたとき、R(n1, . . . , nk)が成り
立つかどうかは機械的な手続により有限時間で判定可能である（このことを関係Rは決定可
能である (decidable)という）。そのためには、Rの特性関数χRについて、χR(n1, . . . , nk)
の値を求めればよい。χRは原始再帰的関数であり、ゆえに χR(n1, . . . , nk)の値は常に有
限時間で計算することができる。もしも値 1が得られれば、R(n1, . . . , nk)は成り立つし、
そうでなければR(n1, . . . , nk)は成り立たない。
次の命題は、原始再帰的関係と原始再帰的関数を（自由）合成して得られる関係は原始

再帰的になることを示している：

命題 4.12 原始再帰的関係R ⊆ Nk+1、原始再帰的関数 f : Nl −→ Nが与えられたとき、

R′(�x, �y) が成り立つ ⇐⇒ R(�x, f(�y)) が成り立つ

により定義される関係R′ ⊆ Nk+l は原始再帰的である。

証明 R′の特性関数は自由合成により、χR′(�x, �y) = χR(�x, f(�y)) と定義できる。ゆえに原
始再帰的。

この命題により、x + y < zや x + 4 = 2 · x などは原始再帰的関係であることがわかる。
なぜならば、これらは原始再帰的関係 <,=と原始再帰的関数+, ·を合成して得られる関
係だからである。

命題 4.13 関係R,S ⊆ Nk が原始再帰的のとき、次のように定義される関係 ¬R, R ∧ S,
R ∨ Sも原始再帰的である：

¬R(�x)が成り立つ ⇐⇒ R(�x)が成り立たない。

R ∧ S(�x)が成り立つ ⇐⇒ R(�x), S(�x)が共に成り立たつ。

R ∨ S(�x)が成り立つ ⇐⇒ R(�x), S(�x)のどちらかが成り立たつ。
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証明 ¬R、R ∧ S, R ∨ S の特性関数は、それぞれ

χ¬R(�x) = zero?(χR(�x))

χR∧S(�x) = χR(�x) · χS(�x)

χR∨S(�x) = pos?(χR(�x) + χS(�x))

と定義できる。ゆえに原始再帰的関数である。

上の命題により、関係 x ≤ yが原始再帰的であることがわかる。なぜならば、x ≤ yは
x < y ∨ x = yと同値だからである。
以下、x �= y は ¬(x = y)の略記とし、R → S, R ↔ S はそれぞれ ¬R ∨ S, (R →

S) ∧ (S → R) の略記とする。R,Sが原始再帰的ならば、これらの関係も全て原始再帰的
である。

練習問題 4.14 3項関係「x、y、zは互いに異なる」が原始再帰的関係であることを示せ。

命題 4.15 関係R(�x, y) ⊆ Nk+1が原始再帰的のとき、次のように定義される k + 1項関
係 ∀y < zR(�x, y), ∃y < zR(�x, y)も原始再帰的である：�n,m ∈ Nとするとき、

∀y < mR(�n, y)が成り立つ ⇐⇒ どんな i < mについてもR(�n, i)が成り立つ。

∃y < mR(�n, y)が成り立つ ⇐⇒ ある i < mについてR(�n, i)が成り立つ。

ここで変数 yは束縛されているものと考える。すなわち ∀y < zR(�x, y), ∃y < zR(�x, y)は
k + 1個の項 �x, zについての関係である。

証明 ∀y < zR(�x, y), ∃y < zR(�x, y)の特性関数はそれぞれ

χ∀y<zR(�x,y)(�x, z) =
∏
y<z

χR(�x, y)

χ∃y<zR(�x,y)(�x, z) = pos?(
∑
y<z

χR(�x, y))

と書ける。

原始再帰的関係 R(�x, y) ⊆ Nk+1 が与えられたとき、上と同様にして、k + 1 項関係
∀y ≤ zR(�x, y), ∃y ≤ R(�x, y)を定義することができる：�n,m ∈ Nとするとき、

∀y ≤ mR(�n, y)が成り立つ ⇐⇒ どんな i ≤ mについてもR(�n, i)が成り立つ。

∃y ≤ mR(�n, y)が成り立つ ⇐⇒ ある i ≤ mについてR(�n, i)が成り立つ。

∀y ≤ zR(�x, y), ∃y ≤ zR(�x, y)は、それぞれ (∀y < zR(�x, y)) ∧R(�x, z), (∃y < zR(�x, y)) ∨
R(�x, z)と同値なので、Rが原始再帰的のときにはやはり原始再帰的である。∀y < z, ∃y < z,
∀y ≤ z, ∃y ≤ z を限定量化子 (bounded quantifiers)という。
以上により、原始再帰的関数・関係と=, <,¬,∧,∨及び限定量化子を用いて記述できる

関係は全て原始再帰的であることがわかった。このことから、多くの数論的な性質・関係
が原始再帰的であることがわかる：

19



命題 4.16 次の関係（性質）は原始再帰的である：

1. even(x)：xは偶数である。

2. div(x, y)：xは yの約数である。

3. prime(x)：xは素数である。

証明 1. even(x)は ∃y < x(x = 2y)と定義できる。ゆえに原始再帰的。
2. div(x, y)⇐⇒ ∃z ≤ y(x · z = y)。
3. prime(x)⇐⇒ 2 ≤ x ∧ ¬∃y < x(y �= 1 ∧ div(y, x))。

練習問題 4.17 次の関係が原始再帰的であることを示せ。

1. cd(x, y, z) ： xは yと zの公約数である。

2. cm(x, y, z) ： xは yと zの公倍数である。

3. rp(x, y) ： xと yは互いに素である（1以外の公約数を持たない）。

4. mersenne(x) ：xはメルセンヌ数である（xは 2n − 1の形の素数である）。

原始再帰的関係は、原子再帰的関数を構成するときにも利用できる。そのような構成法
を二つ挙げておく。

命題 4.18 原始再帰的関数 g、h、原始再帰的関係Rが与えられたとき、次のように定義
される関数 f も原始再帰的である（このような定義を場合分けによる定義 (definition by
cases) という）。

f(�x) = g(�x) (R(�x)が成り立つとき）

= h(�x) (R(�x)が成り立たないとき）

証明 f(�x) = g(�x) · χR(�x) + h(�x) · χ¬R(�x)より。

例えば、次のように定義される関数 f は原始再帰的である：

f(x) = x2 + 1 （even(x)が成り立つとき）
= x2 （そうでないとき）

命題 4.19 関係R(�x, y) ⊆ Nk+1が原始再帰的のとき、次のように定義される k + 1項関
数 μy < zR(�x, y) は原始再帰的関数である：�n,m ∈Nとするとき、

μy < mR(�n, y) = k < mかつR(�n, k)を満たす最小の k

ただしそのような kが存在しないときには μy < mR(�n, y) = mとする。
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ここでも yはやはり束縛されているものと考える。すなわち μy < zR(�x, y)は項 �x, zに
ついての関数である。このような関数の構成法を限定最小化 (bounded minimization)と
いう。

証明 次のように場合分けと原始再帰法を組み合わせることにより定義できる。

μy < 0R(�x, y) = 0
μy < z + 1R(�x, y) = μy < zR(�x, y) (∃y ≤ zR(�x, y)が成り立つとき）

　 = z + 1 （そうでないとき）

例えば、xと y の最大公約数を返す関数 gcd(x, y)は原始再帰的である。なぜならば、
gcd(x, y)は次のように定義できるからである：

gcd(x, y) = μz ≤ y(cd(x, y, z) ∧ ¬∃w ≤ y(z < w ∧ cd(x, y,w)))

練習問題 4.20 1. xと yの最小公倍数を返す関数 lcm(x, y)が原始再帰的であることを
示せ。

2. μy < zR(�x, y) =
∑

w<z

∏
y≤w χ¬R(�x, y) となることを確かめよ。（ゆえに限定最小

化は
∑
と
∏
を用いても定義できる。）

3. 関係 R(�x, y) ⊆ Nk+1 が原始再帰的のとき、次のように定義される k + 1 項関数
�y<zR(�x, y) が原始再帰的関数であることを示せ：�n,m ∈ Nkとするとき、

�y<mR(�n, y) = k < mかつR(�n, k)を満たす kの個数

（限定数え上げ (bounded counting))

限定最小化を用いることにより、後々重要になる次の命題が証明できる。

命題 4.21 n番目の素数を pn により表すことにする。このとき px は原始再帰的関数で
ある。

ただし、0番目から数えていくことにする。例えば p0 = 2、p1 = 3、p2 = 5である。

証明 pn! + 1 の最小の自明でない約数（1以外の約数）をmとすると、pn < m ≤ pn! + 1
が成り立つ。最初の不等号が成り立つのは、pn!+1は 2以上 pn以下のどのような数であっ
ても必ず 1余り、すなわち、pn! + 1の自明でない約数は pn以下には存在せず、ゆえにm

は pn以下ではありえないからである。二番目の不等号は自明である。また、mは素数で
ある。なぜならばどのような数についても、その最小の自明でない約数は常に素数だから
である。このことから、pnの次の素数は、必ず pn! + 1までの範囲の中に見つかることが
わかる。
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適切な上界 (upper bound)が得られたので限定最小化を用いることができ、px は次の
ように定義することができる：

p0 = 2

px+1 = μy ≤ px! + 1(px < y ∧ prime(y))

素因数分解の一意性を用いれば、自然数の列を一つの自然数によりコード化することが
できる。自然数の列 n1, . . . , nk が与えられたとき、

〈n1, . . . , nk〉 = pn1+1
0 · · · pnk+1

k−1

と定義する。これは k + 1項の原始再帰的関数である。自然数 xが上のようなかたちで何
らかの列を表すとき、その i番目の要素は

(x)i = μy < x(¬div(py+2
i−1 , x))

により取り出すことができる。コード xの長さは

leng(x) = μi < x(¬div(pi, x))

と表すことができ、また自然数 xが列のコードになる条件は

seq(x)⇐⇒ ∀i < x(div(pi, x)→ i < leng(x))

と表すことができる。これらは全て原始再帰的である。後ほど、より経済的な列のコード
化の方法を導入する。
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4.3 原始再帰的関数の限界

これまではどのようなタイプの関数が原始再帰的と見なせるかという、いわば原始再帰
的関数の質的な側面に着目してきたが、ここでは視点を変えて、どれくらい大きな関数が
原始再帰的であるかという、原始再帰的関数の量的側面について考えてみる。関数の大き
さは “支配する”という関係によって与えることができる。1項関数 f が gを支配すると
は、十分に大きな数N をとれば、それより大きな全ての数 x > N について g(x) ≤ f(x)
となることとする。例えば、二次関数 x2は全ての一次関数 ax+ bを支配する（ここで a, b

は定数）。同様に三次関数 x3は全ての二次関数を支配し、べき乗関数 2xは全ての多項式
を支配する。超指数関数 22x

は全ての指数関数を支配する、といった具合である。
ここでは原始再帰的関数の列Υ0,Υ1,Υ2, . . .を構成し、どのような原始再帰的関数 f も

あるΥnにより支配されることを示す。一方、関数列Υ0,Υ1,Υ2 . . . を “対角化”すること
により、明らかに計算可能でありながらどんなΥnによっても支配されない関数Υx(x)を
構成することができる。そのような関数は原始再帰的ではありえない。ゆえに原始再帰的
関数のクラスは全ての計算可能な関数を覆い尽くしてはいないことがわかる。

命題 4.22 1項原始再帰的関数 f(x)が与えられたとき、二項原始再帰的関数 f (y)(x)を次
のように定義する：

f (y)(x) = f · · · f︸ ︷︷ ︸
y times

(x)

ただし f (0)(x) = xとする。このとき f (y)(x)は原始再帰的関数である。

この関数構成法は原始再帰法の特別な場合であり、反復法（iteration）と呼ばれる。

証明

f (0)(x) = x

f (y+1)(x) = f(f (y)(x))

定義 4.23 1項原始再帰的関数の列Υ0,Υ1,Υ2 . . .を次のように帰納的に定義する：

Υ0(x) = suc(x)

Υn+1(x) = Υ(x)
n (x)

例えば、

Υ1(x) = Υ(x)
0 (x) = suc(x)(x) = 2x

Υ2(x) = Υ(x)
1 (x) = 2(x)(x) = 2x · x ≤ 22x = 4x

Υ3(x) = Υ(x)
2 (x) ≤ 4..

.4
x
}

x times

となる。
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補題 4.24

1. 全ての n, xについて、x < Υn(x)。

2. n < m, x > 0ならば、Υn(x) < Υm(x)。

3. x ≤ yならば、Υn(x) ≤ Υn(y)。

証明 1. nについての帰納法による。まず、x < suc(x) = Υ0(x)。つぎに x < Υn(x)が成
り立つと仮定して（帰納法の仮定）、x < Υn+1(x)が成り立つことを示す。実際どんな x

についても、帰納法の仮定を x回用いれば

x < Υn(x) < Υn(Υn(x)) < · · · < Υn · · ·Υn︸ ︷︷ ︸
x times

(x) = Υ(x)
n (x) = Υn+1(x).

よってどんな nについても x < Υn(x)である。
2. x > 0のとき、

Υn(x) < Υn · · ·Υn︸ ︷︷ ︸
x times

(x) （上記 1,x > 0より）

= Υ(x)
n (x) = Υn+1(x)

< Υ(x)
n+1(x) = Υn+2(x) （同様にして）

　 < · · · < Υm(x).

3. nについての帰納法による。まず、Υ0(x) = suc(x) ≤ suc(y) = Υ0(y)。次にΥn(x) ≤
Υn(y)が成り立つと仮定して（帰納法の仮定）、Υn+1(x) ≤ Υn+1(y)が成り立つことを示
す。実際上記 1と帰納法の仮定により、どんな xについても

Υn+1(x) = Υ(x)
n (x)

= Υn · · ·Υn︸ ︷︷ ︸
x times

(x)

≤ Υn · · ·Υn︸ ︷︷ ︸
x times

(y) （帰納法の仮定を x回用いて）

≤ Υn · · ·Υn︸ ︷︷ ︸
y times

(y) （上記 1より）

= Υ(y)
n (y) = Υn+1(y)

が成り立つ。

定義 4.25 fを 1項関数とする。fが 1項関数 gを支配する (dominates)とは、あるN ∈ N
が存在し、全ての x > N について g(x) ≤ f(x)が成り立つこととする。同様に、f が n

項関数 gを支配するとは、ある N ∈ Nが存在し、全ての �x = x1, . . . , xn > N について
g(�x) ≤ f(max(�x))が成り立つこととする。

すなわち、f が gを支配するとは、十分大きなインプットについては常に f のアウトプッ
トは gのアウトプット以上となることに他ならない。
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定理 4.26 どんな原始再帰的関数 f もあるΥnにより支配される。より詳しく言えば、あ
る nが存在し、どんな �x = x1, . . . , xk > 1についても f(�x) ≤ Υn(max(�x))となる。

証明 f の構成に関する帰納法により証明する。
f が zero, suc, projのときには明らかにΥ0により支配される。
f が原始再帰的関数 g, h1, . . . , hm から合成により定義されているとする（すなわち

f(�x) = g(h1(�x), . . . , hm(�x))）。帰納法の仮定及び補題 4.24.2 により、n を十分に大き
くとれば、全ての �x, �y > 1 について g(�y) ≤ Υn(max(�y)), h1(�x) ≤ Υn(max(�x)), . . . ,
hm(�x) ≤ Υn(max(�x)) が成り立つ。よって

f(�x) = g(h1(�x), . . . , hm(�x))

≤ Υn(max(h1(�x), . . . , hm(�x)))

≤ Υn(max(Υn(max(�x)), . . . ,Υn(max(�x))))

= Υn(Υn(max(�x)))

= Υ(2)
n (max(�x))

≤ Υ(max(�x))
n (max(�x)) （max(�x) ≥ 2、補題 4.24.1より）

≤ Υn+1(max(�x)).

f が原始再帰的関数 g, hから原始再帰法により定義されているとする。すなわち、

f(�x, 0) = g(�x)

f(�x, y + 1) = h(�x, y, f(�x, y)).

帰納法の仮定及び補題 4.24.2 により、ある nがあり、全ての �x, y, z > 1について、g(�x) ≤
Υn(max(�x)), h(�x, y, z) ≤ Υn(max(�x, y, z))が成り立つ。
このとき f(�x,m) ≤ Υ(m+1)

n (max(�x,m)) となることをmについての数学的帰納法によ
り示す。実際、

f(�x, 0) = g(�x) ≤ Υn(max(�x)) = Υ(1)
n (max(�x, 0))

f(�x,m + 1) = h(�x,m, f(�x,m))

≤ Υn(max(�x,m, f(�x,m)))

≤ Υn(max(�x,m,Υ(m+1)
n (max(�x,m)))) （帰納法の仮定、補題 4.24.3より）

= Υn(Υ(m+1)
n (max(�x,m + 1))) （補題 4.24.1より）

= Υ(m+2)
n (max(�x,m + 1)).
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ゆえに、

f(�x, y) ≤ Υ(y+1)
n (max(�x, y))

= Υn(Υ(y)
n (max(�x, y)))

≤ Υn(Υ(max(�x,y))
n (max(�x, y))) （�x, y > 1より）

= Υn(Υn+1(max(�x, y)))

≤ Υn+1(Υn+1(max(�x, y)))

= Υ(2)
n+1(max(�x, y))

≤ Υ(max(�x,y))
n+1 (max(�x, y)) （max(�x, y) ≥ 2より）

= Υn+2(max(�x, y)).

系 4.27 Υ(x) = Υx(x)により定義される関数Υは原始再帰的ではない。

証明 仮に Υが原始再帰的であるとすると、定理 4.26により、Υはある Υnにより支配
されるはずである。しかしどんなに大きなN ∈ Nをとっても、m = max(n,N) + 1とす
れば、

Υ(m) = Υm(m) > Υn(m)

となる（最後の>は補題 4.24.2より）。ゆえにΥはΥnによっては支配されない。これは
矛盾である。

一方、Υが計算可能であることは明らかである。なぜならば具体的なインプット nが与
えられたとき、Υ(n) = Υn(n)であり、Υnは原始再帰的であるから、Υn(n)の値は確かに
求めることができる。ゆえにこのΥは計算可能であっても原始再帰的でない関数の具体例
になっている（後ほどΥは再帰的関数であることが明らかになる）。
ところで上のように関数の列Υ0,Υ1,Υ2, . . .からΥを構成する方法を対角化 (diagonal-

ization)と言う。これは、Υn(m)の値（n = 0, 1, . . . ;m = 0, 1, . . .）を表

0 1 · · · m · · ·
0 Υ0(0) Υ0(1) · · · Υ0(m) · · ·
1 Υ1(0) Υ1(1) · · · Υ1(m) · · ·
...

...
...

...
n Υn(0) Υn(1) · · · Υn(m) · · ·
...

...
...

...

で表したとき、Υ(n)の値（n = 0, 1, . . .）はその対角線に相当するからである。

練習問題 4.28 (**) 次のように定義される関数（アッカーマン関数）が原始再帰的関数で
はないことを証明せよ。

f(0, y) = y + 1

f(x + 1, 0) = f(x, 1)

f(x + 1, y + 1) = f(x, f(x + 1, y)).
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4.4 コード化の技法

ここでは数の順序対や有限集合、数の有限列など数以外のものを一つの数で表すコード
化の技法を紹介する。既に 4.2章で素因数分解の一意性に基づいて数の有限列をコード化
する方法について触れたが、ここで導入するのはより能率のよい（したがってより工夫を
要する）方法である。これらは後に算術化（arithmetization, 論理式や証明などのメタレ
ヴェルの概念を数についての関数や性質として対象レヴェルで表現すること）を行う際に
本質的な役割を果たす。まずは原始再帰的関係のクラスよりもはるかに小さいΔ0関係の
クラスを導入しておこう。

定義 4.29 Δ0関係のクラスは次のように定義される：

1. f, gが 0, suc,+, ·から自由合成（補題 4.5）により得られる関数のとき、f(�x) = g(�x)
はΔ0関係である。

2. R,SがΔ0関係のとき、¬R,R ∧ S,R ∨ SはΔ0関係である。

3. R が Δ0 関係で f が 0, suc,+, · から自由合成により得られる関数のとき、∀y <

f(�x).R(�x, y), ∃y < f(�x).R(�x, y) は Δ0 関係である。ただし y は �x の中に現れな
い変数とする。

すなわちΔ0関係とは、0, suc,+, ·,=,¬,∧,∨および限定量化子（および合成）のみを用い
て定義することができる関係のことである。
まず最初に、自然数の順序対 (m,n)を一つの自然数でコード化する方法について考え

る。順序対全体の集合はN2であり、これは x軸、y軸とも自然数で目盛りづけられた平
面上の格子点の集合と一致する。次のような数え上げ方を見てみよう。

(0, 0)
(1, 0), (0, 1)
(2, 0), (1, 1), (0, 2)
(3, 0), (2, 1), (1, 2), (0, 3)
(4, 0), (3, 1), (2, 2), (1, 3), (0, 4)

...

このようにすればちょうど一回ずつ、全ての格子点を数え上げることができる。言い換え
れば、集合N2を集合Nへと一対一に対応付けることができる。この数え方において（一
番上の行を 0行目とすれば）、

• (m,n)はm + n行目に現れる（例えば (3, 1)は 4行目に現れる）

• i行目には i + 1個の格子点が現れる（例えば 4行目には 5個の格子点が現れる）

ことに注目すると、格子点 (m,n)は( ∑
i<m+n

i + 1

)
+ n =

(m + n)(m + n− 1)
2

+ n
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番目に数え上げられることがわかる。ゆえに 2項関数

〈x, y〉 =
(x + y)(x + y − 1)

2
+ y

を順序対を単一の自然数でコード化するために用いることができる。これは原始再帰的で
あり、全単射である。逆関数は

π1(z) = μx ≤ z(∃y ≤ z.z = 〈x, y〉)
π2(z) = μy ≤ z(∃x ≤ z.z = 〈x, y〉)

により与えられる。すなわち πi(〈n1, n2〉) = ni (i = 1, 2)である。これらも原始再帰的関
数である。しかも次の性質が成り立つ。

命題 4.30 3項関係 〈x, y〉 = zはΔ0である。

証明 〈x, y〉 = z ⇐⇒ 2z = (m + n)(m + n− 1) + 2nより。

練習問題 4.31 (*) 〈x, y〉がN2からNへの全単射であることを証明せよ。

以上により順序対は自然数によりコード化できることがわかった。次に有限集合のコー
ド化について考えよう。以下の手法はクワインとスマリヤンによる（[11]参照）。

補題 4.32 次の関係はΔ0である。

1. powerp(x) : xは pの累乗である（すなわち、ある nについて x = pn）。ただし pは
素数であるとする。

2. y = lstpowp(x) : yは xより大きな pの累乗のうち最小のものである。ただし pは素
数であるとする。

たとえば power2(16) は成り立つが、power2(18) は成り立たない。16 ≤ n < 32 のと
き、32 = lstpow2(n)である。自然数 nを p進法で書くときに必要な桁数を kとすると、
lstpowp(n)は p進法で 1 0 · · · 0︸ ︷︷ ︸

k

と書ける。

証明 1. pが素数のとき、xが pの累乗であるための必要十分条件は xの全ての自明でな
い約数（1以外の約数）が pで割り切れることである。ゆえに:

powerp(x)⇐⇒ ∀z ≤ x((div(z, x) ∧ z �= 1)→ div(p, z)).

（divがΔ0関係であることは命題 4.16の証明から明らかである。）
2. 次の通り:

y = lstpowp(x)⇐⇒ (y > x ∧ powerp(y)) ∧ ¬∃z < y(z > x ∧ powerp(z)).

「xと yを p進法で書いて x, yの順に繋げることにより得られる数」を x ∗p yにより表
すことにする。たとえば、123 ∗10 4567 = 1234567 であり、3 ∗2 2 = 14である（二進数で
書くと 3は 11、2は 10、14は 1110である）。
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補題 4.33 pが素数のとき、3項関係 x ∗p y = zはΔ0関係である。

証明

x ∗p y = z ⇐⇒ x · lstpowp(y) + y = z

⇐⇒ ∃w ≤ z.w = lstpowp(y) ∧ x · w + y = z.

xと yを p進法で書いたとき、「xが yの始切片である」ことを initsegp(x, y)、「xが yの終
切片である」ことを endsegp(x, y)、「xが yの部分である」ことを partp(x, y)と書いて表す。
例えば、initseg10(123, 123456789)、endseg10(789, 123456789)、part10(456, 123456789)が
成り立つ。

補題 4.34 pが素数のとき、initsegp(x, y)、endsegp(x, y)、partp(x, y)はΔ0関係である。

証明

initsegp(x, y) ⇐⇒ x = y ∨ (x �= 0 ∧ ∃z < y.x ∗p z = y)

endsegp(x, y) ⇐⇒ x = y ∨ (x �= 0 ∧ ∃z < y.z ∗p x = y)

partp(x, y) ⇐⇒ ∃z < y.initsegp(z, y) ∧ endsegp(x, z).

以下では素数 p > 2を固定し（例えば p = 7とする）、partp(x, y)を単に part(x, y)と書
く。また x ∗p yを単に xyと書く。p進法で書いたとき 2111 · · · 12の形になる数を区切り
数と呼ぶことにする。

補題 4.35 次の関係はΔ0である。

1. 1seq(x) : xは p進法で書いたとき 1 · · · 1の形になる。
2. delim(x) : xは区切り数である。

3. maxdelim(x, y) : xは yを p進法で書いたときその中に現れる最大の区切り数である。

証明

1seq(x) ⇐⇒ x �= 0 ∧ ∀y ≤ x(part(y, x) ∧ y < p→ y = 1)

delim(x) ⇐⇒ ∃z < x.(x = 2z2 ∧ 1seq(z))

maxdelim(x, y) ⇐⇒ delim(x) ∧ ¬∃z ≤ y(delim(z) ∧ x < z)

さて、数の有限集合 A = {a0, . . . , an}が与えられたとする。どの aiの部分でもない区
切り数を一つ取りそれを lとするとき、la0la1l · · · lanlの形の自然数を Aのコードという
ことにする。Aのコードは一意には定まらない。それは区切り数 lの取り方に依存するか
らである。しかしそれでも、「xは {a0, . . . , an}のコードである」という関係を考えること
には意味があり、これが原始再帰的関係であることは容易に確かめることができる。この
ような状況の下で、次の命題が成り立つ。
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命題 4.36 次の性質を持つΔ0関係 ∈が存在する: どんな有限集合A = {a0, . . . , an}につ
いてもある yが存在し、

x ∈ y ⇐⇒ xは Aの要素である。

また a0, . . . , an < yである。

ここで yとしては Aの（任意の）コードが想定されている。

証明 x ∈ y ⇐⇒ ∃z < y.maxdelim(z, y) ∧ part(zxz, y) と定義すればよい。いま、l を
どの ai の部分でもない区切り数とするとき、それを用いて構成できる Aの集合コード
la0la1l · · · lanl を yとして取る。すると、lは yに含まれる最大の区切り数であり、lxlが
yの部分であることと xが Aの要素であることは一致する。すなわち、x ∈ yであること
と xがAの要素であることは一致する。a0, . . . , an < yであることは明らかである。

順序対のコード化と有限集合のコード化が与えられれば有限列のコード化は容易である。
数列 a0, . . . , anは集合 {〈0, a0〉, 〈1, a1〉, . . . , 〈n, an〉}であいまい性なく表現できるからであ
る。次の定理はいわゆる β関数の存在を主張している。

定理 4.37 次の性質を満たす 2項原始再帰的関数 βが存在する。

1. どんな自然数の列 a0, . . . , anに対してもある自然数wが存在し、

β(w, 0) = a0, β(w, 1) = a1, . . . , β(w,n) = an

が成り立つ。また、a0, . . . , an < wである。

2. 3項関係 β(w, x) = yはΔ0関係である。

証明
β(w, x) = μy < w.〈x, y〉 ∈ w

と定義すればよい。w を {〈0, a0〉, . . . , 〈n, an〉} のコードとすれば、明らかに β(w, 0) =
a0, β(w, 1) = a1, . . . , β(w,n) = anが成り立つ。
また、関係 β(w, x) = yは

(〈x, y〉 ∈ w ∧ ∀z < y.〈x, z〉 �∈ w) ∨ (¬∃z ≤ w(〈x, z〉 ∈ w) ∧ y = w)

と書けるのでΔ0である。

β関数を最初に明示的に導入したのはゲーデル (1931)である。彼は中国剰余定理という
数論の基本定理の一つを用いて β関数を構成した。本節の構成法はクワイン、スマリヤン
による。
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5 再帰的関数

5.1 再帰的関数と原始再帰法の除去

前章までに取り扱ってきた原始再帰的関数の定義を拡張することにより、再帰的関数の
クラスが得られる。後で説明するように、再帰的関数は「計算可能である」という直感的
概念を数学的に定式化したものと考えることができる（チャーチのテーゼ）。

定義 5.1 再帰的関数 (recursive functions)の集合は次のように帰納的に定義される。

1. ゼロ関数、射影関数、後続者関数は再帰的である。

2. 再帰的関数から合成により得られる関数は再帰的である。

3. 再帰的関数から原始再帰法により得られる関数は再帰的である。

4. 最小化（minimization）：gが n + 1項再帰的関数であり、

∀x1 · · · ∀xn∃y(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

を満たすとする（これを実効性条件（effectiveness condition）と呼ぶ）。g(x1, . . . , xn, y) =
0を満たす最小の yを μy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)と書いて表す。このとき

f(x1, . . . , xn) = μy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

により定義される関数 f は再帰的である。

再帰的関係 (recursive relations)とは、特性関数が再帰的であるような関係のことで
ある。

最小化による関数の構成法を次のように言い換えてもよいことはただちにわかる。

• gが n+1項再帰的関係であり、∀x1 · · · ∀xn∃y(R(x1, . . . , xn, y))を満たすとする（こ
れを実効性条件と呼ぶ）。R(x1, . . . , xn, y)を満たす最小の yを μy(R(x1, . . . , xn, y))
と書いて表す。このとき

f(x1, . . . , xn) = μy(R(x1, . . . , xn, y))

により定義される関数 f は再帰的である。

関係Rが決定可能であり、かつ実効性条件を満たすときには、上のように最小化により定
義される fが計算可能であることはただちにわかる。実際、インプット �m = m1, . . . ,mn ∈
Nが与えられたとき f(�m)の値を求めるには次のようにすればよい。

1. R(�m, 0)が成り立つかどうかを判定する（Rは決定可能であると仮定しているので、
このことは有限時間内に遂行できる）。もしも成り立つならば、f(�m) = 0である。

2. さもなくば、R(�m, 1)が成り立つかどうかを判定する。もしも成り立つならば、f(�m) =
1である。さもなくば、R(�m, 2)が成り立つかどうかを判定する。
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3. 以下同様に、アウトプットが得られるまでR(�m, 3), R(�m, 4), R(�m, 5), . . .と続ける。

Rは実効性条件を満たすので、ある kが存在し、R(�m, k)が成り立つ。ゆえに上のプロセ
スは必ずいつかは停止し、f(�m)のアウトプットが得られるはずである。しかし一般には、
上のプロセスがいつ停止するのかは全くわからず、実行時間の予想は立てられない。この
点が原始再帰法との大きな違いである。
上の再帰的関数の定義は原始再帰法と最小化を両方用いているが、初期関数が十分に多

くある場合には実は原始再帰法は必要ないということが知られている。この結果は後に再
帰的関数を算術の体系において表現する際に便利である。

定理 5.2 次のように定義される再帰的’関数のクラスは再帰的関数のクラスと一致する。

1. ゼロ関数、射影関数、後続者関数、+, ·および χ=は再帰的’である。

2. 再帰的’関数から合成および最小化により得られる関数は再帰的’である。

証明 再帰的’関数が再帰的であることは明らかである。逆を示すために、まずはΔ0関係
が再帰的’であることを証明しておく。

1. 関係 f(�x) = g(�x)が再帰的’であることは明らか（ここで f, gは 0, suc,+, ·から自由
合成により構成される関数）。

2. Rが再帰的’のとき¬Rも再帰的’である。実際、¬Rの特性関数はχ¬R(�x) = χ=(χR(�x), 0)
と定義することができ、χ=は定義により再帰的’だからである。

3. Rが再帰的’のときR ∨ S, R ∧ Sも再帰的’である。練習問題とする。

4. R(�x, z)が再帰的’のとき限定最小化により得られる関数 f(�x, y) = μz < y.R(�x, z)も
再帰的’である。実際、f(�x, y) = μz.(R(�x, z) ∨ z = y)と定義できる。

5. R(�x, z)が再帰的’のとき∃z < y.R(�x, z)も再帰的’である。実際、∃z < y.R(�x, z)⇐⇒
(μz < y.R(�x, z)) �= yと定義でき、�=は再帰的’であり、また限定最小化は再帰的’で
あることを保存することから明らかである。∀z < x.R(�x, z)は¬と ∃z < xを用いて
定義できるから再帰的’である。

これで全てのΔ0関係が再帰的’であることがわかった。特に 4.4章の β関数は再帰的’で
ある。
最後に再帰的関数がすべて再帰的’であることを示そう。それには g, hが再帰的’関数な

らば

f(�x, 0) = g(�x)

f(�x, y + 1) = h(�x, y, f(�x, y)).

により定義される f も再帰的’であることを示せばよい。まず、どんな �x, yについても有
限列 f(�x, 0), . . . , f(�x, y)のコードを返す関数 t(�x, y)は再帰的’であることに注意する。実
際、tは β関数と最小化を用いて

t(�x, y) = μz(β(z, 0) = g(�x) ∧ ∀i < y.β(z, i + 1) = h(�x, i, β(z, i)))
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と定義することができる。ここで関係 β(z, 0) = g(�x)∧∀i < y.β(z, i+1) = h(�x, i, β(z, i)))
が実効性条件を満たすこと、すなわちどんな �x, yが与えられてもこの関係を満たす zが存
在することは、定理 4.37により保証されている。
この tを用いれば、目標の関数 f は

f(�x, y) = β(t(�x, y), y)

と定義できる。よって f は再帰的’である。
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5.2 標準形定理

4.4節では順序対、有限集合、有限列などを自然数へとコード化したが、ここではさら
に再帰的関数を自然数へとコード化する方法について述べる。一般に再帰的関数のコード
は指標と呼ばれているので、ここでも指標という呼び方を用いる。さて、関数 f を自然数
eでコード化するということが意味をなすためには、eが与えられたとき、そこから f の
入出力関係を正確に復元できるのでなければならない。そのためには、指標 eとして選ば
れる数はどんな自然数でもよいわけではなく、それは関数の計算の仕方（インプットが与
えられたときアウトプットを求めるにはどうしたらよいか）、あるいは別の言い方をすれ
ば関数の設計図（すなわちその関数がどのように構成されているか）を情報として含んで
いるのでなければならない。つまり、関数の指標は関数を計算するためのプログラムとみ
なすことができるのでなければならない。
本章の主定理はクリーネの標準形定理と呼ばれるものであるが、その核心はまさに、指

標が与えられたときにそこから関数を復元する方法を（一群の）再帰的関数により与える
という点にある。すなわち、どんな関数 f についてもその指標 eさえ与えられれば、f の
入出力関係を正確にシミュレートできる、そういう万能な再帰的関数（群）を構成する。
今、指標 eのことを関数 f を計算するためのプログラムだと思うことにすれば、ここで構
成する万能再帰的関数（群）はプログラムを解釈し実行するインタプリタに相当するもの
と考えることができる。
このようなコード化を行うためには有限列のコードを用いることが必要である。我々は

すでに二つのコード化の手法（すなわち 4.2節の素因数分解の一意性を用いた方法と 4.4
の部分列・区切り数などに依拠した方法）を導入したが、ここでは前者を用いることにす
る。（後者を用いても同等のことができる。）4.2節では以下の原始再帰的関数・関係を定
義したことを思い出しておこう。

1. 自然数の列n1, . . . , nkが与えられたとき、別の自然数 〈n1, . . . , nk〉を割り当てる関数。

2. 列のコード xが与えられたとき、その i番目の要素を取り出す 2項関数 (x)i。とく
に 1 ≤ i ≤ kについて

(〈n1, . . . , nk〉)i = ni.

3. コード xの長さを返す関数 leng(x)。特に次のことが成り立つ:

leng(〈n1, . . . , nk〉) = k.

4. 「xが列のコードである」ことを表す関係 seq(x)。とくに seq(〈n1, . . . , nk〉)は真で
ある。

定理 5.2により、どんな再帰的関数も初期関数 zero, suc, proj, +, ·, χ=から始めて合成
や最小化を繰り返し用いることにより定義できる。これを自然数であらわすには、まず初
期関数に指標（自然数）を割り当て、次に単純な関数の指標からより複雑な関数の指標を
構成するための規則を述べればよい。

定義 5.3 再帰的’関数 f の指標 (index)とは、次のように定義される自然数のことである。
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1. �zeron� = 〈0, n〉は zeronの指標である。

2. �suc� = 〈1, 1〉は sucの指標である。

3. �projn
i � = 〈2, n, i〉は projni の指標である。

4. �plus� = 〈3, 2〉は+の指標である。

5. �mult� = 〈4, 2〉は ·の指標である。

6. �equal� = 〈5, 2〉は χ=の指標である。

7. fが再帰的関数 g, h1, . . . , hmから合成により定義されているとする。すなわち f(�x) =
g(h1(�x), . . . , hm(�x))。�g�, �h1�, . . . , �hm�がそれぞれ g, h1, . . . , hmの指標のとき、
�comp(g, h1, . . . , hm)� = 〈6, n, �g�, �h1�, . . . , �hm�〉は f の指標である（ここで nは
f の項数）。

8. f が再帰的関数 gから最小化により定義されているとする。ただし gは実効性条件
を満たしているとする。このとき、�min(g)� = 〈7, n, �g�〉は f の指標である（ここ
で nは f の項数）。

再帰的関数の指標は唯一つには定まらない。なぜならば一つの関数を構成するのにはさ
まざまな方法があり、それぞれに対して別々の指標が割り当てられるからである。また、
どんな再帰的関数の指標でもない自然数が存在する。それには三つの場合がある。第一に
自然数 nがどのような有限列をも表さない場合、すなわち ¬seq(n)の場合であり、第二に
nは何らかの有限列を表すが、上の形に当てはまらない場合であり、第三に nは上の形に
当てはまるが、nは �min(g)�を含みながらも指標 �g�の表す関数が実効性条件を満たし
ていない場合である。
一項関数 arityと一項関係 wfを次のように定義する。

arity(x) = (x)2

wf(x) ⇐⇒ seq(x) ∧ (0 ≤ (x)1 ≤ 7)

∧((x)1 = 0→ leng(x) = 2)

∧((x)1 = 1→ leng(x) = 2 ∧ arity(x) = 1)

∧((x)1 = 2→ leng(x) = 3 ∧ (x)3 ≤ arity(x))

∧(3 ≤ (x)1 ≤ 5→ leng(x) = 2 ∧ arity(x) = 2)

∧((x)1 = 6→ leng(x) = arity((x)2) + 3 ∧ ∀1 ≤ y ≤ m(arity((x)y+2) = arity(x)))

∧((x)1 = 7→ leng(x) = 3 ∧ arity(x) = arity((x)3)

直感的にいえば、wf(e)は「自然数 eは一番外側だけを見れば指標の定義の形に合致してい
る」ことを述べている。特に eを関数 f の指標とすると、wf(e)が成り立つ。しかしwf(e)
が成り立つからといって、必ずしも eが指標であるとは限らない。実効性条件が満たされ
ていないかもしれないし、eの内側までみれば指標の定義にあっていないかもしれない。
arity(e)は eが関数 f の指標のときには、関数 f の項数を表す。
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�f�を k項関数の指標とし、�m = m1, . . . ,mk、nを自然数とするとき、自然数 〈�f�, �m, n〉
のことを �f(�m) = n�と書いて表す。表記法から推察できるように、この自然数は等式
f(�m) = nを表すコードである。
次に 1項関数 fname, output、1項関係 equationを次のように定義する。

fname(x) = (x)1

output(x) = (x)leng(x)

equation(x) ⇐⇒ wf(fname(x)) ∧ leng(x) = arity(fname(x)) + 2

すると equation(�f(�m) = n�)は常に成り立ち、また
fname(�f(�m) = n�) = �f�　
output(�f(�m) = n�) = n

が成り立つ。
�comp(g, h1, . . . , hk)(�m) = n�の形の自然数が与えられたとき、次の自然数をこの等式

コードの証拠と呼ぶことにする。

〈�h1(�m) = n1�, . . . , �hk(�m) = nk�, �g(n1, . . . , nk) = n�〉
もしもこのような自然数が存在し、かつ h1(�m) = n1, . . . , hk(�m) = nk, g(n1, . . . , nk) = n

がすべて成り立つならば、�comp(g, h1, . . . , hm)�が表す関数 f について f(�m) = kが成り
立つ。ゆえにこの自然数は f(�m) = kが成り立つためのまさに “証拠”なのである。
�min(g)(�m) = n�の形の自然数が与えられたとき、次の自然数をこの等式コードの証拠

と呼ぶ。
〈�g(�m, 0) = k0�, . . . , �g(�m,n− 1) = kn−1�, �g(�m,n) = 0�〉

ただし k0, . . . , kn−1 > 0とする。上と同じ意味で、この自然数は μz(g(�m, z) = 0) = nが
成り立つことの “証拠”になっている。
二項関係 cwitnessとmuwitnessを次のように定義する。

cwitness(x, y) ⇐⇒ seq(y) ∧ (∀1 ≤ z ≤ leng(y).equation((y)z))

∧∀1 ≤ z ≤ leng(y) .−1((fname(x))z+3 = fname((y)z)

∧∀1 ≤ w ≤ arity(fname(x))((x)w+1 = ((y)z)w+1)

∧output((y)z) = ((y)leng(y))z)

∧(fname(x))3 = fname((y)leng(y)) ∧ (output((y)leng(y)) = output(x)).

muwitness(x, y) ⇐⇒ seq(y) ∧ (∀1 ≤ z ≤ leng(y).equation((y)z) ∧ (fname(x))3 = fname((y)z)

∧∀1 ≤ w ≤ arity(fname(x))((x)w+1 = ((y)z)w+1)

∧(((y)z)arity(fname(x))+1 + 1 = z) ∧ (z �= leng(y)→ output((y)z) > 0))

∧(leng(y) = output(x) + 1).

このように定義すると次のことが成り立つ: eq1 = �comp(g, h1, . . . , hk)(�m) = n�, eq2 =
�min(g)(�m) = n�のとき、

cwitness(eq1, w) ⇐⇒ wが eq1の証拠である。

muwitness(eq2, w) ⇐⇒ wが eq2の証拠である。
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自然数 〈q1, . . . , qr〉が qrの計算列と呼ばれるのは、各 qiが次の条件を満たす場合である：

1. qiは等式のコードである。

2. fname(qi) = �zerok�ならば qi = �zerok(�m) = 0�の形である。
3. fname(qi) = �suc�ならば qi = �suc(m) = m + 1�の形である。
4. fname(qi) = �projk

j �ならば qi = �projk
j (m1, . . . ,mk) = mj�の形である。

5. fname(qi) = �plus�ならば qi = �plus(m1,m2) = m1 + m2�の形である。
6. fname(qi) = �mult�ならば qi = �mult(m1,m2) = m1 ·m2�の形である。
7. fname(qi) = �equal�ならば qi = �mult(m1,m2) = χ=(m1,m2)�の形である。
8. fname(qi) = �comp(g, h1, . . . , hk)�または fname(qi) = �min(g)�ならば、qiの証拠
はすべて q1, . . . , qi−1の中に現れる。

補題 5.4 �f�を再帰的関数 f の指標とする。このとき、

f(�m) = nである⇐⇒ �f(�m) = n�の計算列が存在する。
証明 (⇒) 再帰的’関数 f の構成に関する帰納法による。
(⇐) kを何らかの等式 �g(�m′) = n′�の計算列とするとき、g(�m′) = n′となることを leng(k)
に関する帰納法により証明すればよい。ここで �g�は gの指標である。

1項関係 compseq(x)、1項関数main(x)を次のように定義する。

compseq(x) ⇐⇒ seq(x) ∧ ∀1 ≤ i ≤ leng(x)(equation(x)

∧∀k < x(fname((x)i) = �zerok� → output((x)i) = 0)

∧(fname((x)i) = �suc� → output((x)i) = ((x)i)2 + 1)

∧∀k1 < x∀k2 < x(fname((x)i) = �projk1
k2
� → output((x)i) = ((x)i)k2+1)

∧(fname((x)i) = �plus� → output((x)i) = ((x)i)2 + ((x)i)3)

∧(fname((x)i) = �mult� → output((x)i) = ((x)i)2 · ((x)i)3)

∧(fname((x)i) = �equal� → output((x)i) = χ=(((x)i)2, ((x)i)3))

∧((fname((x)i))1 = 6→ ∃y < x(cwitness(y)

∧∀1 ≤ z ≤ leng(y)∃1 ≤ j < i((y)i = (x)j)))

∧((fname((x)i))1 = 7→ ∃y < x(muwitness(y)

∧∀1 ≤ z ≤ leng(y)∃1 ≤ j < i((y)i = (x)j))).

main(x) = (x)leng(x).

このように定義すると、次のことが成り立つ：eqを等式のコードとするとき、

compseq(w) ∧main(w) = eq ⇐⇒ wは eqの計算列である。

次の定理はクリーネの標準形定理 (normal form theorem)と呼ばれている。これは再帰
的関数論の基本定理であるといってよい。
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定理 5.5 次のような性質を持つ 1項原始再帰的関数Uと原始再帰的関係 T1, T2, . . .が存
在する（ここで各 Tiは i + 2項関係）。eを i項再帰的関数 f の指標とするとき、

f(�x) = U(μyTi(e, �x, y))

また、指標 eを固定したとき、i + 1項関係 Ti(e, �x, y)は実効性条件を満たす。

ここで Uや各 Tiは原始再帰的であるから、次のことが帰結する：

• どんな再帰的関数も、最小化を高々1回使えば定義することができる。

証明 Ti,Uを次のように定義すればよい。

Ti(e, �x, y) ⇐⇒ compseq(y) ∧ ∃z < y(main(y) = 〈e, �x, z〉).
U(y) = output(main(y)).

さて、f を i項再帰的関数とし、eをその指標とする。もしも f(�m) = nならば、補題 5.4
により �e(�m) = n�の計算列が存在する。その中でも最小の計算列をwとする。このとき
compseq(w) ∧main(w) = 〈e, �m, n〉であり、当然 n < wであるから、Ti(e, �m,w)が成り立
つ。wの最小性により、

U(μyTi(e, �m, y)) = U(w) = output(〈e, �m, n〉) = n.

これで f(�m) = nならば U(μyTi(e, �m, y)) = nとなることが示された。逆方向も同様に証
明できる。

練習問題 5.6

1. (**) 定義 5.3では再帰的’関数の構成法にのっとって指標を定義した。代わりに（原
始再帰法を含む）もともとの再帰的関数の構成法にのとって指標を定義し、標準形
定理を証明せよ。

2. (*) 上の問題に基づいて、「xは原始再帰的関数の指標である」という性質は原始再
帰的であることを証明せよ。（この事実は、後で証明する次の事実と対比すると面白
い：「xは再帰的関数の指標である」という性質は再帰的ではない。）

3. (*) 補題 5.4を証明せよ。

4.3節では、原始再帰的関数の限界について考察した。特に原始再帰的関数の列Υ0, Υ1,
. . .を構成し、そこから定義できる関数Υ(x) = Υx(x)は原始再帰的ではないことを証明し
た。一方、標準形定理を用いれば次のことが証明できる。

命題 5.7 Υは再帰的関数である。

証明 各 n ≥ 0について Υnは原始再帰的関数であるから、指標 ups(n)を持つ。しかも
ups(n)を nについての 1項関数とみたとき、upsが原始再帰的であることも証明すること
ができる。
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標準形定理により、
Υw(x) = U(μyT1(ups(w), x, y)).

ups(w)はどんなwについても指標を返すから、実効性条件 ∀w∀�x∃y(T1(ups(w), x, y))が
成り立つ。ゆえにΥw(x)は w, xについての 2項再帰的関数であることがわかる。よって
Υ(x) = Υx(x)も再帰的関数である。

Υは原始再帰的ではないが再帰的である。ゆえに再帰的関数のクラスは原始再帰的関数
のクラスよりも真に大きいことがわかる。

練習問題 5.8 練習問題 4.28に出てきたアッカーマン関数が再帰的関数であることを証明
せよ。

1項再帰的関数の指標の集合を考える。各指標は自然数であるから、自然数の大小関係
に従って、指標は一列に並べることができる。いま、n番目の指標を recindex(n)と書くこ
とにすれば、recindex(x)は xについての 1項関数としてみることができる。標準化定理と
カントールの対角線論法を組み合わせることにより、次のことが証明できる。

定理 5.9 recindexは再帰的関数ではない。

証明 仮に recindexが再帰的関数だとして、2項関数 value(w, x)を次のように定義する：

value(w, x) = U(μyT1(recindex(w), x, y)).

value(w, x)は、「w番目の 1項関数にインプット xを与えたときのアウトプット」を表す。
recindex(w)は再帰的であり、なおかつどんなwに対しても常に何らかの指標を返すので、
実効性条件 ∀w∀x∃yT1(recindex(w), x, y))が成り立つ。ゆえに value(w, x)は再帰的である
ことになる。
ゆえに次のように対角化により定義される 1項関数 valueも再帰的である：

value(x) = value(x, x) + 1.

valueは何らかの指標 eを持つはずである。eが k番目の（1項再帰的関数の）指標である
とすると、すると定義により、value(k, x) = value(x)が成り立つはずである。しかしこれ
は不合理。なぜならば、

value(k) = value(k, k) + 1 = value(k) + 1

となり矛盾するからである。ゆえに recindexは再帰的ではない。

ここで 2項関数 valueから 1項関数 valueを構成する方法が対角化と呼ばれるのは次の
理由による。いま value(n,m)の値（n = 0, 1, . . . ;m = 0, 1, . . .）を表

0 1 · · · m · · ·
0 value(0, 0) value(0, 1) · · · value(0,m) · · ·
1 value(1, 0) value(1, 1) · · · value(1,m) · · ·
...

...
...

...
n value(n, 0) value(n, 1) · · · value(n,m) · · ·
...

...
...

...
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で表したとき、value(n)は対角線上の n番目の値 value(n, n)に 1を加えたものに相当する
からである。

系 5.10 次のように定義される性質 recindex?は再帰的ではない：

recindex?(n)⇐⇒ nは 1項再帰的関数の指標である。

証明 性質 recindex?を用いれば、1項関数 recindexは次のように定義できる：

recindex(0) = μx.recindex?(x)

recindex(y + 1) = μx(recindex(y) < x ∧ recindex?(x)).

ここで recindex(y) < x∧ recindex?(x)に関して実効性条件が成り立つこと、すなわちどん
な yが与えられても、この性質を満たす xが常に存在することは明らかである。ゆえにも
しも index?が再帰的だとすると、recindexも再帰的になり、前の定理に反する。

40



6 部分再帰的関数と再帰的枚挙可能集合

6.1 部分再帰的関数

再帰的関数は「計算可能な」関数という直感的概念を数学的に定式化したものである。
ここで計算可能な関数 f とは、すなわちインプットが与えられたときにアウトプットを計
算するための具体的な手続が存在し、その手続は常に有限時間で実行できるというような
もののことだと思ってよい。これを少し弱めて次のような直感的概念にも数学的定式化を
与えておくと便利である：「f にはインプットが与えられたときアウトプットを計算するた
めの具体的な手続があるのだが、その手続は常に有限時間で実行できるわけではなく、と
きには計算がいつまでたっても終了しないこともある。それでも計算が終了するときには
その手続は f の正しい値を出力してくれる。」この直感に相当するのが部分再帰的関数の
概念である。
部分再帰的関数は部分関数の概念に基づいて定義される。部分関数とは、大雑把にいっ

て全てのインプットについてアウトプットが存在するとは限らないような “関数”のこと
である。（正確な定義は 3章を参照。）例えば割り算 /は自然数上の演算として見た場合、
部分関数である。なぜならば nがmで割り切れない場合には n/mは定義されていないか
らである。同様に /は有理数上の演算としても部分関数である。なぜならば分母が 0の場
合 n/0が定義されていないからである。一方、/は 0以外の有理数の集合上では関数であ
るといえる。
まず、予備的な定義からはじめる。

定義 6.1

• f を部分関数とし、�n ∈Nとするとき、f(�n)の値が定義されているときには f(�n) ↓
と書き、さもなければ f(�n) ↑と書く。

• f(�x)、g(�x)を部分関数とするとき、f(�x) ∼ g(�x)が成り立つのは、どんな �n ∈ Nに
ついても

1. f(�n) ↓⇐⇒ g(�n) ↓
2. f(�n) ↓ならば f(�n) = g(�n)

が成り立つときである。

部分関数 f が全域的 (total)といわれるのは、どんな �n ∈ Nについても f(�n) ↓が成り立
つ場合である。全域的な部分関数とは、すなわち関数のことに他ならない。
部分再帰的関数とは、大雑把に言って再帰的関数の定義 (5.1)から実効性条件を取り除

くことにより得られるもののことである。

定義 6.2 部分再帰的関数 (partially recursive functions)の集合は次のように帰納的に定
義される。

1. ゼロ関数、射影関数、後続者関数は部分再帰的である。
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2. 合成 (composition)：gがm項部分再帰的関数であり、h1, . . . , hmが n項部分再帰的
関数ならば、

f(x1, . . . , xn) ∼ g(h1(x1, . . . , xn), . . . , hm(x1, . . . , xn))

により定義される関数 f は部分再帰的関数である。ただし g(h1(x1, . . . , xn), . . . ,
hm(x1, . . . , xn)) は h1(�x) = z1, . . . , hm(�x) = zm かつ g(z1, . . . , zm) が定義され
ているときにのみ定義されており、値 zをとるものとする。

3. 原始再帰法 (primitive recursion)：gが n項部分再帰的関数であり、hが n + 2項部
分再帰的関数ならば、

f(x1, . . . , xn, 0) ∼ g(x1, . . . , xn)

f(x1, . . . , xn, y + 1) ∼ h(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))

により定義される関数fも部分再帰的である。ただしh(x1, . . . , xn, y, f(x1, . . . , xn, y))
は f(�x, y) = z0かつ h(�x, y, z0) = zが定義されているときにのみ定義されており、値
zをとるものとする。（このことからすぐわかるように、ある nについて f(�x, n) ↑な
らば、全てのm ≥ nについて f(�x,m) ↑である。）

4. 最小化（minimization）：gが n + 1項部分再帰的関数のとき

f(x1, . . . , xn) ∼ μy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)

により定義される関数 f は部分再帰的である。ここで μy(g(x1, . . . , xn, y) = 0)は
g(x1, . . . , xn, y) = 0が成り立つような yが存在するときにはその中で最小のものを
表し、さもなければ値が定義されていないものとする。（ここでは実効性条件は仮定
されていないことに注意。この点が再帰的関数との最大の違いである。）

明らかに全ての再帰的関数は部分再帰的関数でもある。再帰的関数の場合と同様に、次
の定理が成り立つ。

定理 6.3 次のように定義される部分再帰的’関数のクラスは部分再帰的関数のクラスと一
致する。

1. ゼロ関数、射影関数、後続者関数、+, ·および χ=は部分再帰的’である。

2. 部分再帰的’関数から合成および（実効性条件なしの）最小化により得られる関数は
再帰的’である。

ゆえに以後部分再帰的関数と部分再帰的 ’関数を同一視してよい。定義 5.3と同様にし
てどんな部分再帰的関数にも指標を与えることができる。それには定義 5.3における最小
化の場合で実効性条件を取り除けばよい。

定義 6.4 部分再帰的’関数 f の指標 (index)の定義は、定義 5.3の 8.を次のように変更す
ることにより得られる。
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8. f が再帰的関数 gから最小化により定義されているとする。このとき、�min(g)� =
〈7, n, �g�〉は f の指標である（ここで nは f の項数）。

すると部分再帰的関数についても標準形定理が成り立つ：

定理 6.5 次のような性質を持つ 1項原始再帰的関数Uと原始再帰的関係 T1, T2, . . .が存
在する（ここで各 Tiは i + 2項関係）。eを i項再帰的部分関数 f の指標とするとき、

f(�x) ∼ U(μyTi(e, �x, y)).

実際、原始再帰的関数 Uと Tiの定義は再帰的関数の場合と全く同じである。唯一の違
いは、たとえ eを固定しようとも Ti(e, �x, y)についての実効性条件が満たされているとは
限らないという点だけである。
しかし再帰的関数とのアナロジーが成り立つのはここまでである。例えば定理 13.2と

対照的に次のことが成り立つ。

命題 6.6 x番目の 1項部分再帰的関数の指標を返す関数 parrecindex(x)は再帰的でありし
かも原始再帰的である。また、xが 1項部分再帰的関数の指標であるときに限って成立す
る性質 parrecindex?(x)も原始再帰的である。

性質 parrecindex?は原始再帰的であるが、recindex?は再帰的でない。両者を分けている
のは、最小化を用いる際に実効性を判定するかどうかの違いであり、この点が困難の核心
であると言える。

練習問題 6.7 (*) 命題 6.6を証明せよ。

再帰的関数を構成するときには、最小化を用いるたびに逐一、構成部分の実効性条件を
判定する必要があった。次の定理が示しているのは、このように実効性をいちいち判定せ
ずとも、全体として得られる部分再帰的関数が全域的でさえあれば、それは再帰的関数で
あるといってよいということである。

定理 6.8 全域的な部分再帰的関数は再帰的関数である。

証明 f を i項の全域的な部分再帰的関数とする。eを f の指標とすると、定理 6.5によ
り、f(�x) ∼ U(μyTi(e, �x, y)) が成り立つ。f は全域的であるから、μyTi(e, �x, y)はどんな
�xについても定義されていなければならず、ゆえに Ti(e, �x, y)は実効性条件を満たしてい
るのでなければならない。ゆえに U(μyTi(e, �x, y))は再帰的関数である。

上の定理があるので、再帰的関数とは部分再帰的関数の中で全域的であるもののことに
過ぎないと考えることができる。ゆえに今後は部分再帰的関数一般について話を進めるこ
とにする。

n + 1項部分再帰的関数 {e}n(x1, . . . , xn)を

{e}n(�x) ∼ U(μyTn(e, �x, y))

により定義する。ここでU,Tnは定理6.5に現れたものである。すなわち、{e}n(x1, . . . , xn)
は、もしも eが何らかの n項部分再帰的関数 f の指標の場合には f(x1, . . . , xn)と一致し、
そうでなければ（未定義の場合も含めて）任意の値をとるような部分関数である。
次の定理はパラメータ定理 (parameter theorem)または s-m-n定理と呼ばれる。
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定理 6.9 任意の nについて原始再帰的関数 Snが存在し、

{e}n+1(x1, . . . , xn, y) ∼ {Sn(e, y)}(x1, . . . , xn)

が成り立つ。より一般的に、任意のm,n ≥ 0について原始再帰的関数 Sm
n が存在し、

{e}m+n(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∼ {Sm
n (e, y1, . . . , ym)}(x1, . . . , xn)

が成り立つ。

証明 ここでは一番目の主張のみを示す。
定数関数 constnk(�x) = kは原始再帰的関数である。この関数の指標を �constnk�と書くこ

とにすると、nを固定したとき �constny �は y についての 1項関数としてみることができ
る。しかもこの関数は原始再帰的であることが証明できる。Snを次のように定義する:

Sn(e, y) = 〈6, n, e, �projn
1 �, . . . , �projn

n�, �constny �〉.

すると、自然数 e, pが与えられたとき、もしも eが n + 1項部分関数 f(�x, y)の指標ならば
Sn(e, p)は n項部分再帰的関数 f(�x, constnp (�x))の指標となっていることがわかる。ゆえに

{e}n+1(�x, p) = q ⇐⇒ f(�x, p) = q

⇐⇒ f(�x, constnp (�x)) = q

⇐⇒ {Sn(e, p)}n(�x) = q.

（より厳密には、eがたとえ指標でなくても、（何らかの事故的な理由で）{e}n+1(�x, p) = q

となる場合には {Sn(e, p)}n(�x) = qとなり、逆もまた真になるということを示さねばなら
ないが、ここでは割愛する。）

この定理の帰結として次の再帰定理 (recursion theorem)、あるいは不動点定理 (fixpoint
theorem)が得られる。

定理 6.10 f(x1, . . . , xn, y)を再帰的部分関数とするとき、ある自然数 fixf が存在して、

{fixf}n(x1, . . . , xn) ∼ f(x1, . . . , xn, fixf )

が成り立つ。

証明 omega(y) = Sn(y, y)と定義する。すると定理 6.9によりどんな yについても

{y}n+1(�x, y) ∼ {Sn(y, y)}n(�x) ∼ {omega(y)}n(�x)

が成り立つ。f(�x, omega(y))は再帰的部分関数であるから、指標 eが存在する。このとき、
fixf = omega(e)と定義する。すると、

{fixf}n(�x) ∼ {omega(e)}n(�x) ∼ {e}n+1(�x, e) ∼ f(�x, omega(e)) ∼ f(�x, fixf )

が成り立つ。
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6.2 再帰的枚挙可能関係

再帰的関数を特性関数とするような関係のことを再帰的関係と呼んだ。すなわち再帰的
関数からはじめて、それに対応する関係を考え、それを再帰的関係と呼んだわけである。
同じような考え方により、部分再帰的関数に対応する関係の概念を定義することができる。

定義 6.11 n項関係R ⊆ Nnが再帰的枚挙可能 (recursively enumerable) であるのは、次
のように定義される n項部分関数 χ′

Rが部分再帰的関数の場合である：

χ′
R(�x) = 1 R(�x)が成り立つとき

= 未定義 そうでないとき

命題 6.12 再帰的関係は全て再帰的枚挙可能関係である。

証明 R ⊆ Nnが再帰的関係であるとする。このとき、χ′
Rは次のように定義することが

できる。
χ′

R(�x) = μz(R(�x) ∧ z = 1).

「再帰的枚挙可能」の名前は次の性質に由来する。

命題 6.13 R ⊆ Nを空でない集合とする。このときRが再帰的枚挙可能集合であるのは
次のような原始再帰的関数 enumR が存在する場合である：

R(n)⇐⇒あるm ∈ Nについて enumR(m) = n

すなわちR = {enumR(m)|m ∈N}が成り立つ場合である。
より一般的に、R ⊆ Nnを空でない n項関係とする。このときRが再帰的枚挙可能であ

るのは次のような原始再帰的関数 enumR が存在する場合である：

R(�n)⇐⇒あるm ∈ Nについて enumR(m) = 〈�n〉.

証明 最初の主張のみ証明する。R ⊆ Nを空でない再帰的枚挙可能集合とすると、部分
再帰的関数 χ′

Rが存在して、

χ′
R(x) = 1 R(x)が成り立つとき

= 未定義 そうでないとき

となる。eを χ′
Rの指標とすれば、標準形定理（定理 6.5）により原始再帰的関数UとTが

存在して
χ′

R(x) ∼ U(μyT(e, x, y))

が成り立つ。ゆえに任意の n ∈Nについて、

(∗) R(n)⇐⇒ある k ∈ Nについて T(e, n, k)

である。

45



仮定によりRは空ではないので、R(d)となる要素 dが存在する。このとき、関数 enumR

を次のように定義する。

enumR(z) = π1(z) T(π1(z), π2(z)) が成り立つとき
= d そうでないとき

ここで π1, π2は 4.4節で定義された、順序対をコード化する関数 〈x1, x2〉 の逆関数である。
すなわち、πi(〈x1, x2〉) = xi （i = 1, 2）。このように定義された enumRが原始再帰的関数
であることは明らかなので、あとはこの関数が求められる性質を満たすことを示せばよい。
まず、自然数 nについてR(n)が成り立つとする。すると、(∗)により、ある k ∈ Nに

ついてT(e, n, k)である。m = 〈n, k〉とすれば、T(π1(m), π2(m))が成り立つ。すなわち、
enumR(m) = π1(m) = nである。
逆に、あるmについて enumR(m) = nであるとする。もしもT(π1(m), π2(m))が成り立

つならば、定義によりn = π1(m)であり、(*)により、R(n)となる。またT(π1(m), π2(m))
が成り立たないときには、n = dでR(d)であるから、やはりR(n)となる。

このことが意味するのは、Rの要素は、原始再帰的関数 enumRによって、「0番目の要素」
enumR(0), 「1番目の要素」enumR(1), 「2番目の要素」enumR(2),. . .というふうに枚挙
できるということである（ただし重複を許す）。それゆえ自然数 nが与えられてR(n)が成
り立つことを確かめるには、この枚挙を続けていきなんらかのmについて enumR(m) = n

が成り立つことを示せばよい。しかしこのような枚挙をいくら続けてもR(n)「でない」と
いうことは確認することができない。例え 100000000 までこの枚挙を続けて nが現れな
かったとしても 100000001 番目に nが現れる可能性は捨てきれないからである。このた
め、再帰的枚挙可能集合はしばしば半決定可能 (partially decidable)集合とも呼ばれる。

命題 6.14 R, Sが再帰的枚挙可能関係のとき、R∧S, R∨S, ∀y < zR(�x, y), ∃y < zR(�x, y),
∃yR(�x, y)も再帰的枚挙可能関係である。

証明 R ∧ S, R ∨ S, ∀y < zR(�x, y), ∃y < zR(�x, y)が再帰的枚挙可能関係となることは、
命題 4.13、命題 4.15と同様にして証明することができる。
∃yR(�x, y)については、部分再帰的関数 χ′

∃yRを次のように定義すればよい：

χ′
∃yR(�x) = pos?((μyR(�x, y)) + 1).

ここで μyR(�x, y)が部分再帰的関数であることは明らかなので、χ′
∃yRも部分再帰的関数で

ある。

上の性質は ¬R, ∀yR(�x, y)については成り立たない。

定理 6.15 R ⊆ Nnが再帰的関係であるための必要十分条件は、Rと ¬Rがともに再帰的
枚挙可能関係となることである。

証明 Rと ¬Rが再帰的枚挙関係であるとする。すると命題 6.13により、

R(�x) ⇐⇒ ∃y(enumR(y) = 〈�x〉)
¬R(�x) ⇐⇒ ∃y(enum¬R(y) = 〈�x〉)
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が成り立つ。いま、S(�x, y) ⇐⇒ enumR(y) = 〈�x〉、T (�x, y) ⇐⇒ enum¬R(y) = 〈�x〉と書く
ことにする。排中律によりR(�x) ∨ ¬R(�x)は常に成り立ち、また

R(�x) ∨ ¬R(�x) ⇐⇒ ∃yS(�x, y) ∨ ∃yT (�x, y)

⇐⇒ ∃y(S(�x, y) ∨ T (�x, y)).

であるから、∃y(S(�x, y) ∨ T (�x, y))も常に成り立つ。ゆえに μy(S(�x, y) ∨ T (�x, y))は再帰
的関数である。そして

R(�x)⇐⇒ S(�x, μy(S(�x, y) ∨ T (�x, y))

がいえるので、Rは再帰的関係である。
命題 6.12により、再帰的関係は全て再帰的枚挙可能関係であることが示された。では逆

はどうだろうか？すなわち再帰的枚挙可能関係はすべて再帰的関係であるといえるだろう
か？答えはノーである。このことを示しておこう。
前節で論じたように、１項部分再帰的関数は、1番目の関数 f0(x)、２番目の関数 f1(x)、

３番目の関数 f2(x) . . .と全部枚挙することができる。しかも x番目の 1項部分再帰的関
数の指標を返す関数 parrecindex(x)は原始再帰的関数である。このことから、次のような
性質を考えることができる。

defined?(x, y) ⇔ x番目の１項部分再帰的関数はインプット yにおいて定義さ
れている。すなわち fx(y) ↓。

命題 6.16 defined?(x, y)は再帰的枚挙可能関係である。

証明

defined?(x, y) ⇐⇒ fx(y) ↓
⇐⇒ U(μzT1(parrecindex(x), y, z)) ↓
⇐⇒ μzT1(parrecindex(x), y, z) ↓
⇐⇒ ∃z.T1(parrecindex(x), y, z)

T1は原始再帰的関係であるから、命題 6.14により、∃zT1(parrecindex(x), y, z)は再帰的枚
挙可能関係である。

命題 6.17 defined?(x, y)は再帰的関係ではない。

証明 defined?(x, y)が再帰的関係であると仮定して矛盾を導く。defined?(x, y)が再帰的
関係ならばその否定¬defined?(x, y)も明らかに再帰的なので、次のように定義される関数
gは 1項部分再帰的関数となる：

g(x) = μz(¬defined?(x, x) ∧ z = 1).

今、この関数が k番目の 1項部分再帰的関数 fkであるとする。すると

defined?(k, k) ⇐⇒ fk(k) ↓
⇐⇒ μz(¬defined?(k, k) ∧ z = 1) ↓
⇐⇒ ¬defined?(k, k)
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となり矛盾する。ゆえに defined?(x, y)は再帰的関係ではない。

証明から明らかなように、実際には次のことが成り立つ。

系 6.18 K(x)⇐⇒ defined?(x, x)により定義される性質Kは再帰的枚挙可能であるが、再
帰的ではない。

以上をまとめると、次の関係が成り立つ：

(再帰的関係のクラス) = (再帰的枚挙可能関係のクラス)∩(再帰的枚挙可能関係のクラス)C

(再帰的関係のクラス) � (再帰的枚挙可能関係のクラス)

ここでXC はX の補集合をあらわす。
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6.3 再帰的関数論の歴史的背景

以下は次の論文を参考にしている。

Robin Gandy, The Confluence of Ideas in 1936, The Universal Turing Ma-
chine: A Half-Century Survey (2nd. ed.), 1995.

決定問題を巡って：

• D. Hilbert(1900):「２０世紀に取り組むべき２３問題」の第１０番目：

ディオファントス方程式が与えられたとき、整数解を持つか否かを有限回
の操作により判定する方法を見つけよ。

• M. Dehn (1911), A. Thue (1914): 群論における語の問題

• H. Behmann (1922): 高階論理を含む論理一般についての決定問題

• D. Hilbert (1928): 一階述語論理の決定問題（Entscheidungsproblem）：

（一階述語論理の）論理的表現が与えられたとき、それが恒真である（あ
るいは充足可能である）かどうかを有限回の操作により判定する手続は存
在するか？

「有限回の操作により判定する手続」とは何か？例えば最後の問題について言うならば、論
理式の恒真性を判定する手続が存在するのならば、そのような手続を一つ具体的に提示す
れば事は足りるが、もしもそのような方法がないのだとしたら、「ない」ということを数
学的定理として示すためには、「有限回の操作により判定する方法」とは何かを数学的に
定義する必要が出てくる。

不完全性定理を巡って：

• K. Gödel (1931,1934)：第一不完全性定理（の一般化されたヴァージョン）

原始再帰的関数がすべて（数値ごとに）表現可能であるような形式的体系
T をについて、もしも T が無矛盾ならば T には証明可能でも反証可能で
もない論理式が存在する。

「形式的体系」とは何か？大雑把にいって、与えられた記号表現が公理であるかどうか、あ
るいは正しい推論規則の適用になっているかどうかが、「有限的に判定可能である」よう
な論理体系のこと。では「有限的に判定可能」とは一体どういうことか？=⇒「有限的に
判定可能」の一般的定義へ。

原始再帰的関数：

• R. Dedekind (1888): 関数の帰納的定義

• T. A. Skolem (1923): 原始再帰的関数の研究
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• D. Hilbert (1926): 高階の原始再帰法（of finite types)

• W. Ackermann (1928): 原始再帰的ではないが、二重原始再帰法（あるいは高階の
原始再帰法）を使えば定義できる関数（アッカーマン関数）の発見

アッカーマンの結果により、少なくとも原始再帰的関数だけでは「実効的に計算可能」
（Herbrand 1931）な関数全てを特徴付けるのには足りないことがわかる。

実効的に計算可能な関数の定式化：

• J. Herbrand (1931): ゲーデルへの手紙

• A. Church (1932): ラムダ計算の導入（プリンストン在籍）

• K. Gödel (1934): Herbrand-Gödel再帰性の定義（不完全性定理の一般化に向けて。
プリンストンでの講義にて）

• A. Church (1934): 「実効的計算可能性＝ラムダ定義可能性」としようという提案

• S. C. Kleene (1936): 「Herbrand-Gödel再帰性＝ラムダ定義可能性」の証明。（現
在普通使われている形の）一般再帰的関数の定義。後者も前二者と一致する。

• A. Church (1936): チャーチのテーゼ

実効的に計算可能な関数とは、再帰的関数のことに他ならない。

チャーチのテーゼは本当に妥当か？だとしたらどのように正当化することができるのか？

機械的手続の分析：

• A. M. Turing (1936): テューリング機械の概念の導入。

本当の問題は（「何が計算可能な関数か」ではなく）「数を計算するときに
起こりうるプロセス（すなわち機械的手続）とは何か」である。

テューリングは、数学者が紙と鉛筆を用いて計算を行う過程を極限まで抽象化することに
よりテューリング機械の定義に到達した。（ちなみに現在使われている “computer”という
言葉は彼の論文に由来するが、そこでは単に「計算する人」を意味するに過ぎない。）し
かもテューリングは、テューリング機械により計算可能な関数はラムダ定義可能な関数と
一致することも（ほぼ）証明している。よってチャーチのテーゼは二重の意味で補強され
ることになった。第一に、全く違う立場からの定義がラムダ定義可能性＝再帰性と一致し
たということ。これは偶然とは考えにくい。第二に、テューリングの定義は人間が行う具
体的な計算行為の徹底的な分析に基づいていること。これにより再帰性の概念が人為的な
ものではなく、現実に行われている計算に根ざすものであることが保証されたのである。
かくして「実効的に計算可能である」という直感的な概念は「再帰的である」（あるいは

ラムダ定義可能である、テューリング機械で計算可能である）という数学的な定義によっ
て置き換えられうるということが広く認められるようになったのである。
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• E. Post (1936)

• A. Church (1936), A. M. Turing (1936)： ヒルベルトの決定問題の否定的解決
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第 II部

算術と不完全性

7 はじめに

数学者の主な仕事は定理を証明することである。定理を証明する過程には、直感的ひら
めき、具体例の検討、例から普遍への一般化、論証の明確化など、一見したところ意味的・
非形式的なプロセスが多く伴う。しかしひとたび定理や証明が書き下されたならば、少な
くともその書き下されたところのものは形式化（formalize）することが可能である。すな
わち、あらかじめ定められた記号を用い、あらかじめ定められたルールに従って生成され
た記号列として表現することができる。形式化により、（幾何学や算術などの）理論や、そ
の理論における定理などは形式的な概念となり、それらについては形式的・数学的手法に
より分析を行うことが可能になる。一言で言えば、数学について数学することができるよ
うになり、メタ数学（数学基礎論）という数学の新しい一分野が拓かれることになる。
さて、ひとたび数学理論 T（たとえば整数論や解析学など）が形式化されると、次のよ

うな問いが興味深い問題として現れてくる。

1. T における言明が真であるとはどういうことかを、T の言明のみを用いて定義する
ことはできるか？

2. ある言明が与えられたとき、その言明が T の定理かどうかを有限時間で判定するこ
とはできるか？

3. T における言明のうちで真なものは、全て T の定理として導出することができるか？

4. T におけるどんな言明についても、T において証明するか反証するかのどちらかが
できるか？

5. T が無矛盾であることは、T において許されている論法のみを用いて確かめること
ができるか？

これらの問いに対しては、部分的な肯定的結果と一般的な否定的結果が共に知られてい
る。特に１、２、４、５に対する否定的結果は、それぞれ真理述語の定義不能性（Tarski）、
算術および一階述語論理の決定不能性（Church）、第一不完全性（Gödel-Rosser）、第二
不完全性（Gödel）と呼ばれている。（３に対する否定的結果は広義には第一不完全性に含
めてよいであろう。）ここでの目的は、形式的手法の限界を示すと言われるこれらの否定
的な結果について、統一的な観点から解説を行うことにある。
上記の結果は、ほとんど全ての数学理論にあてはまる（特に数学のほぼ全てを体系化で

きる ZF集合論にもあてはまる）普遍的な成果であるが、ここでは話を単純にするため、
一階算術（自然数論）に議論を限定する。ひとたび一階算術に身を置くと、そこに算術的
階層の存在とその厳密性 (Kleene)という重要な事実が立ち現れる。すなわち算術的に定義
可能な集合は、それを定義する論理式の複雑さに応じてある階層性をなし、各階層の間に
は厳密な含意関係が存在するという事実である。以下では、上記の諸成果（第二不完全性
を除く）を算術的階層の厳密性という単一の事実に基づいて説明するという方針をとる。
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そのメリットとしては、一階算術に対して統一的な見方を与えられることや、諸定理間の
関連性（特に肯定的結果と否定的結果の関連性）を明確にできることなどが挙げられるが、
特に重要なのは、真理、証明可能性などのメタ数学的な概念を算術的階層という強固な階
層のうちに位置づけることができるという点である。対象理論に身を置こうとも、メタ数
学に身を移そうとも、形式的な手法を用いる限り、我々の前には圧倒的に強固な算術的階
層が立ちはだかっており、それを崩壊させたり、そこから逃れ出たりする余地は全くない。
その不可避性が、形式的手法に関する否定的な結果の真意を最もよく表しているように思
われるのである。

8 自然数としての論理式

本章ではまず準備として、算術の論理式とは何かを定義し、次に算術の論理式が（標準
モデルにおいて）真であるとはどういうことかの定義を与える。表題が示すとおり、ここ
では論理式を自然数として表す方法について考える。命題を記述する表現であるはずの論
理式が自然数を用いて表されるというのは一見奇妙に思われるかもしれない。事実、最初
にこのアイデアが詳細に展開されたゲーデルの時代にあっては革新的なことであったと思
われる。しかし、このことは現代にあってはもはやそれほど不思議なことではない。われ
われは日常的にコンピュータやワードプロセッサを用いて文章を作成するが、それらはコ
ンピュータ内部においてはある意味「数」と同等のものである。ハードウェアレベルでは
文章も数も同じデジタル信号に過ぎないし、ソフトウェアレベルでも両者は互いに変換可
能だからである。

定義 8.1 (算術の項) 算術の項 (arithmetic terms)は以下のように帰納的に定義される。

1. 変項 x0, x1, x2 . . .は算術の項である。

2. 0は算術の項である。

3. tと uが算術の項ならば、(St), (t + u), (t · u)も算術の項である。

例えば、「((S0) + (S(x9 · (S0))))」は算術の項であるが、「0S」や「2Sx0」や「+ + 0」
は算術の項ではない。ここでは、変項とは「x」に何らかの自然数を添え字として加えた
もののこととしている。このような取り決めをしておくと、後でゲーデル符号化を行う際
に便利だからである。しかし変項が「x1000」や「x1234354367」のようなものしかないので
は、論理式を実際に書くときにはあまりにも不便なので、インフォーマルには y, z, y4, z3

などの記号も変項として用いることにする。

定義 8.2 (数項) 自然数 0, 1, 2, 3, . . .を以下の項を用いて表す。

0, S0, S(S0), S(S(S0)), . . .

これらを数項 (numerals)と呼ぶ。自然数 nに相当する数項を nにより表す。

例えば 3 ≡ S(S(S0))である。
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定義 8.3 (算術の論理式) 算術の論理式 (arithmetic formulas)は以下のように帰納的に定
義される。

1. tと uが算術の項ならば、(t = u)は算術の論理式である。

2. AとBが算術の論理式ならば、(¬A), (A ∨B) は算術の論理式である。

3. Aが算術の論理式で xが変項ならば、(∀xA)は算術の論理式である。

例えば、(((Sx) = x) ∨ (¬(∀y(y = (x + z)))))は算術の論理式であるが、0 = ¬(0 = 0)
や ¬ ∨ 0 = 0はそうではない。
以下、算術の項、算術の論理式のことを単に項、論理式と呼ぶことにする。かっこは適

宜省略する。自由変項、束縛変項の定義は通常通りとする。変項を含まない項のことを閉
項 (closed terms)、自由変項を一つも含まない論理式のことを閉論理式 (closed formulas)、
あるいは文 (sentences)と呼ぶ。また、自由変項を一つだけ含む論理式を一項論理式と呼
ぶ。一項論理式は、その中にただ一つ現れる自由変項 xを明記して A(x), B(y)などと書
くことにする。二項論理式、三項論理式なども同様に定義する。そしてA(x, y), B(x, y, z)
などと書くことにする。
例えば、S(0 + (SS0 · 0))は閉項であるが、S(x)はそうではない。また ∀x(Sx = x)は

閉論理式であるが y = 0 ∨ (∀x(Sx = x))や ∀x(Sx = y ∨ y = 0)はそうではない。後者二
つは一項論理式である（最後の論理式は同じ変項 yを二つ含むが、このようなものも一項
論理式と呼ぶのである）。
代入については、いわゆる variable clashの問題があるために注意が必要である。例え

ば ∀x∃y(x < y)は真な論理式であり、それゆえ全称例化の法則により、∃y(x < y)におけ
る自由変項 xにどんな項を代入しても真となるはずである。しかし xに yを代入すると
∃y(y < y)となりこれは偽である。ゆえに代入を適切に行うためには何らかの処方が必要
である。
ここでは次の取り決めを行う。

(*) 論理式 Aに項 tを代入できるのは、tがAの束縛変項を含まないときに限る。

このような取り決めをしても、何ら一般性が失われることはない（特に全称例化の法則が
偽になるわけではない）。なぜならば論理式Aの束縛変項の名前を付け替えることにより、
Aは常に (*)を満たすような形に書き換えられるからである。以下代入を行う際には、常
に (*)が満たされているものと仮定する。項 tの中に現れる変項 xに項 uを代入すること
により得られる項を t[u/x]と書く。特に tの中に xが現れないときには、代入は影響を及
ぼさない。すなわち、t[u/x] ≡ tである。同様に、論理式Aの中の自由変項 x全てに項 u

を代入することにより得られる論理式を A[u/x]と書く（ここで tは Aの束縛変項を含ま
ない）。また、一項論理式A(x)に現れる自由変項 x全てに項 uを代入することにより得ら
れる論理式をA(u)のようにも書くことにする。
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連言∧、含意→、同値↔、存在 ∃等は ¬、∨、∀を用いて用いて定義することができる。

A ∧B ≡ ¬(¬A ∨ ¬B)

A→ B ≡ ¬A ∨B

A↔ B ≡ (A→ B) ∧ (B → A)

∃x.A ≡ ¬(∀x.¬A)

さらに不等号と限定量化子を以下のように定義する。

t ≤ u ≡ ∃x(t + x = u) （ここで xは t, uに現れない）

∀x ≤ t.A ≡ ∀x(x ≤ t→ A)（ここで xは tに現れない）

∃x ≤ t.A ≡ ∃x(x ≤ t ∧A)（ここで xは tに現れない）

これらはあくまでも省略表現であり、算術の論理式そのものではないことに注意。例えば、
S0 ≤ SS(z)は ∃x(S0 + x = SS(z))の省略表現であり、これはさらに ¬(∀x.(¬S0 + x =
SS(z)))の省略表現である。
論理式は、ゲーデル符号化の手法を用いることにより、自然数で表すことができる。具

体的には 4.2節で定義した符号化のための道具立てを用いる。4.2節では以下の原始再帰
的関数・関係を定義した。

1. 自然数の列n1, . . . , nkが与えられたとき、別の自然数 〈n1, . . . , nk〉を割り当てる関数。

2. 列のコード xが与えられたとき、その i番目の要素を取り出す 2項関数 (x)i。とく
に 1 ≤ i ≤ kについて

(〈n1, . . . , nk〉)i = ni.

3. コード xの長さを返す関数 leng(x)。特に次のことが成り立つ:

leng(〈n1, . . . , nk〉) = k.

4. 「xが列のコードである」ことを表す関係 seq(x)。とくに seq(〈n1, . . . , nk〉)は真で
ある。

これらを用いて、以下の定義を行う。

定義 8.4 (ゲーデル数) 1. 任意の項 tに対して tのゲーデル数 �t�を以下のように割り
当てる。

�0� = 〈0〉
�xi� = 〈1, i〉
�St� = 〈2, �t�〉

�t + u� = 〈3, �t�, �u�〉
�t · u� = 〈4, �t�, �u�〉
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2. 任意の論理式Aに対してAのゲーデル数 �A�を以下のように割り当てる。
�t = u� = 〈5, �t�, �u�〉
�¬A� = 〈6, �A�〉

�A ∨B� = 〈7, �A�, �B�〉
�∀xA� = 〈8, i, �A�〉

前章までの議論を吟味すれば、次の補題が成り立つことは明らかであろう：

補題 8.5 以下の性質は全て原始再帰的である。

1. 「xは項のゲーデル数である」ことを表す性質 term(x)。

2. 「xは論理式のゲーデル数である」ことを表す性質 formula(x)。

3. 「xは閉論理式のゲーデル数である」ことを表す性質 cformula(x)。

4. 「xは自由変項として x0 を含む 1項論理式のゲーデル数である」ことを表す性質
1formula(x)。

以下の関数は原始再帰的である。

1. 「x, y, zがそれぞれ項 t、変項 xk、項 uのゲーデル数のときには項 t[u/xk]のゲー
デル数を返し、そうでないときには 0を返す」関数 tsubst(x, y, z)。

2. 「x, y, zがそれぞれ論理式 A、変項 xk、項 uのゲーデル数であり、かつ uが Aの
束縛変項を含まないときには項 A[u/xk]のゲーデル数を返し、そうでないときには
0を返す」関数 subst(x, y, z)。

証明 1. tの項構成列とは項の列 t0, . . . , tnで tn ≡ t、かつ次の性質を満たすものである
とする：全ての tiについて

• tiは 0であるか、変項であるか、あるいはある j < iについて S(tj)の形であるか、
ある j1, j2 < iについて tj1 + tj2 または tj1 · tj2 の形である。

このとき、tが項であることと、tが項構成列を持つことは明らかに一致する。
「xは yの項構成列である」ことを表す関係 tconsseq(x, y)を次のように定義する：

tconsseq(x, y) ⇐⇒ seq(x) ∧ (x)leng(x) = y ∧ ∀i ≤ leng(x)

((x)i = 〈0〉 ∨ ∃k < y((x)i = 〈1, k〉)
∨∃j < i((x)i = 〈2, (x)j〉)
∨∃j1 < i.∃j2 < i.((x)i = 〈3, (x)j1 , (x)j2〉)
∨∃j1 < i.∃j2 < i.((x)i = 〈4, (x)j1 , (x)j2〉))

これは原始再帰的関係である。さらに、十分大きな nをとれば（たとえば n = 4）、全て
の項 tについて、tconsseq(x, �t�)かつ x < Υn(�t�) となる xが存在することがわかる。ゆ
えに term(x)は次のように定義できる：

term(x) ⇐⇒ ∃y < Υn(x)(tconsseq(y, x))
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これは限定量化子と原始再帰的関数Υnを用いて定義されているので、原始再帰的である。
その他の場合も同様である。

練習問題 8.6 前の補題のその他の場合を証明せよ。すなわち、性質 formula(x)、cformula(x)、
1formula(x)、関数 tsubst(x, y, z)、subst(x, y, z)が原始再帰的であることを証明せよ。

このようにして、論理式は自然数と同一視することができるし、論理式についての性質
は自然数についての性質と見なすことができる。そして、「偶数である」や「素数である」
などの自然数についての性質とまったく同様に「閉論理式である」や「一項論理式である」
などの性質についても算術の理論において語れるようになる。そして「完全数である」と
いう自然数についての性質が原始再帰的であるというのと正確に同じ意味で「閉論理式で
ある」という論理式についての性質も原始再帰的であるということができる。つまり、論
理式というメタ数学的対象についても計算論的な分析ができるようになるのである。
次に、算術の論理式が「（標準モデルにおいて）真である」とはどういうことかを正確

に定めておくことにする。

定義 8.7 (算術の項の値) 任意の閉項 tについて、tの値とは以下のように定義される自然
数のことである。

1. 項 0の値は自然数 0である。

2. 項 tの値が自然数 nのとき、項 S(t)の値は自然数 n + 1である。

3. 項 t, uの値がそれぞれ自然数 n,mのとき、項 t + uの値は自然数 n + mである。

4. 項 t, uの値がそれぞれ自然数 n,mのとき、項 t · uの値は自然数 n ·mである。

もちろん tの値と tのゲーデル数 �t�は混同されてはならない。たとえば SS(0)の値と
S(0) + S(0)の値は等しいが、�SS(0)�と �S(0)�は異なる自然数である。

定義 8.8 (算術の論理式の真偽) 任意の閉論理式Aについて、Aが（標準モデルにおいて）
真であるのは、以下の場合である。

1. 原子論理式 t = uが真であるのは、tの値と uの値が等しいときである。

2. t ≤ uが真であるのは、tの値が uの値以下の場合である。

3. ¬Aが真であるのは、Aが真でないときである。

4. A ∧Bが真であるのは、AとBが両方とも真であるときである。

5. ∀x ≤ t.Aが真であるのは、tの値よりも小さい全ての数 nについて、A[n/x]が真と
なる場合である。

6. ∃x ≤ t.Aが真であるのは、tの値よりも小さいある数 nが存在して、A[n/x]が真と
なる場合である。

7. ∀xAが真であるのは、全ての数 nについて、A[n/x]が真となる場合である。
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8. ∃xAが真であるのは、ある数 nが存在して、A[n/x]が真となる場合である。

自由変項を含む論理式A(x1, . . . , xn)が真であるとは、その全称閉包 ∀x1 · · · ∀xn.A(x1, . . . , xn)
が真であることとする。
論理式AとBが同値であるとは、A↔ Bが真であることとする。

論理式Aが（標準モデルにおいて）真であることは、しばしば N |= Aと表される。
論理式は自然数と同一視できるのであるから、「真である」という性質も自然数につい

ての性質と見なすことが可能である。すなわち性質 true(x)を

true(n) ⇐⇒ n = �A�かつ Aは真である

と定義することができる。では、この性質は計算論的にいってどの程度複雑なのだろうか。
原始再帰的だろうか？再帰的だろうか？あるいは再帰的枚挙可能だろうか？実は、もっと
はるかにはるかに複雑なのである。「真である」という性質は、次章で定義する算術的階
層を「飛び越えて」おり、そのことが真理述語の定義不可能性という結果につながるので
ある。

9 算術的階層

自然数の集合は非可算無限に存在する。それらのうちの大部分は、いかなる定義をも受
け付けない混沌たるものであるが、中には算術の論理式により定義できるような集合も存
在する。例えば、偶数の集合は ∃y(2 · y = n)を満たす自然数 nの集合と同一視すること
ができる。そのような集合は算術の論理式により定義可能である、と言われる。ここでの
目標は、そのようにして算術の論理式により定義可能な集合全体の集まりは、算術的階層
(arithmetical hierarchy) と呼ばれる階層性を成すことを示すことである。算術的階層は、
自然数の集合についての複雑さの尺度を導入する。この尺度は、論理式の複雑さに基づい
て定義される純論理的性格のものであるが、興味深いことに、それは計算論的な複雑さの
概念に正確に対応することが知られている。本章の最後では、そのような論理と計算論の
間の関係を示す定理を紹介する。

定義 9.1 (Δ0, Σi, Πi論理式)

Δ0論理式：算術の項から=,≤,¬,∧,∀x ≤ t,∃x ≤ t を用いて構成される論理式。（量化子
は限定量化子 ∀x ≤ t,∃x ≤ tのみ）

Σ1論理式： ∃x1 · · · ∃xnAの形の論理式 （ここで n ≥ 0、AはΔ0論理式）。

Π1論理式： ∀x1 · · · ∀xnAの形の論理式 （ここで n ≥ 0、AはΔ0論理式）。

Σi+1論理式： ∃x1 · · · ∃xnAの形の論理式 （ここで n ≥ 0、AはΠi論理式）。

Πi+1論理式： ∀x1 · · · ∀xnAの形の論理式 （ここで n ≥ 0、Aは Σi論理式）。
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定義 9.2 (集合の定義) A(x)を一項論理式とする。このとき、A(x)が自然数の集合X ⊆ N

を定義するとは、任意の n ∈ Nについて

A(n)は真である ⇐⇒ n ∈ X

が成り立つことである。

もしも論理式 A(x)と B(x)が同値ならば、それらが同じ集合を定義することは明らか
である。

定義 9.3 (算術的階層)

• 自然数の集合X ⊆ NがΔ0集合であるとは、X が何らかのΔ0論理式により定義さ
れることである。

• 同様に、Σi集合とは、Σi論理式により定義される集合のことであり、Πi集合とは、
Πi論理式により定義される集合のことである。

• Σi集合であり、Πi集合でもあるような集合のことをΔi集合と呼ぶ。

Δi集合全ての集まりのことを単にΔiと書く。Σi、Πiについても同様である。
例えば、偶数の集合はΣ1論理式 ∃y(x = 2 · y)によって定義できるのでΣ1集合である。

しかし、実際には Even(x) ≡ ∃y ≤ x(x = 2 · y)というΔ0論理式による定義も存在する
ので、Δ0集合であるとも言える。また、素数の集合も

Div(y, x) ≡ ∃z ≤ x(y · z = x)

Prime(x) ≡ 2 ≤ x ∧ (∀y ≤ x.Div(y, x)→ (y = 1 ∨ y = x))

と定義できるので、Δ0集合である。

定義 9.4 (冠頭標準形) 冠頭標準形とは、以下の形をした論理式のことである：

Q1x1Q2x2 · · ·QnxnB

ここで各Qiは ∀か ∃のいずれかであり、BはΔ0論理式である。

次の補題は（限定量化子に関する点をのぞけば）論理学の基礎的な結果である。

補題 9.5 どんな算術の論理式もある冠頭標準形と同値である。

証明 論理式が与えられたとき、以下の同値性に基づいて書き換えを行うことにより、そ
れと同値な冠頭標準形を得ることができる。

1. (∀xA)∨B ↔ ∀x(A∨B)、(∀xA)∧B ↔ ∀x(A∧B)、（ただしBは xを自由変項
として含まない）

2. (∃xA)∨B ↔ ∃x(A∨B)、(∃xA)∧B ↔ ∃x(A∧B)、（ただしBは xを自由変項
として含まない）
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3. ¬∀xA ↔ ∃x¬A、¬∃xA ↔ ∀x¬A （ドモルガンの法則）

4. ∀x ≤ t.∃yA ↔ ∃z∀x ≤ t.∃y ≤ z.A、∃x ≤ t.∀yA ↔ ∀z∃x ≤ t.∀y ≤ z.A （ただし
t, Aは zを自由変項として含まない）

ここで１、２、４については自由変項に関する但し書きがついているが、これは実際上問
題にはならない。例えば ∀xA ∨B ↔ ∀x(A ∨B)について、もしもBに xが含まれる場
合には ∀xAを ∀x0A[x0/x] （ここで x0は新しい変項）と書き換えてから同値変形を行え
ばよい。
４の一番目の式についてだけ同値性を証明しておく。仮に∀x ≤ t.∃yAが真であるとする。

tの値を nとする。すると ∃yA[0/x], . . . ,∃yA[n/x]が全て真であり、従ってA[0/x,m1/y],
. . . , A[k/x,mk/y]が全て真となるような自然数の集合 {m1, . . . ,mk}がある。今その最大
値をmとすると、明らかに ∃y ≤ m.A[0/x], . . . ,∃y ≤ m.A[n/x]が全て真となる。すなわ
ち ∀x ≤ t.∃m ≤ z.Aが真であり、従って ∃z∀x ≤ t.∃y ≤ z.Aが真となる。
逆に ∃z∀x ≤ t.∃y ≤ z.Aが真であるとすると、あるmについて ∀x ≤ t.∃y ≤ m.Aが真

である。ゆえに明らかに ∀x ≤ t.∃yAも真である。

練習問題 9.6

1. ∀x(x = 5) ∨ ∃y ≤ 8.∀z(x · y ≤ z) を同値な冠頭標準形に書き換えよ。

2. 上の補題の証明における４の一番目以外の式について同値性を証明せよ。

3. 上の補題を数学的帰納法を用いて厳密に証明せよ。

補題 9.7

1. Δi, Σi, Πi は以下の包含関係にある。（ここで −→は包含関係 ⊆を表す。例えば、
Δi −→ Σiは、集合XがΔi集合ならば、それはΣi集合でもあるということを表す。）

Δi+1

Σi Πi

Δi

�
���

�
���

�
���

�
���

2. 集合X ⊆ Nが何らかの算術の論理式A(x)により定義されるならば、Xは算術的階
層に属する。即ち、ある nについてX ∈ Σnである。

3. X ∈ Σi ⇐⇒ ¬X ∈ Πi （ここで ¬X はNに関するX の補集合を表す。）

証明
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1. 定義より、Δi ⊆ Σi, Δi ⊆ Πi。また、Σi ⊆ Πi+1 （Πi ⊆ Σi+1）である。さらに
Σi ⊆ Σi+1 （Πi ⊆ Πi+1）であることは、次のように確かめることができる。例えば
X がΣ2論理式 ∃y∀z.Aにより定義されるならば、AはΔ0論理式であるから同時に
Σ1論理式でもあり、ということは ∀z.Aは Π2論理式であり、結局 ∃y∀z.Aは Σ3論
理式でもあることになる。正確な証明は iに関する帰納法による。以上により、

Σi ⊆ Σi+1 ∩Πi+1 = Δi+1 Πi ⊆ Σi+1 ∩Πi+1 = Δi+1.

2. 前述の補題により、A(x)は冠頭標準形Q1x1Q2x2 · · ·QnxnB （ここで各Qiは ∀ま
たは ∃、BはΔ0論理式）と同値である。Q1, . . . , Qnにおける ∀と ∃の交替の回数が
k回であるとすると、それは Σk+1論理式である。ゆえに A(x)が表す集合は Σk+1

集合である。

3. ドモルガンの法則より。例えば X が Σ2 論理式 ∃y∀z.Aにより定義されるならば、
¬Xは ¬∃y∀z.Aにより定義されるが、後者はΠ2論理式 ∀y∃z.¬Aと論理的に同値で
ある。

このようにして、論理式の複雑さによってさまざまな自然数の集合の間に階層性、ある
いは複雑さの尺度を導入することができた。もちろんこの階層が真に有意義であるために
は、それは厳密なのでなければならない。上の補題で

Σ1 ⊆ Σ2 ⊆ Σ3 ⊆ . . .

であることは示したが、これだけではもしかしたら実は

Σ1 = Σ2 = Σ3 = . . .

なのかも知れず、そうだとしたら複雑さの尺度を導入したことには全然なっていないから
である。このことについては次の章で議論するが、その前に次の重要な事実について述べ
ておく。算術的階層は論理式の複雑さにより導入されたものであるが、それは実は計算論
的な複雑さと密接な関係にあるのである。特に、算術的階層の最下層については、次の定
理が成り立つ。

定理 9.8 (算術的階層 vs 計算論的複雑さ) Xを自然数の集合とするとき、次の同値関係
が成り立つ。

1. X はΣ1集合である⇐⇒ X は再帰的枚挙可能集合である。

2. X はΠ1集合である⇐⇒ X は再帰的枚挙可能集合の補集合である。

3. X はΔ1集合である⇐⇒ X は再帰的集合である。

この定理を示すためにはいくつかの補題を先に証明しておく必要がある。

補題 9.9 算術の項により定義される関数はどれも原始再帰的関数である。より正確には、
v(x1, . . . , xk)を自由変項として x1, . . . , xkのみを含む算術の項とするとき、次のように定
義される関数 fv(x1, . . . , xk)は原始再帰的である：任意の n1, . . . , nk ∈ Nについて

fv(n1, . . . , nk) = v(n1, . . . , nk)の値
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証明 項 vの複雑さに関する帰納法による。0は 0項の原始再帰的関数 zeroを定義する。ま
た t(�x), u(�x)が原始再帰的関数 ft(�x), fu(�x)を定義するならば、明らかにS(t(�x)), t(�x)+u(�x)
t(�x) ·u(�x)は原始再帰的関数 suc(ft(�x)), plus(ft(�x), fu(�x)), times(ft(�x), fu(�x))を定義する。

補題 9.10 Δ0論理式により定義される関係はどれも原始再帰的関係である。より正確に
は、A(x1, . . . , xk)をΔ0論理式とするとき、次のように定義される関係RA ⊆ Nk は原始
再帰的関係である：任意の n1, . . . , nk ∈ Nについて

RA(n1, . . . , nk) ⇐⇒ A(n1, . . . , nk)は真である。

証明 論理式 A(�x)の複雑さに関する帰納法による。原子論理式 t(�x) = u(�x)が原始再帰
的関係を定義することは、前の補題および命題 4.11, 命題 4.12による。Aが ¬B、B ∨C、
B ∧ C、∀x ≤ t.B、∃x ≤ t.Bの形ときには、帰納法の仮定により、B,C は原始再帰的関
係を定義する。ゆえに命題 4.13、4.15により Aも原始再帰的関係を定義する。

補題 9.11 f(x1, . . . , xk)が原始再帰的関数ならば、k + 1項関係 f(x1, . . . , xk) = yは Σ1

論理式により定義することができる。

証明 f の構成に関する帰納法による。ゼロ関数 zerok(x1, . . . , xk) = 0はは論理式 0 = y

により定義できる。射影関数 projki (x1, . . . , xk) = xiは論理式 xi = yにより、また後続者
関数 suc(x) = x + 1は論理式 S(x) = yにより定義できる。
次に関数 f が原始再帰的関数 g1(�x), . . . , gm(�x), h(z1, . . . , zm)から合成により得られると

する。すなわち、
f(�x) = h(g1(�x), . . . , gm(�x))

帰納法の仮定により、各 iについて、関係 gi(�x) = yiはΣ1論理式Gi(�x, yi)により定義す
ることができ、また、関係 h(z1, . . . , zm) = yはΣ1論理式H(z1, . . . , zm, w)により定義す
ることができる。このとき f(�x) = yは次の論理式により定義することができる：

∃y1 . . . ∃ym(G1(�x, y1) ∧ · · · ∧Gm(�x, ym) ∧H(y1, . . . , ym, y)).

この論理式は補題 9.5の証明で挙げた書き換え規則によって、同値な Σ1論理式へと変形
することができる。
最後に関数 f(�x, x′)が原始再帰的関数 g(�x), h(�x, z, w)から原始再帰法により得られると

する。すなわち

f(�x, 0) = g(�x)

f(�x, z + 1) = h(�x, z, f(�x, z))

まず、第 4.4節で導入した β関数（定理 4.37参照）を用いれば、f は次のようにも定義で
きることに注意する：

f(�x, x′) = y ⇐⇒ ∃c(β(c, 0) = g(�x)∧∀z < x′(β(c, z+1) = h(�x, z, β(c, z)))∧y = β(c, x′)))
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ここで 3項関係 β(c, z) = wはΔ0関係であるから、Δ0 論理式B(c, z, y)により定義する
ことができる。また帰納法の仮定により、関係 g(�x) = w0はΣ1論理式G(�x,w0)により定
義することができ、関係 h(�x, z, w) = w′は Σ1論理式H(�x, z, w,w′)により定義すること
ができる。このとき関係 f(�x, x′) = yは次の論理式により定義することができる：

∃c(∃w0(G(�x,w0) ∧B(c, 0, w0))∧
∀z < x′∃w∃w′(B(c, z, w) ∧H(�x, z, w,w′) ∧B(c, S(z), w′)) ∧B(c, x′, y)))

この論理式もやはり補題 9.5の証明で挙げた書き換え規則によって、同値な Σ1論理式へ
と変形することができる。

定理 9.8の証明：
1. X ⊆ Nが Σ1 論理式 A(x)により定義されているとする。すると A(x)は ∃y1 · · · ∃yk

B(y1, . . . , yk, x) の形であり、B(y1, . . . , yk, x) は Δ0 論理式である。補題 9.10 により、
B(y1, . . . , yk, x) により定義される関係は原始再帰的関係である。ゆえに命題 6.14 によ
り、A(x)により定義される集合は再帰的枚挙可能集合である。
逆にX ⊆ Nが再帰的枚挙可能集合であるとすると、命題 6.13により、次のような原始

再帰的関数 enumX が存在する：任意の n ∈ Nについて

n ∈ X ⇐⇒あるm ∈ Nについて enumX(m) = n

補題 9.11により、二項関係 enumX(x) = yは Σ1論理式 E(x, y)により定義できる。ゆえ
に集合X はΣ1論理式 ∃yE(x, y)により定義することができる。

2. 以下の通り：

X はΠ1集合である ⇐⇒ ¬X はΣ1集合である
⇐⇒ ¬X は再帰的枚挙可能集合である
⇐⇒ X は再帰的枚挙可能集合の補集合である。

3. 以下の通り：

X はΔ1集合である ⇐⇒ X はΣ1かつΠ1集合である
⇐⇒ X は再帰的枚挙可能かつ ¬X も再帰的枚挙可能である
⇐⇒ X は再帰的集合である。

最後の同値性は定理 6.15による。

最後に以下頻繁に用いられる次の補題を証明しておく。

補題 9.12 性質R(x)をΣi集合（すなわちR ⊆ NはΣi集合）、f(x)を原始再帰的関数と
すると、性質R(f(x))は Σi集合である。
同様に、R(x)をΔi集合（i ≥ 1）、f(x)を原始再帰的関数とすると、R(f(x))はΔi集

合である。

63



証明 ここでは最初の主張のみを証明する。いま、性質R(x)はΣi論理式A(x)により定
義されるものとする。f は原始再帰的なので、補題 9.11より、二項関係 f(x) = yはΣ1論
理式 F (x, y)により定義できる。このとき、性質R(f(x))は論理式 ∃y(F (x, y) ∧A(y))に
より定義できる。なぜならば、任意の n ∈ Nについてあるm ∈ Nが存在し、以下の同値
性が成り立つからである：

R(f(n)) ⇐⇒ f(n) = m かつ R(m)

⇐⇒ F (n,m)が真、かつ A(m)が真

⇐⇒ ∃y(F (n, y) ∧A(y))が真。

この論理式がΣi論理式と同値であることは容易に確かめることができる（∃zB(z)∧∃zC(z)
と ∃z∃w(B(z) ∧ C(w))の同値性を用いよ）。
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10 算術的階層の厳密性

前章で残されていた問いは、算術的階層は果たして厳密かどうか、すなわち算術的階層
を構成する各クラス間の包含関係⊆は実際には�であるかどうか、というものであった。
実を言えば、算術的階層の最下層、すなわちΔ1,Σ1,Π1,Δ2については、包含関係が厳

密であることは第 6の系 6.18および前章の定理 9.8によって既に示されている。実際、系
6.18では再帰的枚挙可能ではあるが、再帰的ではない集合の存在が示されていたし、定理
9.8によれば、再帰的枚挙可能集合とはΣ1集合に他ならず、再帰的集合とはΔ1集合のこ
とに他ならないからである。このことから特にΣ1 � Δ1が帰結する。
本章では、まずこの結果について別の角度から概観し、また、算術的階層の厳密性は最

下層のみならず一般にも成立することを示す。その際、メインの道具立てとして用いられ
るのが、カントールの対角線論法である。

Σ1集合とはΣ1論理式により定義される集合のことであった。一方、Σ1論理式は、（ゲー
デル数が小さいほうから順番に数えることで）0番目のΣ1論理式、1番目のΣ1論理式と
いうように全て枚挙することができる。ゆえに（重複を無視すれば）Σ1集合も

X0,X1,X2, . . .

というように枚挙することができるはずである。いま、集合K をK = {n|n ∈ Xn}によ
り定義する。すると次の性質が成り立つ。

補題 10.1 (Σ1対角化)

(1) K は Σ1集合である。

(2) K は Π1集合ではない。

証明

(1) 証明の概略は次のとおりである。任意の n ∈ Nが与えられたとき、n ∈ Kが成り立
つかどうかを調べるためには n ∈ Xnが成り立つかどうかを調べればよい。XnはΣ1

集合だから、このことを調べるための半決定的アルゴリズム（すなわち部分再帰的
関数）が存在する。ゆえに n ∈ Kかどうかを調べるための半決定的アルゴリズムも
存在することになる。よってKは Σ1集合である。

(2) 仮にK が Π1集合であるとすると、補題 9.7により ¬K は Σ1 集合となる。ゆえに
ある kについてXk = ¬Kとなるはずであるが、

k �∈ ¬K ⇐⇒ k ∈ K ⇐⇒ k ∈ Xk ⇐⇒ k ∈ ¬K

となり矛盾する。

ここで用いられた論法が対角線論法と呼ばれることの理由は、以下のように説明するこ
とができる。
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自然数の集合X ⊆ Nが与えられたとき、

xi = 1 i ∈ X のとき

= 0 i �∈ X のとき

とおく。するとX に対して、0と 1から成る無限列

x0, x1, x2, . . .

を対応させることができる。例えば、偶数の集合 Even = {0, 2, 4, . . .}には

1, 0, 1, 0, 1, 0, . . .

が対応し、素数の集合 Prime = {2, 3, 5, 7, 11 . . .}には

0, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 1, . . .

が対応する。逆にこのような無限列が与えられたら、そこから自然数の集合X を一意に
復元することができる。
さて、本章の最初で定義した Σ1集合の列X0,X1,X2, . . .の各要素Xi に対して上のよ

うに 0,1の無限列を対応させると、次のような表を得ることができる。

0 1 2 3 · · ·
X0 0 0 1 1 · · ·
X1 0 1 1 0 · · ·
X2 0 0 1 0 · · ·
X3 1 0 1 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

この表の対角線 0, 1, 1, 0, . . .をとると、それ自体 0,1の無限列になっている。集合K はこ
の無限列に相当する。そしてその補集合 ¬Kは、対角線の 0,1を逆にして得られる無限列
1, 0, 0, 1, . . .に相当する。補題 10.1が示しているのは、Kはこの表の中に何らかのXk と
して現れるが、¬K はこの表の中には現れないということである。（なぜならばいかなる
Xk についても、¬KとXk は、その k番目の要素について異なっているからである。）

補題 10.1およびその一般形から、次の定理 [7]が帰結する。

定理 10.2 (算術的階層の厳密性)

1. Σ1 �⊆ Π1、Π1 �⊆ Σ1

2. Δ1 � Σ1、Δ1 � Π1

3. Σ1 � Δ2、Π1 � Δ2
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4. 一般に算術的階層は厳密である。すなわち、各 iについて包含関係

Δi+1

Σi Πi

Δi

�
���

�
���

�
���

�
���

は厳密である。

証明 (1)については、補題 10.1より、K ∈ Σ1 かつ K �∈ Π1 であること、また逆に
¬K ∈ Π1かつ ¬K �∈ Σ1であることから。

(2),(3)は (1)から容易に示すことができる。
(4)は以上の事柄の一般化である。
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11 真理述語の定義不能性

本章では、算術的階層の厳密性の第一の帰結として、真理述語の定義不能性（Tarski）
を証明する。
一項論理式A(x0)が与えられたとき、任意の n ∈ Nに対してゲーデル数 �A(n)�を割り

当てる操作はNからNへの関数と考えることができる。この関数を �A( )�と書くことに
する。すると、�A( )� : N −→ Nが原始再帰的関数であることは、容易に見てとることが
できる。

定理 11.1 (真理述語の定義不能性) 算術の論理式に関して「真である」という性質は、算
術の論理式によっては定義することができない。すなわち、次の条件を満たす述語 true(x)
は算術の論理式によっては定義することができない：任意の閉論理式 Aについて

Aが真⇐⇒ true(�A�)

証明 仮に true(x)が算術の論理式によって定義可能であるとすると、補題 9.7により、true

は算術的階層に属し、ある kについてΣk集合となるはずである。いま、Xを算術的階層
に属する任意の集合とすると、Xは何らかの一項論理式A(x0) により定義可能である。す
なわち、

n ∈ X ⇐⇒ A(n)が真

が成り立つ。補題 9.12により true(�A( )�) は Σk集合である。また、任意の nについて

A(n)が真⇐⇒ true(�A(n)�)

が成り立つ。ゆえにXはΣk集合となる。このようにして算術的階層に属する任意の集合
が Σk集合であることになってしまい、算術的階層は崩壊する。しかしこのことは算術的
階層の厳密性に反する。

よって、算術の論理式一般に関する真理概念は算術の言語によっては定義することがで
きない。一方、各 Σnについては、このことは可能であることが知られている（cf. [6]）。

定理 11.2 (各層ごとの真理述語の定義可能性) 任意の n ≥ 0について、次の性質を満た
す集合 truen ⊆ NはΣn論理式によって定義可能である：任意のΣn閉論理式 Aについて

Aが真⇐⇒ truen(�A�).
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12 形式的理論について

以下においては、形式的数学理論に関して一連の性質を証明していくが、本章ではその
準備としていくつかの基本的な概念を定義し、形式的理論の例として算術の理論Qと PA

を導入する。

定義 12.1 (理論) 理論 (theory) とは、閉論理式の集合である。理論 T が理論 S の拡大
(extension)であるとは、S ⊆ T が成り立つことである。このとき、S は T の縮小である
ともいう。理論 T が再帰的 (recursive)であるのは、集合 {�A� ∈ N | A ∈ T}が再帰的集
合（Δ1集合）のときである。

定義 12.2 (証明可能性) 論理式Aが理論 T において証明可能であるとは、一階述語論理
（等号に関する公理を含む）に T を公理として付け加えた体系において、Aの証明が存在
することである。Aが理論 T において証明可能であることを、�T A により表す。理論 T

が無矛盾 (consistent)であるのは、�T 0 = 1が成り立たないときである。

例として、算術の理論Qと PAを導入する。

定義 12.3 (Q, PA) 理論Qは、以下の論理式の全称閉包から成る。（ここで論理式 Aの
全称閉包とは、Aに含まれる自由変項 x1, . . . , xn すべてについて全称量化を行うことによ
り得られる論理式、すなわち ∀x1 · · · ∀xnAのことである。）

1. S(x) = S(y)→ x = y

2. S(x) �= 0

3. x �= 0→ ∃y(x = S(y))

4. x + 0 = x

5. x + S(y) = S(x + y)

6. x · 0 = 0

7. x · S(y) = (x · y) + x

8. x ≤ y ↔ ∃z.x + z = y

理論 PAとは、理論Qに次の形の論理式の全称閉包を全て加えたものである。

A(0) ∧ ∀x(A(x)→ A(S(x)))→ ∀yA(y)

Qも PAも明らかに再帰的である。PAが無限集合であるのに対して、Qは有限集合であ
ることに注意。

Qの拡大と PAの縮小に関しては、以下の（部分的な）完全性定理および健全性定理が
成り立つ。
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定理 12.4 (Qの Σ1完全性) 任意の閉Σ1論理式 Aについて

Aが真 =⇒�Q A.

証明 Aの構造に関する帰納法による。

よって任意のQの拡大 T は Σ1完全である。

定理 12.5 (PAの健全性) 任意の閉論理式 Aについて

�PA A =⇒ Aが真.

証明 証明図の大きさに関する帰納法による。次の二つを示せばよい。

1. 公理は（標準モデルにおいて）真である。

2. 真な論理式から論理的推論により導かれる論理式は真である。（ここで変項を含む論
理式が真であるとは、変項にどんな数項を代入しても結果として得られる閉論理式
が真であることと定義する。）

よって T ⊆ PAとなる任意の理論（特にQ）は健全である。健全性よりも弱い性質とし
て、次のΣ1健全性を考えることができる。

定義 12.6 (Σ1健全性) 理論 T がΣ1健全であるとは、任意の閉 Σ1論理式Aについて

�T A =⇒ Aが真

が成り立つことである。

Σ1健全性は無矛盾性を含意する。もしも T がΣ1健全であり、かつ �T 0 = 1であると
すると、0 = 1は（Σ1論理式なので）真となるはずであるが、0 = 1は明らかに偽だから
である1。

1Σ1 健全性は [5] における ω 無矛盾性の仮定を弱めたものである。（理論 T が ω 無矛盾であるのは、
�T ∃x.A(x)かつ全ての n ∈ Nについて �T ¬A(n)となるような論理式 A(x)は存在しないときである。）ま
とめると、以下の含意関係が成り立つ：

健全性 =⇒ ω 無矛盾性 =⇒ Σ1 健全性 =⇒無矛盾性
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13 Σ1表現可能性と理論の決定不能性

一変項論理式 A(x)は、一方で真であるという概念を通して、ある自然数の集合 {n ∈
N | A(n)は真である }を定義する。同じ論理式は、他方で証明可能であるという概念を
通して、別の仕方で自然数の集合 {n ∈ N | A(n)は T において証明可能である }を定義す
る。では、両者は一体どのような関係にあるのだろうか？前章においては、Qの拡大のΣ1

完全性を示したが、ここではその直接の帰結として、もしも理論 T が十分に強力（Q ⊆ T）
かつ自然（Σ1健全）ならば、少なくともΣ1一変項論理式に関しては上の二つの定義は一
致することを明らかにする2。別の言い方をすれば、証明可能性述語 �T は少なくとも Σ1

論理式に関しては真理述語と見なすことができる、ということである3。
結果として、T における証明可能性は決定不能であるということが帰結し、さらにそこ

から、一階述語論理は（等号を含んでも含まなくても）決定不能であるということが帰結
する。後に第 17章で、ここでのΣ1健全性の仮定を無矛盾性に弱めても類似の性質が成り
立つことを見る。

定理 13.1 (Σ1表現可能性) 理論 T がQの拡大であり、かつΣ1健全であるとすると、任
意のΣ1一変項論理式 A(x)について

A(n)が真⇐⇒�T A(n)

証明 T の Σ1健全性およびΣ1完全性より。

論理式はゲーデル符号化を通じて自然数と同一視することができ、それゆえ「真である」
という性質は自然数についての性質と見なすことができたことを思い起こしてほしい。す
なわち性質 true(x)を

true(n) ⇐⇒ n = �A�かつ Aは真である

と定義することができた。同様にして、「T において証明可能である」という性質も自然
数についての性質とみなすことができる。すなわち性質 provableT (x)を

provableT (n) ⇐⇒ n = �A�かつ �T A

と定義することができる。

定理 13.2 (決定不能性) 理論 T がQの拡大であり、かつ Σ1健全であるとすると、T に
おける証明可能性 �T は再帰的（決定可能）ではない。すなわち、性質 provableT (x)は再
帰的ではない。

証明 仮に provableT (x)が再帰的であり、すなわちΔ1集合であるとする。いま、X を任
意の Σ1集合とする。するとX は何らかの一変項 Σ1論理式 A(x)により定義することが

2本稿で表現可能性と呼ぶところの性質は、しばしば弱い意味での表現可能性（weak representability）と
呼ばれているので注意が必要である。

3純粋に外延的に考えれば、�T は定理 11.2 で示した階層ごとの真理概念の特殊例であると見なすことも
できよう。ただし、真理概念が通常論理式の構成に関する帰納法により定義されるのに対して、証明可能性
概念は証明の構成に関する帰納法により定義されるという重要な相違がある。
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できるはずである。補題 9.12により、provableT (�A( )�)はΔ1集合である。ここで定理
13.1を用いれば、

n ∈ X ⇐⇒ A(n)が真⇐⇒�T A(n)⇐⇒ provableT (�A(n)�)

が成り立つことがわかる。ゆえに任意のΣ1集合はΔ1集合であることになってしまう。し
かしこのことは算術的階層の厳密性に反する。

特にQも PAも健全であるから、�Qも �PAも決定不能である。さらにQが有限集合
であることから、次のことが帰結する（Church [1]）。

系 13.3 (一階述語論理の決定不能性) 一階述語論理における証明可能性 � は再帰的（決
定可能）ではない。

証明 Qの公理を全て連言により結んで得られる論理式を
∧

Qと書く。すると、

�Q A ⇐⇒ �
∧

Q→ A

が成り立つ。ゆえに、もしも一階述語論理の証明可能性が決定可能ならば、Qにおける証
明可能性も決定可能となってしまうが、これは上記の定理に反する。
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14 証明可能性の算術的階層における位置づけと算術の第一不完全
性

前章では、適切な仮定の下では証明可能性述語 provableT (x0)はΔ1ではないということ
を証明した。本章では、その一方で再帰的理論における証明可能性述語は Σ1であるとい
う事実を示す4。Gödel[5]によるこの洞察は、形式的理論一般の性質として決定的に重要
である。特に、第一不完全性定理 [5]はこのことと算術のΣ1完全性から直接に帰結する。
メタ数学的概念である証明可能性述語が算術的階層の、しかも Σ1というごく低い層に

位置づけられるという事実は、真理述語は算術的階層のうちに位置づけることはできない
（定理 11.1）という事実と対照的である。

定理 14.1 (証明可能性 ∈ Σ1) 理論 T が再帰的ならば、T における証明可能性�T はΣ1で
ある。すなわち性質 provableT (x)はΣ1集合である。

証明 ゲーデル符号化は証明図についても行うことができる。すなわち、各証明図 πに対
してゲーデル数 �π�をシステマティックに割り当てることができる。このとき、「y（があ
らわす証明図）は x（があらわす論理式）の T における証明図である」ことをあらわす
関係 proofT (y, x)が再帰的であることは容易に確かめることができる。ゆえに定理 9.8よ
り、proofT (y, x)はあるΣ1論理式A(y, x)により定義することができる。このとき、性質
provableT (x)は Σ1論理式 ∃y.A(y, x)により定義することができる。

定理 14.2 (Π1不完全性) 理論 T がQの無矛盾な再帰的拡大ならば、真でありかつ T で
証明不可能な閉Π1論理式が存在する。

証明 T が無矛盾ならば、T は Π1健全である。なぜならば、もしもある Π1論理式 Aが
証明可能でありなおかつ偽であるとすると、¬Aは真な Σ1論理式（と論理的に同値）と
なり、ゆえにΣ1完全性により証明可能なはずである。すなわちAも ¬Aも証明可能とな
り、T は矛盾することになるからである。
いま、さらに T がΠ1完全であるとすると、任意の一項Π1論理式A(x0)、任意の n ∈ N

について
A(n)が真⇐⇒�T A(n)⇐⇒ provableT (�A(n)�)

となる。ここで provableT (�A( )�) は補題 9.12によりΣ1集合であるから、Π1 ⊆ Σ1が帰
結するが、このことは算術的階層の厳密性に反する。

次の定理が一般にゲーデルの第一不完全性定理と呼ばれるものである。この定理は Σ1

健全性（ω無矛盾性を弱めたもの）という仮定に基づいているが、後に第 17章で、この
仮定を単なる無矛盾性に弱めても同じ性質が成り立つことを示す。

系 14.3 (第一不完全性) 理論 T がQの再帰的拡大であり、かつΣ1健全ならば、Aも ¬A

も証明不可能であるような閉Π1論理式Aが存在する。
4Craig [2]は全ての再帰的枚挙可能理論（Σ1 理論）についてそれと同等な再帰的理論が存在するという定

理を証明した。この結果により、以下の諸定理は「再帰的」を「再帰的枚挙可能」と読み替えても、全て成立
する。
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証明 Π1不完全性定理により、真でありかつ証明不可能なΠ1論理式Aが存在する。この
とき ¬Aは偽なΣ1論理式（と論理的に同値）であるから、Σ1健全性により ¬Aは T では
証明不可能である。
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15 理論Qの詳細

理論 Qとは、算術のうち非常に初等的な部分に相当する形式的理論であった。これに
ついてはすでに第 12章であらましを述べたが、ここではもう少し厳密な形でQについて
考え、その性質について検証していくことにする。特に目標とするのは、Σ1完全性定理
12.4に厳密な証明を与えることである。
まず最初に、一階述語論理の形式的体系を一つ固定する必要がある。それは自然演繹で

も式計算でも構わないのだが、ここでは取り扱いの便宜上、ヒルベルト流の公理的体系を
採用することにする。

定義 15.1 (一階述語論理) 一階述語論理は次の公理と推論規則から成る。

• 公理（ここでA,B,C等は任意の論理式を表す。またA→ Bは ¬A∨Bの省略表現
であることに注意する。）

1. A→ (B → A)

2. (A→ (B → C))→ ((A→ B)→ (A→ C))

3. (¬B → ¬A)→ (A→ B)

4. ∀xA→ A[t/x]

• 推論規則

1. AとA→ BからBを導いてよい (Modus Ponens)。

2. A→ BからA→ ∀xBを導いてよい（全称汎化）。ただし xはAの自由変項で
はないものとする。

定義 15.2 (理論Q) 理論Qは一階述語論理に以下の論理式の全称閉包を公理として付け
加えることにより得られる。

• 等号に関する公理

1. x = x

2. x = z → (y = z → x = y)

3. x = y → S(x) = S(y)

4. x1 = y1 → (x2 = y2 → x1 + x2 = y1 + y2)

5. x1 = y1 → (x2 = y2 → x1 · x2 = y1 · y2)

• 算術の公理

1. S(x) = S(y)→ x = y

2. S(x) �= 0

3. x �= 0→ ∃y(x = S(y))

4. x + 0 = x
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5. x + S(y) = S(x + y)

6. x · 0 = 0

7. x · S(y) = (x · y) + x

定義 15.3 (証明) T を理論とする。論理式の列A1, . . . , Anで次の性質を満たすものを論
理式Aの T における証明という：

• 各Aiは T の公理であるか、あるAj とAk（j, k < i）からModus Ponensにより得
られるか、ある Aj から全称汎化により得られる。

• An ≡ A

このときAは T において証明可能であるといい、�T Aと書く。

ゲーデルの完全性定理により、Aが理論 T において証明可能ならば、Aは T の公理の
論理的帰結であり、逆に Aが T の公理の論理的帰結ならば、Aは T において証明可能で
ある。ゆえに基本的な論理推論（背理法、場合分けなど）はすべて理論 T の中で自由に行
うことができる。
以下では、論理と等号に関する基本的な推論は既知のものとして前提し、理論Qにおけ

る証明可能性について調べていく。

補題 15.4 任意の自然数m,nについて

1. �Q m + n = m + n

2. �Q m · n = m · n

証明 1. nに関する数学的帰納法による。n = 0のときには、算術の公理 4より。n = k+1
のときには、帰納法の仮定により �Q m + k = m + k。よって算術の公理 5より

m + k + 1 ≡ m + S(k) = S(m + k) = S(m + k) ≡ m + k + 1

がQで証明可能である。

練習問題 15.5 上の補題の 2を証明せよ。

補題 15.6

1. m �= nならば �Q m �= n

2. 任意の閉項 tについて tの値が nならば、�Q t = n

3. 任意の閉項 t, uについて tと uの値が等しければ �Q t = u。さもなくば �Q t �= u
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証明 1. m > nとし（n > mの場合も同様）、nに関する数学的帰納法により証明する。
n = 0のときには、算術の公理 2より。n = k + 1のときには仮定より何らかの lについて
m = l + 1である。このとき l > kなので、帰納法の仮定より �Q l �= k。算術の公理 1の
対偶により �Q S(l) �= S(k)、すなわち �Q l + 1 �= k + 1。

2. tの構成に関する帰納法による。t ≡ 0の場合には等号の公理より�Q t = 0。t ≡ S(u)
の場合には、uの値は n−1であり、帰納法の仮定により�Q u = n− 1。よって等号の公理
より�Q S(u) = n。t ≡ u+vのときには、u, vの値をそれぞれm,kとすれば n = m+kで
あり、帰納法の仮定より�Q u = m、�Q v = k。補題 15.4の 1により、�Q m+k = m + k。
よって �Q u + v = n。t ≡ u · vの場合も同様である。

3. 1,2より。

補題 15.7

1. �Q ∀x∀y(x + y = 0→ x = 0 ∧ y = 0)

2. �Q ∀x∀y(x + S(y) = S(t)→ x + y = t)

証明 1. （以下の方針で形式的な証明を与えることができる。）x + y = 0を仮定し、ま
た y �= 0とする。するとある zが存在し、y = S(z)が成り立つ。すなわち x + S(z) = 0、
よって S(x + z) = 0となるが、これは算術の公理 2と反する。ゆえに y = 0である。よっ
て算術の公理 4により x = 0も成り立つ。

2．（上と同様、以下の方針で形式的な証明を与える。）x + S(y) = S(t)を仮定する。す
ると S(x + y) = S(t)であり、ゆえに算術の公理 1により x + y = tが成り立つ。

補題 15.8 任意の自然数 nについて、

�Q ∀x ≤ n→ x = 0 ∨ · · · ∨ x = n

証明 x ≤ nとは ∃y(x + y = n)の略記であったから、� x + y = n→ x = 0∨ · · · ∨ x = n

を示せばよい。証明は nについての数学的帰納法による。
n = 0のときには、補題 15.7の 1により x = 0が成り立つ。n = m + 1のときには、以

下の方針で形式的な証明を与える。x+ y = m + 1を仮定する。y = 0または y �= 0のいず
れかである。もしも y = 0ならば x = m + 1である。ゆえに x = 0∨ · · · ∨x = m + 1が成
り立つ。もしも y �= 0ならば、算術の公理 3により、ある zについて y = S(z)である。す
なわち x + S(z) = m + 1であり、補題 15.7の 2により x + z = mが成り立つ。帰納法の
仮定により、x = 0 ∨ · · · ∨ x = mである。ゆえに x = 0 ∨ · · · ∨ x = m + 1が成り立つ。

定理 15.9 (Qの Σ1完全性)

1. 任意の閉Δ0論理式 Aについて Aが真ならば �Q A、さもなくば �Q ¬Aである。

2. 任意の閉Σ1論理式 Aについて Aが真ならば �Q Aである。

証明 1. Aの構成に関する帰納法による。
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Aが原子論理式 t = uのとき。もしも t = uが真ならば tの値と uの値が等しいので補
題 15.6より �Q t = u。さもなくば tの値と uの値が異なるので、やはり補題 15.6より
�Q t �= u。

Aが ¬Bの形のとき。もしも Aが真ならばBは偽である。ゆえに帰納法の仮定により
�Q ¬B。もしも Aが偽ならばBは真である。ゆえに帰納法の仮定により �Q B。よって
�Q ¬¬B。

AがB∨Cの形のとき。もしもAが真ならば、BかCのどちらかが真である。仮にBが
真であるとすると（Cが真の場合も同様）、帰納法の仮定により �Q B。よって �Q B ∨C。
もしもAが偽ならば、BもCも偽である。ゆえに帰納法の仮定により�Q ¬Bかつ�Q ¬C。
よって �Q ¬B ∧ ¬C。ドモルガンの法則により �Q ¬(B ∨ C)。

Aが ∀x ≤ t.B の形のとき。tの値を nとする。もしも Aが真ならば、0 ≤ m ≤ nと
なる任意のmについて B[m/x]は真である。帰納法の仮定により、�Q B[m/x]。等号に
関する推論により �Q x = m → B。これが 0 ≤ m ≤ nとなる任意のmについていえる
から、�Q (x = 0 ∨ · · · ∨ x = n) → B。補題 15.8と合わせて �Q x ≤ n → B。すなわち
�Q ∀x ≤ n.B。補題 15.6により �Q t = nが言えるから、�Q ∀x ≤ t.B。
同様に Aが ∀x ≤ t.B の形であるとし、Aが偽の場合を考える。このとき 0 ≤ m ≤ n

となるあるmについて、B[m/x]が偽となる。帰納法の仮定により、�Q ¬B[m/x]。補題
15.4より �Q m ≤ n、すなわち �Q m ≤ t がいえるので、�Q m ≤ t ∧ ¬B[m/x]、そこで
�Q ∃x ≤ t.¬B。ドモルガンの法則により �Q ¬∀x ≤ t.B。

2. 話を簡単にするためにAは ∃x.Bの形であり、BはΔ0 論理式であるとする。Aが真
なので、あるm ∈ NについてB[m/x]は真である。上記 1により、�Q B[m/x]、よって
�Q ∃x.B。

定理 15.10 任意の原始再帰的関数 f(x)について、あるΣ1論理式 funf (x, y)が存在し、任
意の n ∈ Nについて

�Q ∀y(funf (n, y)↔ f(n) = y)

が成り立つ。

証明 補題 9.11により、f(x)はある Σ1論理式 A(x, y)により定義される。すなわち、任
意の n ∈ Nについて、

f(�n) = m ⇐⇒ A(n,m)は真である。

話を簡単にするためにA(x, y)は ∃z.B(x, y, z)の形であるとする（ここでB(x, y, z)はΔ0

論理式）。次の論理式が求める funf (x, y)である。

∃z(B(x, y, z)∧∀w1 ≤ y∀w2 ≤ y(w1 �= y → ¬B(x,w1, w2))∧∀w1 ≤ z∀w2 ≤ z(w1 �= y → ¬B(x,w1, w2)))

この論理式が補題の性質を満たすことを確かめよう。まず f(n) = m とする。すると
∃z.B(n,m, z) が真なので、ある k ∈ N が存在し、B(n,m, k)が真となる。また ∀w1 ≤
m∀w2 ≤ m(w1 �= m→ ¬B(n,w1, w2)) も ∀w1 ≤ k∀w2 ≤ k(w1 �= m→ ¬B(n,w1, w2)) も
真である。ゆえに funf (n,m)も真であり、Σ1完全性により、�Q funf (n,m)が成り立つ。
よって �Q f(n) = y → funf (n, y)。
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逆方向は次の方針で示すことができる。仮に y �= f(n)、すなわち y �= mかつ funf (n, y)
として矛盾を導く。funf (n, y)が成り立つと仮定しているので、ある z について

B(n, y, z)∧∀w1 ≤ y∀w2 ≤ y(w1 �= y → ¬B(n,w1, w2))∧∀w1 ≤ z∀w2 ≤ z(w1 �= y → ¬B(n,w1, w2))

である。l = max(m,k)とおくと、次の二通りのどちらかである。
1. l ≤ yまたは l ≤ z のとき。たとえば前者の場合、m ≤ y, k ≤ yであり、y �= mな

ので ¬B(n,m, k))。しかし上の議論により �Q B(n,m, k)のはずなので、これは矛盾であ
る。l ≤ zの場合も同様。

2. y < lかつ z < lのとき。

B(n,m, k)∧∀w1 ≤ m∀w2 ≤ m(w1 �= m→ ¬B(n,w1, w2))∧∀w1 ≤ k∀w2 ≤ k(w1 �= m→ ¬B(n,w1, w2))

であり、l = max(m,k)だから ∀w1 ≤ l∀w2 ≤ l(w1 �= m → ¬B(n,w1, w2)) が成り立つ。
y < l、z < l、y �= mより ¬B(n, y, z))となる。しかしこれはB(n, y, z))と矛盾。
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16 形式化された対角線論法

本稿のこれまでの流れを振り返ってみると、まず我々は対角線論法を用いて算術的階層
の厳密性を示し、そのことに基づいて、真理述語の定義不能性、一階述語論理の決定不能
性、算術の第一不完全性などを証明してきた。特に算術的階層の厳密性が確立されたあと
では、対角線論法を用いる必要は一切なかった。
しかし Σ1表現可能性定理（定理 13.1）や第一不完全性定理における Σ1無矛盾性の仮

定を単なる無矛盾性に弱めようとすると、どうしても形式的体系の内部で対角線論法を用
いることが必要になってくる。その理由は、単なる無矛盾性の仮定だけでは、Σ1論理式
の成立・不成立が標準モデルにおける真偽と必ずしも一致しなくなるため、標準モデルの
内部にあるところの算術的階層の厳密性を形式的体系に反映させることができなくなるか
らである。また、第二不完全性定理を証明するためには、Π1不完全性定理の議論を形式
的体系の内部で行う必要がある。そのためにも、対角線論法を形式的体系の内部で行うこ
とが必要になってくる。ここでは形式的体系の内部における対角線論法の一般的な帰結と
して、対角化定理（任意の論理式に対してその不動点が存在する）を紹介する。
インフォーマルには、対角化定理（不動点定理）は以下のように示すことができる。
まず、ゲーデル数 nの一変項論理式をAn(x)により表すことにする（nが一変項論理式

に対応しないときは未定義とする）。次に、関数 f : N −→ Nを次のように定義する：

f(n) = �An(n)�

f は明らかに原始再帰的関数である。
さて、X を算術の論理式により定義可能な集合とすると、X と f の合成、すなわち

n ∈ Xf ⇐⇒ f(n) ∈ X

を満たす集合Xf もやはり算術の論理式により定義可能である（補題 9.7、補題 9.12より）。
Xf を定義する論理式（のゲーデル数）を kとする。すなわち、Ak(x)がXf を定義する
ものとする。すると、

Ak(k)が真⇐⇒ k ∈ Xf ⇐⇒ f(k) ∈ X ⇐⇒ �Ak(k)� ∈ X.

ゆえに算術の論理式により定義可能などんな集合Xについても、ある閉論理式Aが存在し、

Aが真⇐⇒ A ∈ X

が成立する。これが対角化定理の内容である5。
以上の論証を体系Qにおいて形式化すると、次のことが成立する。

定理 16.1 (対角化定理)

1. 任意の一変項論理式B(x)に対して、ある閉論理式Aが存在し、

�Q A←→ B(�A�).
5Aは X の不動点（fixed point）と呼ばれる。
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2. 任意の二項論理式B(x, y)に対して、ある一変項論理式A(y)が存在し、任意のn ∈ N

について
�Q A(n)←→ B(�A(n)�, n).

証明 上の原始再帰的関数
f(n) = �An(n)�

に定理 15.10を適用することにより、Σ1 論理式 funf (x, y)が得られ、任意の n ∈ Nにつ
いて

(∗) �Q ∀y(funf (n, y)↔ f(n) = y)

が成り立つ。ここで論理式 ∃y(funf (x, y)∧B(y))を考えれば、これは一変項論理式なので、
ある自然数 kが存在し、

Ak(x) ≡ ∃y(funf (x, y) ∧B(y))

である。そこでこの kを使って

A ≡ Ak(k) ≡ ∃y(funf (k, y) ∧B(y))

と定義する。以下の二つのことを示せば証明は終わる。

1. �Q B(�A�)→ A

2. �Q A→ B(�A�)

1. まず f(k) = �Ak(k)� = �A�であるから、(*)により �Q funf (k, �A�)が成り立つ。すな
わち �Q B(�A�)→ funf (k, �A�) ∧B(�A�) であり、よって �Q B(�A�)→ ∃y(funf (k, y) ∧
B(y)。これは 1.に他ならない。

2.は次の方針で示すことができる。Aを仮定せよ。するとある yについて funf (k, y)∧B(y)
が成り立つ。(*)により f(k) = y ∧ B(y)、すなわちB(f(k))であるが、f(k) = �A�であ
るから、結局B(�A�)がいえたことになる。

対角化定理を用いれば、第一不完全性定理に対してより直接的な証明を与えることがで
きる。
理論 T がQの再帰的拡大であり、かつ無矛盾であるとする。すると、定理 14.1により

証明可能性 �T はΣ1である。即ち、

provableT (�A�)が真⇐⇒�T A

となる。いま、論理式 ¬ProvT (x)に対して対角化定理を適用すると、

�T G←→ ¬ProvT (G)

を満たす論理式 Gを得ることができる。論理式Gは一般にゲーデル文と呼ばれる。その
直感的意味は「私は証明できない」といったものである。

定理 16.2 (第一不完全性)
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1. 理論 T がQの再帰的拡大であり、無矛盾ならば、��T G。

2. さらに T がΣ1健全ならば、 ��T ¬G。

証明

1. もしも �T Gであるとすると、�T ¬provableT (�G�)となり、T の無矛盾性により
��T provableT (�G�)である。ゆえに Σ1 完全性定理により provableT (�G�)は偽であ
る。よって ��T Gとなり、矛盾する。

2. もしも �T ¬Gであるとすると、�T provableT (�G�)となり、T の Σ1健全性により
provableT (�G�)は真である。ゆえに �T Gとなる。これは T の無矛盾性に反する。
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17 一般Σ1表現可能性

第 13章では、Σ1健全なQの再帰的拡大においては、全てのΣ1集合が表現可能である
こと（定理 13.1）を証明した。ここではΣ1健全性の仮定を無矛盾性の仮定で置き換えて
も同様のことが成立することを証明する（Ehrenfeucht-Feferman [3]）。また、その帰結と
して、Qの本質的決定不能性（定理 13.2の一般化）、ゲーデル=ロッサーの不完全性定理
（系 14.3の一般化）を示す。

定理 17.1 (一般Σ1表現可能性) 理論 T が Qの再帰的拡大であり、かつ無矛盾であると
すると、任意のΣ1集合X に対してある一変項論理式B(x)が存在し、

n ∈ X ⇐⇒�T B(n)

定理 13.1の場合とは異なり、ここで論理式 B(x)はX を定義する論理式であるとは限
らないことに注意。

証明 X は Σ1論理式 ∃y.A(x, y)（ここで AはΔ0）により定義され、T における証明可
能性 �T は Σ1論理式 ∃y.proofT (x, y)により定義されるものとする。すなわち、どんな論
理式Aについても、

∃y.proofT (�A�, y)が真 ⇐⇒ �T A

が成り立つものとする。このとき、二項論理式

∀y(proofT (x, y)→ ∃z ≤ y.A(w, z))

を考えると、対角化定理により、ある一変項論理式B(x)が存在して、任意の nについて

�T B(n)←→ ∀y(proofT (�B(n)�, y)→ ∃z ≤ y.A(n, z))

を満たす。これが求める論理式であることを示すには、次の２点を証明すればよい。

1. n ∈ X =⇒�T B(n)。

2. �T B(n) =⇒ n ∈ X。

1. n ∈ X かつ ��T B(n)と仮定して矛盾を導く。前者よりある k ∈ Nについて A(n, k)
が真である。Σ1完全性により、�T A(n, k) (a)。また後者より、どんなm ∈ Nについて
も proofT (�B(n)�,m)は偽。よって ∀y < k.¬proofT (�B(n)�, y)は真。Σ1 完全性により、
�T ∀y < k.¬proofT (�B(n)�, y) (b)。以上二つの事実に基づいて、次のように（体系 T 内
において）論証を進めることができる。まず (b)より、y < k → ¬proofT (�B(n)�, y)。対
偶をとって、proofT (�B(n)�, y)→ k ≤ y。また (a)より、k ≤ y → (k ≤ y ∧A(n, k))、す
なわち k ≤ y → ∃z ≤ y. ∧ A(n, z)。よって proofT (�B(n)�, y) → ∃z ≤ y. ∧ A(n, z)。こ
れにより �T ∀y(proofT (�B(n)�, y)→ ∃z ≤ y. ∧A(n, z))、つまり �T B(n)が成り立つが、
これは ��T B(n)という仮定と矛盾する。

2. �T B(n) かつ n �∈ X と仮定して矛盾を導く。前者よりある m ∈ N について
proofT (�B(n)�,m)は真。これは Σ1 完全性により、�T proofT (�B(n)�,m)。また後者よ
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り、どんな k ∈ NについてもA(n, k)は偽、つまり ¬A(n, k)は真。特に ∀z ≤ m.¬A(n, z)
は真。Σ1完全性により、�T ∀z ≤ m.¬A(n, z)、すなわち �T ¬∃z ≤ m.A(n, z)。以上によ
り、�T proofT (�B(n)�,m) ∧ ¬∃z ≤ m.A(n, z)。ここから �T ¬B(n)が導かれる。ゆえに
T は矛盾することになるが、これは T の無矛盾性の仮定に反する。

次の系は定理 13.2と同様にして証明できる。

定理 17.2 (Qの本質的決定不能性) 理論 T がQの無矛盾な再帰的拡大であるとすると、
T における証明可能性 �T は決定可能ではない。

最後に第一不完全性定理の改良版であるゲーデル=ロッサーの定理を証明する（Rosser
[9]）。

定理 17.3 (ゲーデル＝ロッサー不完全性) 理論 T がQの無矛盾な再帰的拡大であるとす
ると、Aも ¬Aも証明不可能であるような閉Π1論理式Aが存在する。

証明 仮にT が完全であるとする。すなわち、どんな論理式Aについても、�T Aか�T ¬A

のどちらかが成り立つとする。いま、Π1集合Xが与えられたとき、その補集合XC はΣ1

集合であり、ゆえに定理 17.1によりある一変項論理式B(x)が存在し、

n ∈ XC ⇐⇒�T B(n).

一方、T の無矛盾性および完全性の仮定により

��T B(n) ⇐⇒ �T ¬B(n).

以上のことから、

n ∈ X ⇐⇒ n �∈ XC ⇐⇒��T B(n) ⇐⇒ �T ¬B(n)

よって Π1 ⊆ Σ1が帰結するが、これは算術的階層の厳密性に反する。

第一不完全性定理同様、ゲーデル=ロッサーの不完全性定理にも直接的な証明方法があ
る。disproofT (x, y)を「yは T における¬(x)の証明である」を意味する論理式とし、一変
項論理式

∀y(proofT (x, y)→ ∃z ≤ y.disproofT (x, z))

に対角化定理を適用して得られる論理式を Rとする。すると ��T Rかつ �� ¬Rであるこ
とが直接的に証明できる（Rは一般にロッサー文と呼ばれる）。定理 17.1における論理式
B(x)の構成法はこのロッサー文の構成法を一般化したものになっている。
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18 第二不完全性

理論 T をQの再帰的拡大とする。このとき、Π1不完全性定理は次の性質をもつ論理式
Aが存在することを主張する：

1. T が無矛盾ならばAが成り立つ。

2. T が無矛盾ならば ��T A。

Π1不完全性定理に至るまでの証明を注意深く検討すれば、このAは具体的に構成するこ
とが可能である（あるいは定理 16.2 におけるGをとればよい）。そして、そのような具体
的なAに話を制限すれば、算術を超え出るような超越的な論法は一切用いずにΠ1不完全
性定理は証明可能である6。ゆえに理論 T として十分強力な算術の体系（例えば PA）を
とれば、Π1不完全性の議論は全て T の内部で遂行することができる。特に上記の 1を形
式化することで、次のことが証明できる：

1’ �T consistentT → A

ここで consistentT は T の無矛盾性を表す論理式¬provableT (�0 = 1�)である。上記 1’,2の
論理的帰結として、もしも�T consistentT ならば T は矛盾することになる。言い換えれば、

• T が無矛盾ならば、 ��T consistentT。

すなわち、十分強力かつ無矛盾な理論は、自分自身の無矛盾性を証明することができない。
これがゲーデルの第二不完全性定理の主張の骨子である。以下、第二不完全性定理の証明
のあらましを見ていくことにする。
次の定理は定理 14.1の改良版である。

定理 18.1 理論 T が PAの再帰的拡大ならば、�T を表し、かつ次の性質を満たす Σ1論
理式 provableT (x)が存在する：

1. 形式化されたModus Ponens： 任意の論理式 Aについて、

�T provableT (�A�) ∧ provableT (�A→ B�)→ provableT (�B�).

2. 形式化されたΣ1完全性： 任意のΣ1論理式 Aについて、

�T A→ provableT (�A�).

実際、provableT (x)を “自然に”（証明の長さに関する帰納法を使って）定義すれば、上
記の性質 1は、自ずと満たされる（ただし注意深い論証が必要である）。性質 2は、PAが
Σ1完全性定理の証明を遂行するのに十分な証明能力を持っているという事実に基づいて
いる7。
以下、上の定理の性質を満たすprovableT (x)を一つ固定し、consistentT ≡ ¬provableT (�0 = 1�)

と定義する。
6これまでに用いた論法の全てが算術において形式化可能なわけではない。例えば、PAの健全性（定理

12.5）を示すためには、任意の論理式に関する真理述語が必要であるが、そのような述語が算術的には定義不
能であることは、定理 11.1 で見た通りである。

7実際には、PAほど強力な証明能力は必要ではなく、高々Σ1 論理式に関する帰納法が使用できれば十分
である。
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補題 18.2

1. �T Aならば �T provableT (�A�)。

2. �T provableT (�A�)→ provableT (�provableT (�A�)�)。8

3. �T provableT (�A�)→ B ならば �T provableT (�A�)→ provableT (�B�)。

証明

1. �T Aならば provableT (�A�)が真。ゆえにΣ1完全性定理により �T provableT (�A�)。

2. 定理 18.1の 2で、AとしてΣ1論理式 provableT (�A�)をとればよい。

3. まず、形式化されたModus Ponensにより、次の FMPが成り立つことに注意する：

�T provableT (�A→ B�)
�T provableT (�A�)→ provableT (�B�) FMP

これと上記の 1,2を用いて、

�T provableT (�A�)→ provableT (provableT (�A�))
2

�T provableT (�A�)→ B

�T provableT (�provableT (�A�)→ B�)
1

�T provableT (�provableT (�A�)�)→ provableT (�B�)
FMP

�T provableT (�A�)→ provableT (�B�)

定理 18.3 (第二不完全性) 理論 T が PAの再帰的拡大であり、かつ無矛盾ならば、
��T consistentT。

証明 論理式 ¬provableT (x)に対角化定理を適用することにより、

� G↔ ¬provableT (�G�)

を満たす論理式G（ゲーデル文）を得ることができる。�T ¬G↔ (G→ 0 = 1)に注意す
れば、以下のように �T consistentT → G を導出することができる：

�T provableT (�G�)→ ¬G

�T provableT (�G�)→ (G→ 0 = 1)

�T provableT (�G�)→ provableT (�G→ 0 = 1�) 補題 18.2の 3

�T provableT (�G�)→ provableT (�G�) ∧ provableT (�G→ 0 = 1�)
�T provableT (�G�)→ provableT (�0 = 1�) 定理 18.1の 1

�T consistentT → ¬provableT (�G�)
�T consistentT → G

8定理 18.1の 1および補題 18.2の 1,2を合わせて可導性条件 (derivability conditions)と呼ぶ。第二不完
全性定理はこれら３つの条件および対角化定理から帰結する。
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一方、T は無矛盾なので、定理 16.2により ��T G。よって、 ��T consistentT。

しかし一方で、PAの無矛盾性に関しては、いくつかの部分的な肯定的結果が知られて
いる（cf. [6]）。いま、理論 T が有限公理化可能（finitely axiomatizable）であるとは、あ
る有限集合 T ′が存在して、�T A⇐⇒�T ′ Aが成り立つこととする。

定理 18.4 (局所的な無矛盾性の証明可能性) 理論T ⊆ PAが有限公理化可能ならば、�PA

consistentT。

特に、T としてどのように大きな公理の集合を取ったとしても、それが有限である限り、
PAはその無矛盾性を証明することができる。系として、次のことが帰結する。

系 18.5 (PAの本質的無限性) PAは有限公理化不可能である。

次に、任意の n ≥ 1について、理論 IΣnとは、QにΣn論理式に関する数学的帰納法の
公理を全て付け加えることにより得られる理論のことであるとする。当然、IΣn ⊆ PAで
ある。これらの PAの部分理論については、次のことが知られている。

定理 18.6 (各層ごとの有限公理化可能性) 任意の n ≥ 1について、Σnは有限公理化可能
である。

よって、次のことが成り立つ。

系 18.7 (各層ごとの無矛盾性の証明可能性) 任意の n ≥ 1について、�PA consistentIΣn .

どのように大きな nをとったとしても、このことは成立する。特に、通常の数学におい
て用いられる数学的帰納法を全て包含するほどに大きな nを取ったとしても、PAは、そ
の無矛盾性を証明することができるのである。
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