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結び目のKontsevich不変量と Milnor move 大槻知忠 (京大数理研)

この原稿では、結び目の Milnor move によってKontsevich不変量やAlexander多項式
の係数がどのように変化するのか、主に、既知の結果について概要を解説する。Jacobi図
やKontsevich不変量について [8, 9]を、clasperや Cd-moveについて [3, 7]を、Md-move

(Milnor move)について [4]を、Alexander多項式の重み系について [6](と [1, 2])を参照さ
れたい。

§1. Jacobi図
以下では、Kontsevich不変量が属する空間である Jacobi図の空間を導入する。各頂点

が 1価頂点か 3価頂点であるようなグラフを 1,3価グラフという。ここで、n本の辺がで
ている頂点を n価頂点という。3価頂点からでる 3つの辺の巡回順序が指定されていると
き、その 3価頂点を有向であるという。Xを有向コンパクト 1次元多様体とする。

S1 上の Jacobi図

X上の Jacobi図とは、1,3価グラフであって、その 1価頂点たちがX

の異なる点であり、各 3価頂点が有向であるようなものである。X を
太線でかき、1,3価グラフを細線でかく。Jacobi図の 1,3価頂点の個数
の 1

2
倍をその Jacobi図の次数という。1,3価グラフの連結成分で 3価頂

点をもたないもの (線分と同相なもの)をコード (chord)という。

X上の Jacobi図の全体がはるQ上のベクトル空間を次の 3つの関係式でわってできる商
ベクトル空間をA(X)とかく。

= − , = − , = −

AS関係式 IHX関係式 STU関係式

さらに、Kontsevich不変量の定義において使われる操作である余積と対合射を以下の
ように導入する。有向コンパクト 1次元多様体 C ⊔ X で、その連結成分の 1つが C で、
のこりの部分がXであるようなものを考える。C(2)をCの 2つの平行なコピーの排反和
として、余積 (comultiplication) ∆(C) : A(C ⊔X)→ A(C(2) ⊔X)を

∆(C)

( )
=

2k∑
で定める。ここで、左辺の図は、太線が C で、C 上に k 個の 1価頂点をもつ Jacobi図
を表し、右辺は、各 1価頂点を C(2) のどちらかの成分につなげるすべての場合（2k 通
り）にわたる和を表す。次に、C の向きを逆にしたものを C として、対合射 (antipode)

S(C) : A(C ⊔X)→ A(C ⊔X)を

S(C)

( )
= (−1)k

で定める。ここで、左辺の図は、太線がCで、C上に k個の 1価頂点をもつ Jacobi図を
表す。
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§2. 結び目のKontsevich不変量
以下では、枠つき結び目 Kの Kontsevich不変量 Z(K) ∈ A(S1) の定義を説明する。

R×{0}× {0, 1} に端点をもつような、R×R× [0, 1]の中の有向タングルを考える。この
ようなタングルの「上端の点列」と「下端の点列」をそれぞれ 2項結合する順序が定めら
れているものを qタングルという。枠つきの qタングルを考え、枠を黒板枠で表した qタ
ングルの図式を考える。さらに、次の qタングル図式に対して、そのKontsevich不変量
の値を次のように定める。

Z
( )

= Φ, Z
( )

= Φ−1, Z
( )

= ν1/2, Z
( )

= ν1/2,

Z
( )

= = +
1

2
+

1

8
+

1

48
+ · · · ,

Z
( )

= .

ここで、Φと νは次のように定める。

Φ = +
1

24
+
(
4次以上の項

)
,

ν =
(

S2Φ

)−1

= +
1

48
+
(
4次以上の項

)
.

枠つき有向結び目Kについて、黒板枠によるKの図式を qタングル図
式に (たとえば、右図のように)分解する。分解された各部分の qタン
グル図式のKontsevich不変量の値を次のようにして定める。
qタングル図式 Eの成分 C を 2重化することにより qタングル図式 E ′が得られるとき、
Z(E ′)の値を∆(C)Z(E)で定める。たとえば、

Z
( )

= ∆2Z
( )

= ∆2Φ

のようになる。また、qタングル図式 Eの成分 C の向きを逆にすることにより qタング

ル図式E ′′が得られるとき、Z(E ′′)の値を S(C)Z(E)で定める。たとえば、

Z
( )

= S2Z
( )

= S2Φ

のようになる。前述した qタングル図式のKontsevich不変量の値にこれらの操作を繰り返
して適用することにより、Kの図式を分解した各部分のKontsevich不変量の値を定め、そ
れらを合成することにより、枠つき結び目KのKontsevich不変量 Z(K) ∈ A(S1) を定め
る。Z(K)は枠つき結び目Kのイソトピー不変量であることが知られている ([8, 9]参照)。
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§3. 開 Jacobi図
以下では、Jacobi図の空間A(S1)を、(ループ展開の観点から)もっと簡明に記述する

ために、開 Jacobi図を導入する。1,3価グラフで、各 3価頂点のまわりの 3つの辺に巡回
順序が指定されているものを開 Jacobi図という。連結な開 Jacobi図で 1次Betti数 ℓの
ものを ℓループという。(つまり、辺を ℓ回切ることにより樹 (tree)になるような開 Jacobi

図が ℓループである。)

開 Jacobi図がはるQ上のベクトル空間をAS, IHX関係式でわってできる商ベクトル空間
をBとかく。0ループの開 Jacobi図は “線分” のみである。(“線分”ではないとすると、3

価頂点をもつ樹 (tree)は、AS関係式より、Bの元として 0である。) 1ループの開 Jacobi

図は円周に偶数本の “足” をつけたもののみである。このような開 Jacobi図をwheelと
いう。(奇数本の足をつけた円周は、AS関係式より、Bの元として 0である。)

偶数本の足

偶数本の足の wheel

線型写像 χ : B → A(↓)
( ∼= A(S1)

)
を、開ヤコビ図Dに対して、

D
χ7−→ D

で定める。ここで、グレーの長方形は、左の n本の線を右の n本の線につなげる n!通り
の平均を表す。すなわち、

n 本

=
1

n!

(
+ + + · · ·

)
である。この線型写像χはベクトル空間の同型写像になることが知られている (PBW同型)。

各連結成分が3価頂点をもつような1,3価グラフがつくるS1上のJacobi図がはるA(S1)

の部分ベクトル空間をA(S1)′とかくことにする。(つまり、コードをもたないような S1

上の Jacobi図がはるA(S1)の部分ベクトル空間がA(S1)′である。) “線分”の連結成分を
もたないような開 Jacobi図がはるBの部分ベクトル空間をB′とかくことにする。χを制
限することにより、ベクトル空間の同型写像 χ : B′ → A(S1)′ が得られる。

一般に、枠つき結び目KのKonsevich不変量は

Z(K) = exp
(f(K)

2
+a2(K) +a3(K) +a4(K) +a′4(K) +· · ·

)
のような形にかけることが知られている。ここで、積はS1の連結和であり、f(K)はKの
枠 (framing)を表し、ad(K), a′d(K)は (Kの枠によらない)結び目の d次の Vassiliev不変
量である。とくに、0枠をもつ枠つき結び目Kに対してZ(K) ∈ A(S1)′ である。
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§4. Kontsevich不変量とAlexander多項式
線型写像 W : A(S1) → Q を重み系 (weight system)という。次数 dの Jacobi図 D

に対して Ŵ (D) = W (D)ℏd とおくことにより写像 Ŵ : A(S1) → Q[[ℏ]] を定める。枠
つき結び目の任意の量子不変量 Q(K) ∈ Z[q±1/2N ] に対して、ある重み系W を用いて
Q(K)

∣∣
q=eℏ

= Ŵ
(
Z(K)

)
とかけることが知られている (量子不変量に対するKontsevich不

変量の普遍性)。

とくに、Alexander多項式に対する重み系は、次のようにして与えられることが知られ
ている。線型写像 WB′ : B′ → Q を、B′の開 Jacobi図Dに対して

WB′(D) =

 (−2)c Dが c個の偶数本足wheelの排反和のとき

0 Dは 2ループ以上の連結成分をもつとき

で定める。さらに W = WB′ ◦ χ−1 で、線型写像 W : A(S1)′ → Q を定める。W の値は、
たとえば、

W
( )

= W
( )

= −2, W
( )

= W
( )

= 4

のようになる。 上の各式で、1つ目の Jacobi図と 2つ目の Jacobi図の差は 2ループの
Jacobi図でかけるので、そのW の値は 0になることに、注意しよう。以下、W はこのW

であるとする。このとき、Kを結び目として、Kに 0枠をいれてできる枠つき結び目を
Kとすると、

Ŵ
(
Z(K)

)
=

ℏ
eℏ/2−e−ℏ/2 ·∆K(e

ℏ)

となることが知られている ([1, 6])。

多項式またはべき級数 f(x) = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + · · · に対して、Jacobi図の辺の
横に f(x)をラベル付けしたものは次のような線型和

f(x)
= c0 + c1 + c2 + c3 + · · ·

を意味するものとする。0枠をもつ枠つき結び目Kについて、χ−1Z(K)は連結な開 Jacobi

図の無限線型和の expで表され、各 ℓについて ℓループの部分は exの有理式でラベル付け
された開 Jacobi図の有限和で表されることが知られている (ループ展開)。ここで、Bの
積は開 Jacobi図の排反和で定める。ループ展開の 1ループの部分は

χ−1Z(K) = exp

( 1
2
log ex/2−e−x/2

x

+
−1

2
log∆K(e

x)
+
(
2ループ以上の項

))

の形に表される (1ループの部分だけは、ラベルが “有理式”ではなく、上記のようにな
る)。上式の expの中の第 1項は自明結び目のKontsevich不変量の値を表していて、上述
の Ŵ

(
Z(K)

)
の式の右辺の第 1因子もそれに由来している。つまり、Kontsevich不変量の

1ループの部分は実質的にAlexander多項式で決定されている。
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§5. Cd-move と Kontsevich不変量
結び目の一部分を次の図のように変更することをCd-moveという (図は d = 4の場合

であるが、これを自然に一般化した図でCd-move が定められる)。

C4-move
←→

補題 1 Cd-move によってKontsevich不変量の値は次のように変化する。

Z

( )
−Z

( )
= +

(
高次の項

)
ただし、左辺のタングルを qタングルにするために、下端の点列の結合順序を指定する必
要があるが、右辺第 1項はその指定の仕方によらない (左辺の 2つのタングルで、同じ結
合順序を指定する必要がある)。

補題の証明の準備として、破線のひもが別のひもに巻き付いている部分があったとき

に、その図の意味を = − で定める (結び目の全体がはるベクトル

空間の中での線型和を考えている)。Kontsevich不変量の定義より具体的に計算すること
により

Z
( )

= +
(
高次の項

)
であることがわかる。ここで、長円形の意味は = − で定める。

補題 1の証明. 次の最初の図を、次のようにして計算することにより、補題の式の左辺の
差が得られる。

= =

= = −

よって、 = であることに注意して、上式の最初の図のKontsevich不変量を
計算すると、補題の式が得られる。

(
補題の左辺

)
= Z

( )

= +
(
高次の項

)
=
(
補題の右辺

)
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§6. Md-move と Kontsevich不変量
結び目の一部分を次の図のように変更することをMd-move (d次の Milnor move)とい

う (図は d = 4の場合であるが、これを自然に一般化した図でMd-move が定められる)。

M4-move
←→

補題 2 Md-move によってKontsevich不変量の値は次のように変化する。

Z

( )
− Z

( )
= +

(
高次の項

)
ただし、補題 1と同様に、左辺のタングルを qタングルにするために、下端の点列の結合
順序を指定する必要があるが、右辺第 1項はその指定の仕方によらない。

補題 2の証明. 次の最初の図を、次のようにして計算することにより、補題の式の左辺の
差が得られる。

= =

= = −

よって、補題 1の証明と同様にして、最初の図のKontsevich不変量を計算すると、補題
の式が得られる。(

補題の左辺
)

= Z

( )

= +
(
高次の項

)
=
(
補題の右辺

)
□

補題 2より、Md-moveはKontsevich不変量の (d−1)次以下の部分を変えない。よって、
Md-moveは∆K(e

ℏ) ∈ Q[[ℏ]]の (d−1)次以下の部分を変えない。次数を下から見ていった
とき、Md-moveが変える初めの部分が次数 dの部分である。

dが偶数のとき、補題 2より、Md-moveはKontsevich不変量の d次の部分を「d本足
のwheel」だけ変化させる。よって、∆K(e

ℏ)の ℏdの係数を±2だけ変化させる。
dが奇数のとき、補題2より、Md-moveはKontsevich不変量の次数dの部分を「d本足の

wheelをS1につけたもの」だけ変化させる。これはBの元として見ると2ループ以上の元で
あり、∆K(e

ℏ)のℏdの係数は変化しない。(この原稿のAlexander多項式は∆K(t) = ∆K(t
−1)

であるように正規化されており、そもそも、∆K(e
ℏ)は ℏの偶数乗の項のみからなる。)

6



§7. Kontsevich不変量と clasper手術
以下では、これまでに述べたことと clasperの関係について述べる。

次の左図のめがね状の図形を clasperと言い、その意味を次式で定める。

= =

ここで、右図は図の Hopf link にそって手術することを意味しており、それは中図に等し
い。clasperにそって結び目を手術したとき、Kontsevich不変量の値は次のように変わる
ことが知られている。

Z
( )

− Z
( )

= +
(
高次の項

)
ここで、3価頂点の意味は = で定めるものとし、点線は結ばったり絡まった
りしているひもを表す。上式の左図のように、複数の clasperが tree状に組み合わさった
ものを tree clasper という。

(d−1)個の頂点をもつ tree clasper で手術をする操作として、次の図のようにして、前
述のCd-moveを再定義することができる。

“C4-move”
←→

この再定義が前述の定義と同値であることは、次のようにしてわかる。

(
上式の左辺

)
=

C4-move
←→ (

上式の右辺
)

ここで、上の図の点線で囲まれた部分に前述の Cd-moveを適用することにより、右辺が
得られる。点線で囲まれた部分の外側は “組みひも”なので、その “逆元”を上式に付け加
えることにより、上の再定義から前述の定義が導かれることもわかる。

tree clasperと同様に、複数の clasperを graph状に組み合わせたものをgraph clasper

という。graph clasper を用いて、Md-moveと同値なmoveを再定義することは、できな
いようにおもわれる。(上記と同様にして 1ループの graph clasper から “Md-move”を定
義したとすると、“Md-move”はMd-moveより強い制約をみたしている (moveによる同値
類は小さくなる)のではないかとおもわれる1。)

Alexander多項式がKontsevich不変量の 1ループの部分から導出されることを前述し
たが、なぜそのようなことが期待できるのか、clasperの観点からその理由を以下で説明
する。∆K(e

ℏ)の各係数はVassiliev不変量で、Kontsevich不変量は普遍Vassiliev不変量な
ので、∆K(e

ℏ)はKontsevich不変量から導出可能であることがわかる。それが 2ループ以
1そのことをおしえてくださいました葉廣和夫氏に感謝いたします。
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上の部分にはよらないとおもわれる理由は、以下のようにして説明される。結び目Kを
2ループ以上の graph clasper で手術することを考える (次の左図)。Kとつながっている
3価頂点を展開すると右図のようになる。

=

S3−K の無限巡回被覆 S̃3−K にこの clasperを liftすることを考える。3価頂点

を のようにこわすことによってホモロジー群は変わらないことに注意すると、こ

の clasper手術は S̃3−K のホモロジー群を変えないことがわかる。S̃3−K のホモロジー
群からAlexander多項式がきまるので、よって、2ループ以上の graph clasper の手術で
Alexander多項式は変わらない。このような clasper手術でKontsevich不変量の 2ループ以
上の部分の値は自由に変えることができるので、以上より、Alexander多項式はKontsevich

不変量の 1ループの部分からきまることが期待される2。
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2実際、前述したように、そのことは Alexander多項式 ∆K(eℏ)の重み系を具体的に決定することにより証明される。∆K(eℏ)の
重み系は、[1] でスケイン関係式を用いて具体的に決定され、[6] で開 Jacobi 図の言葉に書き直されて、1 ループの部分のみできまる
ことが示された。
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