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概 要

D 型の Lie 群 O(p, q) の極小ユニタリ表現をHilbert 空間 L2(C) に実現する方
法を概説し, さらにその背景や考え方を説明する. ここで, p + q は 6 以上の偶数で
あり, C は R

p+q−2 上の二次形式の零点として表される (p + q − 3) 次元の錐であ
る. 本稿で取り扱っている極小ユニタリ表現は, p, q が一般の場合は, 最高ウェイト
表現でもなく, また spherical な表現でもないことに注意する. 本稿で解説する極小
表現の L2-空間における実現は, メタプレクティック群 Mp(n, R) の極小表現 (Weil
表現)の Schrödinger モデルの類似物と考えられる.

0 序
Weil 表現 � (あるいは Segal-Shale-Weil 表現とも oscillator 表現という名前でも呼ば

れている) はメタプレクティック群 Mp(n,R) の非常に “小さな” ユニタリ表現である.

Weil 表現の Gel’fand-Kirillov次元は n であり, これはMp(n,R) の既約無限次元ユニタ
リ表現のGel’fand-Kirillov次元のとりうる値の最小値となっている (大雑把にいうと, こ
れが “極小” という言葉の由来である). 同じ n を次元とする Euclid 空間 R

n 上のL2-関
数のなす Hilbert 空間 L2(Rn) を考えよう. この L2(Rn) にWeil 表現を実現したモデル
がいわゆるSchrödinger モデルである. Mp(n,R) は実シンプレクティック群 Sp(n,R)

の 2 重被覆群なので, 今までに出てきた記号を書きとめておくと次のようになる:
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Mp(n,R)

�
�
L2(Rn)

↓ double covering

Sp(n,R)

次に, Weil 表現の Schrödinger モデルの特徴のいくつかを手短かに述べよう.

• 内積がとてもはっきりしている. 実際, 内積は L2-内積によって与えられる.

一般に, ユニタリ主系列表現以外のユニタリ表現の内積は, それほど簡明には書けない (核関数, 微

分作用素が必要になったりする) ことが多いので, 内積が簡明かつ具体的に書けるということは大

きな特徴の 1 つである.

• ある極大放物型部分群 Pmax (Siegel parabolic) に制限すると, そこでの作用は
はっきりと書ける.

• Siegel parabolicの反転を与えるWeyl群の元をw0とすると, �(w0)は L2(Rn)にお
けるユニタリ作用素であるが、それは本質的にFourier変換 F : L2(Rn)→ L2(Rn)

と同一視される.

• Pmax と w0 以外の群 Mp(n,R) の元の作用はあまり簡明な式では書けない.

(このことは G は関数空間 L2(Rn) に作用するが, 空間 R
n そのものには作用していないことに起

因する. 実際 � の微分表現に 2 階の微分作用素が現れる.)

• 最小 K-type を与える関数は具体的に書ける

(実際, e−
1
2 (x2

1+···+x2
n) ∈ L2(Rn) は Weil 表現の最小 K-type を与える関数であり, この関数はまた

Weil 表現の Fock モデルを定義するときに基本的な役割を果たす.)

本稿の目標
D 型の群 O(p, q) (p+ q ∈ 2N, p, q ≥ 2, p+ q > 4) にも極小ユニタリ表現 �p,q が存在

する ([1, 3, 5, 10]). �p,q のモデルとして, 適当な (Weil 表現に対する Schrödinger モデ
ルのL2(Rn) に相当するような) Hilbert 空間 L2(C) 上に O(p, q) のユニタリ表現を定義
したい. もし, このような実現が存在するならば, C の次元は �p,q の Gel’fand-Kirillov

次元, すなわち, (p+ q − 3) 次元であることが予期される. 実際, このようなモデルが存
在することを本稿で具体的に解説する. 詳しい証明やアイディアについては [7, 8]も参
照されたい. また同じ表現の別の空間における実現や、そこにおける不変な内積の具体
表示については [1, 5, 6, 9, 10] で扱われている.

なお, �p,q は

p = 2 または q = 2⇔ 最高ウェイト加群 (の直和)

p = q ⇔ K-fixed vector をもつ (spherical な)表現
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という性質をもつ. すなわち, p, q ≥ 3 かつ p �= q ならば, 既約ユニタリ表現 �p,q は
spherical でも最高ウェイト表現でもない.

1 R
p−1,q−1 の等長変換群の既約ユニタリ表現

この節では次節の準備として, 初等的なやり方で等長変換群 Isom(Rp−1,q−1) の既約ユ
ニタリ表現を 1 つ構成する. 特に断らない限り,

n = p + q − 2

とする.

R
n = R

p+q−2 に, 不定符号の計量

ds2 = dζ2
1 + · · ·+ dζ2

p−1 − dζ2
p − · · · − dζ2

p+q−2

を備えた擬リーマン多様体を R
p−1,q−1 と書くことにする. さらに, R

p+q−2 上の 2 次形
式 Q を

Q(ζ) = ζ2
1 + · · ·+ ζ2

p−1 − ζ2
p − · · · − ζ2

p+q−2

と定義し, 2 次形式 Q に対応する錐を次の式で定義する:

C :={ζ ∈ R
n : Q(ζ) = 0, ζ �= 0}

明らかに, C の次元は p+ q − 3 である. ‘極座標’ を用いて表せば

C ={(rω, rη) : r > 0, ω ∈ Sp−2, η ∈ Sq−2}

と書ける. 錐 C 上の測度 dµ を座標 (rω, rµ) (r > 0, ω ∈ Sp−2, η ∈ Sq−2)に関して

dµ =
1

2
rn−3drdωdη

と定める. このとき, dµ は O(p− 1, q − 1)-不変な測度となる. このことは次のようにし
て考えれば分かりやすい. すなわち, R

n 上の (n− 1)-form ω で

dQ ∧ ω = dζ1 ∧ · · · ∧ dζn

となるものをとると, ω のとり方によらず

ω|C = dµ

が成り立つ. dQ および dζ1 ∧ · · · ∧ dζn は O(p − 1, q − 1)-不変なので dµ = ω|C も
O(p− 1, q − 1)-不変になる.
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なお, O(p− 1, q − 1) は C に推移的に作用し, C は等質空間として

C 	 O(p− 1, q − 1)/(O(p − 2, q − 2) � R
p+q−4)

と表される.

さて, Hilbert 空間 L2(C, dµ) 上に, O(p− 1, q − 1) の表現 π を関数の引き戻しによっ
て定義すると, dµ は O(p− 1, q − 1)-不変なので π はユニタリ表現になる.

一方, 加法群 R
n = R

p+q−2 はL2(C, dµ) に

π(b) : L2(C, dµ)→ L2(C, dµ), ψ(ζ) 
→ e2
√−1(b1ζ1+···+bnζn)ψ(ζ)

によって作用する. ここで b = (b1, · · · , bn) ∈ R
n とした.

上記の 2 つの表現 O(p − 1, q − 1)�L2(C, dµ) とR
p+q−2�L2(C, dµ) を合わせると半

直積群
Isom(Rp−1,q−1) 	 O(p − 1, q − 1) � R

p+q−2

の表現が定まる. すなわち, 次の命題が成り立つ:

命題 1. 1) (π, L2(C, dµ)) は, 半直積群 O(p − 1, q − 1) � R
p+q−2 のユニタリ表現

となる.

2) (π, L2(C, dµ)) は, 既約である.

証明 (easy). (1) は直接, 群準同型の公理を確かめればよい.

(2) は Mackey 理論から容易に従う. 別の初等的な見方を説明しよう. (以下の議論は
R

n の Wiener 空間へのアファイン変換群の作用と類似に行える ([4], 第 2 章, 第 11 章
参照)).

W ⊂ L2(C, dµ) が R
p+q−2-不変な閉部分空間とする.

=⇒ 適当な可測集合 E ⊂ C を選んでW = L2(E) と表される.

一方, W は O(p− 1, q − 1)-不変部分空間
=⇒ E は O(p − 1, q − 1)-不変 (測度 0 の集合を除いて)

=⇒ E = ∅ または C (測度 0 の集合を除いて).

(∵ O(p− 1, q − 1) は C に推移的に作用するので.)

=⇒ W = {0} または L2(C).

従って, (π, L2(C)) が既約であることが証明された.

2 表現を等長変換群から共形変換群に拡張する.

一般に, 部分群の既約表現を (同じ表現空間上に) より大きな群に拡張できることは滅
多にない. しかし, 極小表現のように極めて小さな表現ではこのような現象はしばしば
起こる ([12]参照).
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この節では, L2(C, dµ)上に定義された群O(p− 1, q− 1) � R
p+q−2 の表現をO(p, q) に

拡張する. 拡張した表現は結果的に, O(p, q) の極小表現 �p,q と同型となる. この 2 つ
の群

O(p− 1, q − 1) � R
p+q−2 ⊂ O(p, q)

はそれぞれ擬リーマン多様体 R
p−1,q−1 に関する

等長変換群 ⊂ (有理型)共形変換群

という幾何的な意味をもっている. Lie 環のレベルでこの包含関係を書き下してみよう.

最初に O(p, q) の Lie 環 o(p, q) の次のような分解を考える:

g = n ⊕ m ⊕ a ⊕ n

|| || 3© || 2© || 1© || 4©
o(p, q) = R

p+q−2 ⊕ o(p− 1, q − 1) ⊕ RE ⊕ R
p+q−2

ここで, 1©, 2©, 3©, 4© の同一視を説明しよう:

1© は a の生成元を次のように定める.

E =

 1

0
1

 .

2© では

o(p− 1, q − 1) 	 {

 X

 : X ∈ o(p− 1, q − 1)}

によって両者を同一視している.

3©, 4©:

n = p + q − 2 次元のベクトル �v =

a1

...

an

 に対して,

�vε = (a1, · · · , ap−1,−ap, · · · ,−an)

とおく.

3© の同一視は

R
n ∼→ n, �v 
→

0 −�vε 0

�v 0 �v

0 �vε 0


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4© の同一視は

j : R
n ∼→ n, �v 
→

0 −�vε 0

�v 0 −�v
0 −�vε 0


によって行う.

次に G の極大放物型部分群 Pmax を

Pmax = MAN

と定義する. G = O(p, q) における Pmax は, シンプレクティック群 Sp(n,R) における
Siegel の放物型部分群と同様な役割を担うことになる. ただし

M = M+ ∪m0M+,

A = exp a,

N = exp n,

M+ = O(p − 1, q − 1),

m0 = −Ip+q

とおいた. m0 は G の中心の元であるが, m0 �∈ M+ に注意する. 群 M+ は N を
正規化するので, M+N は G の部分群になる. 群 M+N は第 1 節で扱った半直積群
O(p− 1, q − 1) � R

p−1,q−1 に同型となる.

定理 1. ([7],Theorem 4.9) M+N の既約表現 (π, L2(C, dµ)) は G = O(p, q) の既約ユ
ニタリ表現に拡張できる. p+ q ≥ 8 のとき, この表現は O(p, q) の極小ユニタリ表現
になる.

この定理はO(p, q) の極小ユニタリ表現の “Schrödinger モデル” を与えていると解釈
できる.

注意 最高ウェイト表現や spherical な表現の場合には 1990 年代に入って類似の問題
の研究が進展している ([2, 11]). ただし, 解析的に微妙な評価式の証明が必要である.

定理 1 の説明.

群の包含関係 M+N ⊂ P ⊂ G において, 表現 (π, L2(C, dµ)) を M+N から P に拡張
するのは簡単である. すなわち,

π(m0)ψ =(−1)
p−q
2 ψ,

π(etE)ψ(ζ) =e−
n−2

2
tψ(e−tζ)

とおけば, 既述の M+N の作用と合わせて P = (M+ ∪m0M+)AN の表現が定まる.

この表現が P から G にどのように拡張できるかを, Lie 環の表現で明示しよう.

g = p + n
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であるから, X ∈ n に対して微分表現 dπ(X) を表示すればよい.

L2(C, dµ) ⊂ S ′(Rn) (n ≥ 2)

とみなして, dπ(X) を S ′(Rn) に作用する微分作用素として表示すると次のようになる
([7]):

dπ(j(�v)) =
√−1

(
(
n− 2

2
− Eζ)

n∑
j=1

aj
∂

∂ζj
+

1

2
(

n∑
j=1

ajεjζj)�ζ)
)
. (2.1)

ただし,

v =

a1

...

an

 (2.2)

εj =

{
1 (1 ≤ j ≤ p− 1)

−1 (p ≤ j ≤ n)

Eζ =ζ1
∂

∂ζ1
+ · · · + ζn

∂

∂ζn

�ζ =
∂2

∂ζ2
1

+ · · ·+ ∂2

∂ζ2
p−1

− ∂2

∂ζ2
p

− · · · − ∂2

∂ζ2
n

とおいた. 式 (2.1) は 2 階の微分作用素である. dπ(X) が 1 階の微分作用素で書けない
ということは群 N = exp n が L2(C) には作用するが, C 自身には作用していないとい
うことに対応している.

3 最小 K-type の表示
さて, 上記の微分表現 dπ(X) (X ∈ n)が(2.1)の形で与えられ, 逆にこのように dπ(X)

を定めるとリー環 g = o(p, q) の表現が定まることを発見的考察で説明しよう. このため
には, (実は R

n ではなく) Sp−1 × Sq−1 における表現の実現 ([1, 3, 5, 10]) を援用すれば
よい. この両者は共形埋め込みによって結びついている.

R
n = R

p−1,q−1 ι
↪→

conformal

+···+
Sp−1 ×

−···−
Sq−1.

q = 1 ならば, ι は立体射影 Sp−1 \ {1 点 } → R
p−1 の逆写像に他ならない. この共形埋

め込みに応じて関数の引き戻し:

C∞(Rp−1,q−1) ←̃
ι∗
C∞(Sp−1 × Sq−1)
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を考える. 但し, ι̃∗ は共形幾何において,

共形写像 ι の引き戻し + 共形因子による twist

によって定義される線型写像である ([5]).

ここで述べた表現の 3 つのモデルを次の図式にまとめておこう:

(1) (2) (3)

S ′(Rn)
∼←−
F

S ′(Rn) ←−̃
ι∗

C∞(Sp−1 × Sq−1)

∪ ∪ ∪
L2(C)

∼←− {�Rp−1,q−1f = 0} ←− {�̃Sp−1×Sq−1g = 0}
+ “減衰”条件

ここで,

�Rp−1,q−1 =
∂2

∂x2
1

+ · · ·+ ∂2

∂x2
p−1

− ∂2

∂x2
p

− · · · − ∂2

∂x2
n

,

であり, Sp−1 × Sq−1 上の山辺作用素を

�̃Sp−1×Sq−1 =�Sp−1 −�Sq−1 − 1

4
(p− q)(p+ q − 4).

と記した.

上の図式を簡単に説明しよう.

• (1) と (2) は Fourier 変換によって対応している.

• 表現論の言葉では (2) は退化 (非ユニタリ)主系列表現の N -picture, (3) は K-

picture であり, その部分表現がユニタリ化可能になっている. 図式でまとめると,

Sp−1 × Sq−1

↓ double covering

N ↪→ G/P 	K/M

• (2) と (3)では群作用を書くのは簡単であり, ユニタリ内積は複雑である ([5, 6, 7]).

• (1) では群作用 (の一部)は複雑であり, ユニタリ内積は簡単 (L2-内積)である ([7]).

• (3) のモデルでは �̃Sp−1×Sq−1 = �̃Sp−1 − �̃Sq−1 が成り立ち, これを用いることに
よって極小表現の K-type 公式を容易に求めることができる ([5]).
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最後に,最小K-typeで L2(C)における Schrödingerモデルでどのような関数で表され
るかをみよう. まず, p = q のときを考えよう. このときは, 山辺作用素 �̃Sp−1×Sq−1 の定
数項 −1

4
(p−q)(p+q−4)が消える. 特に Sp−1×Sq−1 上の定数関数 1は �̃Sp−1×Sq−1f = 0

をみたす. 定数関数 1 は表現空間のベクトルとして上記の表現の最小 K-type (この場
合は K の自明な 1 次元表現)を生成している. そこでこのベクトルが, 同型写像 F ◦ ι̃∗
によって, モデル (1) ではどのような関数に変換されているかを具体的に調べればよい.

次の定理がその答えである.

定理 2. ([7], Theorem 5.5 の特別な場合) p = q のとき

F ◦ ι̃∗(1) = Cp,q|ζ| 3−q
2 K q−3

2
(2|ζ|)δ(Q)

ここで,

1 : Sp−1 × Sq−1 上の定数関数

K q−3
2

(2|ζ|) : K-Bessel 関数

|ζ| = (ζ2
1 + · · ·+ ζ2

n)
1
2

Cp,q = (2π)
p+q−2

2 2−
p−q
2

Γ(q−1
2

)

Γ(p+q−4
2

)

次に p �= q のときを考えよう. 一般性を失うことなく p > q としてよい. このとき
は, (3) の表現空間には (0 でない)定数関数は含まれないが, (3) の実現においては最小
K-type は Jacobi 多項式で生成されることが簡単な議論で分かる ([7],Proposition 5.3).

これに対応する関数を (1)のモデル (すなわち, L2(C) における “Schrödinger モデル”)

で具体的に求めると, やはり K-Bessel 関数が現れる. すなわち, 定理 2 は次の定理に拡
張される:

定理 3. ([7],Theorem 5.5) p > q のとき

F ◦ ι̃∗(J) = Cp,q|ζ| 3−q
2 K q−3

2
(2|ζ|)δ(Q).

ここで, Sp−1 × Sq−1 � (u1, · · · , un) 上の関数 Jを

J = 2F1(
q − p

2
,
p + q − 4

4
,
q − 1

2
; u2

p+1 + · · ·+ u2
p+q−1)

と定義した (ここで J は Jacobi 関数の頭文字である).

Mp(n,R) の Weil 表現のときは exp(− 1
2
(x2

1 + · · · + x2
n)) ∈ L2(Rn) が最小 K-type を

与える関数であった. 定理 3 は K-Bessel 関数を用いて最小 K-type の生成関数が表さ
れることを主張しているのである.
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