
リンク構造 G が与えられたとする。頂点 X から r≧1本の

リンクがY1,Y2,…,Yr に出ている時、(Yi,X) 成分が 1/r である

行列 MG を考えよう（ここで i=1,2,…,r）。
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MG は、必ず固有値1を持つことが証明できる（easy）。

そこで、固有値1の固有ベクトルを求めてみよう。
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方程式 MGv=vを書き直すと リンク構造を人気投票と思う。

すると、右辺は「投票の結果」

左辺は「人気」と解釈される。

方程式は「これらが整合的」

ということ。
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に、実際は補正するようです（0<α<1は経験で決める）。

今日は、この補正を別の視点から理解します。



定義：n×n非負行列 P=(pij)1≦i,j≦n が確率行列とは、各列の和=1 となること。
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例： 確率行列は、確率の遷移のデータと思える。

例えば、m秒後に頂点Xにいる確率をpX(m)とすると

定理：P は固有値1をもつが、これがただ一つの絶対値

最大固有値で、かつ固有値1の固有空間が1次元のとき

Pn の各列は、「固有値1の固有ベクトル」 or 0 に収束する。

証明は5月にはできませんでしたが、今だと可能なので

せっかくなのでやってみることにします（10分くらい?）。
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ランダムにリンクをたどる リンクと無関係に飛ぶ

（ベーシックインカム）



ページランクの方程式 MGv = v （i.e., vは固有値1の固有ベクトル）は、5月に

G

「人気投票の整合性」として説明したが、「ランダムウォークの定常状態」

定理：P は固有値1をもつが、これがただ一つの絶対値

最大固有値で、かつ固有値1の固有空間が1次元のとき
Pｍ の各列は、「固有値1の固有ベクトル」 or 0 に収束する。

でもあることがわかった！補正は「ランダムジャンプ」を付加したと思える。

また補正には「第2固有値の絶対値を小さくすることで収束

を早くする」という効果もある。

固有値は1（重複度1）と0（重複度3）
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n×n 行列の掛け算を普通に行うと、n3 回の乗算が必要になる。Strassenを

繰り返し用いることで、”だいたい”この 3 を log27=2.807 にできる。

これは現実にも使われている。FFLAS-FFPACKという有限体での行列演算

に特化したC++のライブラリがあるが、ビルド時に—enable-optimization を

つけると、Strassenが通常の行列乗算に勝る閾値を調べて、組み込む。

この log27=2.807 は、究極には∀ε>0, 2+ε だろうと予想されている。

F.LeGall（arXiv:1401.7714）においてε=0.3728…とできることは示されている。
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教訓：線形代数は重要。とくに行列の掛け算は重要！

大きな行列を、高速に掛け算したい。

実装でがんばる編：あまりにもよくある要求なので、APIが決められています。

BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms,1979)

個人的に高級言語で書いた行列演算実装をこれらに変えるだけで、10倍は

速くなります（何故なのか理解するには、メモリの階層構造の理解が必要）。

BLASで倍精度行列積のAPIは dgemm である。n×n行列の掛け算を実行し、

t秒かかったとすると、そのシステムのFLOPS（Floating-point Operations Per

Seconds)は (n2(n-1)+n3)/t FLOPSであると見積もれます。

有名な実装に、後藤BLAS→OpenBLAS や IMK（Intel Math Kernel）がある。

（c.f.「LAPACK/BLAS入門（森北出版）」）。詳しく知りませんが、Top500でも

線形代数演算（LINPACKなど）を通じて、スパコンの性能を競っているようです
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教訓：線形代数は重要。とくに行列の掛け算は重要！

大きな行列を、高速に掛け算したい。

FLOPSの大きいスパコンをつくる！こんな本があります：

うさんくさい（失礼！）。でも魅力的。

先週、↓なニュースがありました：

PEZYは、peta＝1015、exa＝1018、

zetta＝1021、yotta＝1024からとったそうです。

スパコンは基本、行列演算のためにつくる

と理解して問題ないと思います。

今日は行列の応用についてふれました。

来週は、微積と線形代数の先、特にリクエストが
あった内容にふれようと思っています。
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