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補題：有限次拡大K ⊆ Lの有限個の真の中間体K ⊆ M1, . . . ,Ms ⊊ LについてL 6= M1∪· · ·∪Ms.

補題：有限次拡大K ⊆ Lについて，Gal(L/K)は有限群．

定理 A：有限次拡大 K ⊆ L について，|Gal(L/K)| ≤ [L : K]．等号が成立するとき，相異なる
z1, . . . , zs ∈ Lで Irr(K; z1) = (x− z1) · · · (x− zs)かつ L = K(z1)となるものが存在する．

証明：G = Gal(L/K)とする．補題より元 z ∈ L \
∪

e ̸=σ∈G Lσ を取ることができる（ここで Lσ =

{v ∈ L | σ(v) = v}(= L⟨σ⟩)）．取り方から |G| = |{σ(z) | σ ∈ G}|．よって p(x) = Irr(K; z)につ
いて，deg p(x) ≥ |G|である．すなわち [K(z) : K] ≥ |G|を得たので，[L : K] ≥ [K(z) : K] ≥ |G|．
等号が成立するとき，L = K(z)で p(x) =

∏
σ∈G(x− σ(z))でなければならない．

定理 B（Artin）：体拡大K ⊆ Lと，有限部分群 H ⊆ Gal(L/K)について，[L : LH ] ≤ |H|．

証明：m > |H|のとき任意の x1, . . . , xm ∈ Lは非自明な LH 線形関係を持つことを示す．σ ∈ H

毎に線形方程式∑m
i=1 ciσ(xi) = 0を連立させる（ここで c1, . . . , cm ∈ L）．c = (c1, . . . , cm)が解

ならば，任意の τ ∈ H について，τ(c) = (τ(c1), . . . , τ (cm))も解であることを注意する．m > |H|
より，非自明な解が存在する．このうち非ゼロ成分の数が最小の解を 1つ選んで，c′ = (c′1, . . . , c

′
m)

とする．このとき c′j = 1となる 1 ≤ j ≤ mが存在するとしてよい．取り方から，任意の τ ∈ H

について，c′ − τ(c′) = 0でなければならない．よって c′1, . . . , c
′
m ∈ LH が得られた．

系：体拡大K ⊆ Lと，有限部分群H ⊆ Gal(L/K)について，Gal(L/LH) = H かつ |H| = [L : LH ]．

証明：定理 Aと Bより |H| ≥ [L : LH ] ≥ |Gal(L/LH)|である．一方でH ⊆ Gal(L/LH)である．

定理C：有限次拡大K ⊆ Lについて，相異なる z1, · · · , zs ∈ Lで Irr(K; z1) = (x−z1) . . . (x−zs)

かつ L = K(z1)となるものが存在するとき，K = LGal(L/K)．

証明：L ∼= K[x]/(Irr(K; z1))より，Gal(L/K) = {σ1, . . . , σs}である（ここで σi は σi(z1) = zi

によって定まる）．v = c0+ c1z1+ · · ·+ cs−1z
s−1
1 ∈ Lを取る（ここで c1, . . . , cs ∈ K）．σi(v) = v

を i = 1, . . . ,mについて連立させると，
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を得るが，クラメルの公式より c1 = · · · = cs−1 = 0である．よって LGal(L/K) ⊆ K が示された．

命題：有限次拡大K ⊆ Lについて，相異なる w1, . . . , wt ∈ Lで，(x−w1) . . . (x−wt) ∈ K[x]か
つ L = K(w1, . . . , wt)となるものが存在するとき，|Gal(L/K)| = [L : K]．

証明：Ki = K(w1, . . . , wi)について，K 環準同型 Ki → Lは [Ki : K]個あることを示す．K 環
準同型 g : Ki−1 → Lについて，g′|Ki−1

= g なる K 環準同型 g : Ki → Lは丁度 [Ki : Ki−1]個
ある（このことは，Ki

∼= Ki−1[x]/(Irr(Ki−1;wi))と，Irr(Ki−1;wi)が Lにおいて異なる一次式
に分解することから従い，定理 Cの証明の最初の議論と同様である）．



系（ガロア拡大の特徴付け）：有限次拡大K ⊆ Lについて，次は同値である．

(P) 相異なる w1, . . . , wt ∈ Lで，(x−w1) . . . (x−wt) ∈ K[x]かつ L = K(w1, . . . , wt)となる
ものが存在する．

(Q) |Gal(L/K)| = [L : K].

(R) ある部分群H ⊆ Gal(L/K)が存在して，K = LH（注：このとき系よりH = Gal(L/K)）．

証明：(P)のとき，命題と定理 Aより L/K は定理 Cの仮定を満たす．よってH = Gal(L/K)と
して (R)が従う．(R)のとき，系より (Q)が従う．(Q)のとき，定理 Aより (P)が従う．

系（ガロア理論の基本定理）：有限次拡大K ⊆ Lがガロア拡大ならば，対応

{M | K ⊆ M ⊆ L：中間体 } → {H | H ⊆ Gal(L/K)：部分群 }, M 7→ Gal(L/M)

は全単射で、逆写像は H 7→ LH によって与えられる．

証明：中間体M について，(P)より L/M はガロア拡大である．よって (R)より LGal(L/M) = M．
部分群 H について，Gal(L/LH) = H は，定理 A,Bの直後の系であった．

系（ガロア理論の基本定理の続き）：上の全単射で，以下は同値．

(X) M/K がガロア拡大
(Y) Gal(L/M)が Gal(L/K)の正規部分群

このとき制限 σ 7→ σ|M は，群同型 Gal(L/K)/Gal(L/M) ∼= Gal(M/K)を誘導する．

証明：中間体 M と τ ∈ Gal(L/K) について，Gal(L/τ(M)) = τ Gal(L/M)τ−1 を導くことは
易しい．(X) ならば (P)（を M に適用することに）より τ(M) = M が分かるので (Y) であ
る．(Y) ならば，Gal(L/τ(M)) = Gal(L/M) より τ(M) = M である．よって制限は準同型
Gal(L/K) → Gal(M/K)を誘導し，単射 Gal(L/K)/Gal(L/M) ↪→ Gal(M/K)が得られる．左
辺の個数は (Q)と連鎖律より [M : K]であるから，定理 Aと (P)より (X)である．
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よって G = Gal(K/Q) = {σ1, σ2, σ3, σ4}であり（ここで σi は σ(α1) = αi で決まる），|G| = 4

なので G ∼= C4 または G ∼= C2 × C2 である．∀i, σ2
i = idから後者と分かる．ガロア対応は

{e} ↔ K(= Q(
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√
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√
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例：Q( 3
√
2)/Qはガロア拡大ではないが，K = Q( 3

√
2, ω)/Qはガロア拡大である（ここで ωは 1の

原始 3乗根）．G = Gal(K/Q) ∼= C6 または G ∼= S3 だが，ガロア拡大でない中間体の存在から後
者と分かる．中間体は K,Q( 3
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2ω),Q( 3
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2ω2),Q(

√
−3),Q．ここで Q(

√
−3) は S3 の正

規部分群に対応し，Q( 3
√
2ωi)は S3 の互換で生成される位数 2の部分群の対応する（i = 0, 1, 2）．
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