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• 演習の定期試験とレポートによって S2の数学基礎理論演習の成績が決まります．

• 微積と線型合わせて 1つの成績がつきます．

• 授業の成績は S2の演習の成績には寄与しない予定です．

• 毎回出席をとりますが，S1同様「50可」の判定に使う程度で，成績にはほぼ関係しません．

• 配布資料等は http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~tshun/2017s2.html にあります

（メッセージフォームにリンクを張っています．匿名で要望等あれば，お気軽にどうぞ）．

• 問題を解く順序はありません．授業の深めることが目的なので，自分にあった問題に取り組
んでください．友達と議論したり，webを調べるのもご自由に．

• 今日は行列式とテイラー展開・ロピタルの定理を扱います．
• 7/4は休講です．7/18に補講をします．7/25をどうするかは考え中です．

1 テイラー展開・ロピタルの定理 (a, b ∈ R は，a < b とする)

1.1 復習：最大値の定理とロルの定理

最大値の定理：関数 f : [a, b] → Rが連続ならば，f は最大値 dmax と最小値 dmin を持つ．

（コメント）これはとても重要な定理である．とりあえず今回はこれの証明についてはふれない．

ロルの定理：関数 f : [a, b] → Rが連続，(a, b)で微分可能，f(a) = f(b) = 0ならば，a < ∃c <
b, f ′(c) = 0.

（証明のスケッチ）最大値の定理より (dmax, dmin)が存在する．(dmax, dmin) = (0, 0)ならば，f は

恒等的に 0の関数なので，(dmax, dmin) ̸= (0, 0)のときを扱う．対称性から dmax > 0としても一

般性を失わない．このとき f(c) = dmax なる cは f ′(c) = 0を満たすことが示せる．

1.2 テイラー展開

テイラーの定理：関数 f : [a, b] → Rは連続で，(a, b)で n回微分可能ならば，

∃c ∈ (a, b), f(b) =

n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(b− a)k +

f (n)(c)

n!
(b− a)n.

（証明のスケッチ）定数M = (f(b)−
∑n−1

k=0
f(k)(a)

k! (b− a)k)/(b− a)n と定義する．以下の関数

g(x) = f(x)−
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k −M(x− a)n

について，g(a) = g′(a) = · · · = g(n−1)(a) = 0と g(n)(x) = f (n)(x)− n!M が確認できる．

今 g(a) = 0で，M の定義より g(b) = 0なので，ロルの定理より ∃c1 ∈ (a, b), g′(c1) = 0であ

る．すると g′(a) = g′(c1) = 0なので，ロルの定理より ∃c2 ∈ (a, c1), g
′′(c2) = 0である．繰り返

すと ∃cn ∈ (a, cn−1), g
(n)(cn) = 0となる．この cn が求める cである．



1.3 ロピタルの定理

コーシーの平均値定理：関数 f, g : [a, b] → R は連続で，(a, b) で微分可能とする．さらに

∀x ∈ (a, b), g′(x) ̸= 0を仮定すると，

∃c ∈ (a, b),
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)

（証明のスケッチ）まず左辺の分母は 0にならないことに注意する．実際，g(a) = g(b)ならば，ロ

ルの定理によって ∃c ∈ (a, b), g′(c) = 0となって，仮定に反する．今，関数 φ : [a, b] → Rを

φ(x) = (f(b)− f(a))(g(x)− g(a))− (g(b)− g(a))(f(x)− f(a))

と定義する．これは φ(a) = φ(b) = 0 となっていて，[a, b] で連続，(a, b) で微分可能なので，

∃c ∈ (a, b), φ′(c) = 0．φ′(c) = 0を書き直すと，
f(b)− f(a)

g(b)− g(a)
=

f ′(c)

g′(c)
となる．

（注）コーシーの平均値定理において，g(x) = xとしたものが，平均値の定理である．

ロピタルの定理：f, g を x = aを含む開区間 U で定義された微分可能な連続関数とする．3条件

1. f(a) = g(a) = 0

2. ∀x ∈ U \ {a}, g′(x) ̸= 0

3. lim
x→a

f ′(x)/g′(x)が存在する

が満たされるとき， lim
x→a

f(x)/g(x)も存在し， lim
x→a

f(x)/g(x) = lim
x→a

f ′(x)/g′(x)が成り立つ．

（注）ロピタルの定理には，片側極限について述べたものや，a = ∞とするもの，∞/∞の不定形
を扱うものなどがある．また 3条件の述べ方が微妙に異なる versionもある（e.g.,f, g が C1 であ

ることを仮定するなど）．

（証明のスケッチ）平均値の定理より，∀x ∈ U \{a},∃c, (f(x)−f(a))/(g(x)−g(a)) = f(x)/g(x) =

f ′(c)/g′(c)（ここで ε > 0を用いて x = a± εのとき，c ∈ (a− ε, a+ ε)である）．x → aとする

と，c → aで，再右辺の存在が仮定されているのだった．

（名言, V.I.アーノルド）If a notion bears a personal name, then this name is not the name of

the discoverer. （訳：概念に人の名前がついている場合，それは発見者の名前ではない）

（コメント）ロピタルの定理は，ベルヌーイによるものと言われている．なお上の名言は「アーノ

ルドの原理」と引用されるが，これは「科学的発見に第一発見者の名前がつけられることはない」

というスティグラーの法則（wikiを参照）より後に主張されたものが「アーノルドの原理」と呼ば

れているため，「アーノルドの原理」自体がそのような実例になっている（つまり，アーノルドの

原理は，アーノルドの発見ではない！）．ただし，同じことはスティグラーの法則にも当てはまる．
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2 練習問題その 1(n ≥ 1 とする)

(A1) x = aのまわりで定義された n回微分可能な関数 f について，

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

を，f の x = aにおける n次のテイラー多項式という．

次の f について，x = 0における n次のテイラー多項式を具体的に求めよ．

1. f(x) = ex

2. f(x) = sinx

3. f(x) = log(1 + x)

4. f(x) = coshx

(A2) f : [a, b] → R が連続で，(a, b) で微分可能で， lim
x→a+0

f ′(x) = γ が存在するとき，

lim
h→+0

f(a+ h)− f(a)

h
= γ を示せ（特に f は x = aで片側微分可能である）．

(A3) 次の極限を求めよ．

1. lim
x→0

ex − x− 1

x2

2. lim
x→0

x− arcsinx

x3

3. lim
x→0

2 sinx− sin(2x)

x− sinx

(A4) 1. lim
x→0

x2 + 1

x+ 1
= lim

x→0

2x

1
= 0は何故正しくないか？

2. lim
x→0

x2 sin(1/x)

ex − 1
にロピタルの定理が適用できない理由を説明し，この極限値を求めよ．

3. 2ページに述べたロピタルの定理を

lim
x→0

f(x)

g(x)
= lim

x→0

(f(x)− f(0))/x

(g(x)− g(0))/x
=

f ′(0)

g′(0)
= lim

x→0

f ′(x)

g′(x)

と証明することについて，コメントを述べよ．

(A5) x = aのまわり U で定義された n回微分可能な関数 f について，以下の関数を考える（こ

れは U \ {a}で定義されている）．

H(x) =

(
f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

)
/(x− a)n.

1. f (n) が連続であれば lim
x→a

H(x) = 0を示せ．

2.「f (n) が連続」という仮定を外し，単に「n回微分可能」のとき，どうだろうか？

(A6) 実係数多項式 f(x)の（ゼロでない）項の数が n個のとき，f(x) = 0の実数解は高々 2n− 1

個であることを示せ．
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3 行列式

3.1 行列式の定義

以下 A = (aij)1≤i,j≤n を n × n行列とする（成分は何でもよいので，ここでは実数成分としよ

う）．detA :=
∑

σ∈Sn
sign(σ)a1,σ(1)a2,σ(2) · · · an,σ(n) を Aの行列式（determinant）とよぶ．

置換 n点集合 {1, 2, · · · , n}からそれ自身への全単射 σ : {1, 2, · · · , n} ∼−→ {1, 2, · · · , n}のこと．

この集合を Sn と表す．σ =

(
1 2 · · · n

σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
のように 2行表示される．

転倒数 trans(σ) = |{1 ≤ i < j ≤ n | σ(i) > σ(j)}|．
符号 sign(σ) =

∏
1≤i<j≤n

σ(i)−σ(j)
i−j = (−1)trans(σ)．

サラスの方法 2× 2行列と 3× 3行列の行列式を定義通り求めること．∣∣∣∣a b
c d

∣∣∣∣ = ad− bc,

∣∣∣∣∣∣
a b c
d e f
g h i

∣∣∣∣∣∣ = aei+ bfg + cdh− ceg − bdi− afh

3.2 行列式の特徴づけ

普通 A = (aij)1≤i,j≤n と成分を用いて表されるが，A の第 j 列を aj と書くことにすれば，

A = (a1, · · · ,an)とも表せる．なお det((a1, · · · ,an))を，しばしば det(a1, · · · ,an)とも書く．

例えば n = 3で A =


1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ならば，a1 =


1

4

7

 , a2 =


2

5

8

 , a3 =


3

6

9

 である．
n× n行列の集合をMn(R)と書く．行列式 detは関数 det : Mn(R) → Rで，次の 1⃝, 2⃝, 3⃝を
満たす．逆に 1⃝, 2⃝, 3⃝を満たす関数Mn(R) → Rは detに限る（授業で証明する）．

1⃝列に関する線型性 1 ≤ i ≤ nを選んで a1, · · · ,ai−1,ai+1, · · · ,an ∈ Rn を固定する．このと

き任意の λ, λ ∈ R, b, b′ ∈ Rn について，

det((a1, · · · ,ai−1, λb+ λ′b′,ai+1, · · · ,an)) = λ det((a1, · · · ,ai−1, b,ai+1, · · · ,an))

+ λ′ det((a1, · · · ,ai−1, b
′,ai+1, · · · ,an))

2⃝列に関する交代性 ある 1 ≤ i < j ≤ nについて，ai = aj ならば，detA = 0となる．

3⃝単位行列についての正規化 En を n次単位行列

En =


1 0 0 · · · 0
0 1 0 · · · 0
... · · ·

. . .
. . .

...
0 · · · · · · 0 1


とすると，detEn = 1が成立する．
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3.3 行列式の性質

転置不変性 det(AT ) = detA

乗法を保存すること det(AB) = detA · detB
上三角行列についての振る舞い Aが以下の上三角行列であれば，detA = a1 · · · an と対角成分の

積で与えられる．

A =


a1 · · · · · · ∗

0 a2 · · ·
...

... O
. . .

...
O · · · 0 an



4 余因子

n × n行列 Aの i行 j 列を削除し，(n − 1) × (n − 1)行列 B を得たとする．(−1)i+j detB を

Aの (i, j)余因子と呼び，ãij と書く．

余因子行列：n× n行列 A = (aij)1≤i,j≤n について，

Ã =


ã11 ã21 · · · ãn1
ã12 ã22 · · · ãn2
... · · ·

. . .
...

ã1n ã2n · · · ãnn


で与えられる n× n行列（転置に注意）．detA ̸= 0ならば A−1 = 1

detA Ã．

余因子展開：n× n行列 Aの detAを再帰的に求める方法．

(i行) detA = ai1ãi1 + · · ·+ ainãin

(j 列) detA = a1j ã1j + · · ·+ anj ãnj

以下は，4× 4行列の 1列に関する余因子展開である．∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24
a31 a32 a33 a34
a41 a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣∣∣
a22 a23 a24
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a21

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14
a32 a33 a34
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣
+ a31

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14
a22 a23 a24
a42 a43 a44

∣∣∣∣∣∣− a41

∣∣∣∣∣∣
a12 a13 a14
a22 a23 a24
a32 a33 a34

∣∣∣∣∣∣
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5 練習問題その 2

(C1)

(
a b

c d

)
および


a b c

d e f

g h i

の行列式と余因子行列は何か？

(C2) 1 + ω + ω2 = 0のとき，余因子行列を用いて


1 1 1

1 ω ω2

1 ω2 ω

の逆行列を求めよ．
(C5) 以下の 4× 4行列の行列式を求めよ．

(a)


1 1 1 6
2 4 1 6
4 1 2 9
2 4 2 7

 , (b)


1 0 0 1
1 1 1 0
−1 0 0 −2
0 1 0 1

 , (c)


1 a b c+ d
1 b c d+ a
1 c d a+ b
1 d a b+ c

 , (d)


0 a b c
−a 0 d e
−b −d 0 f
−c −e −f 0

 .

(C6) 連立方程式



a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

a21x1 + · · ·+ a2nxn = b2
...

an1x1 + · · ·+ annxn = bn

を考える．今

a1 =


a11
a21
...

an1

 , a2 =


a12
a22
...

an2

 , · · · ,an =


a1n
a2n
...

ann

 , b =


b1
b2
...
bn


と置く．det((a1, · · · ,an)) ̸= 0と仮定するとき，クラメルの公式

x1 =
det((b,a2, · · · ,an))

det((a1, · · · ,an))

を示せ（ヒント 1：元の連立方程式は b = x1a1 + · · ·+ xnan と等価である．ヒント 2：行

列式の列に関する多重線形性と交代性を思い出す）．

(C7) クラメルの公式を用いて，次の連立方程式を解け．


1 −1 2 1

2 1 −1 3

1 3 2 −2

−3 0 1 4



x

y

z

w

 =


9

6

2

−3

.
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(A1) 1.

n∑
k=0

xk/k!

2.

∞∑
k=0

(−1)kx2k+1/(2k + 1)!を xn までで打ち切ったもの

3.

∞∑
k=1

(−1)k+1xk/k を xn までで打ち切ったもの

4.

∞∑
k=0

x2k/(2k)!を xn までで打ち切ったもの

(A2) 0 < h ≤ b− aについて，平均値の定理より ∃c ∈ (a, a+ h), f(a+h)−f(a)
h = f ′(c)が成り立

つ．h → +0のとき，c → +aなので， lim
h→+0

f(a+ h)− f(a)

h
= lim

c→a+0
f ′(c) = γ である．

(A3) すべてロピタルの定理で計算できる（適用条件の確認は省略する）．

1. lim
x→0

ex − x− 1

x2
= lim

x→0

ex − 1

2x
= lim

x→0

ex

2
=

1

2
.

2. lim
x→0

x− arcsinx

x3
= lim

x→0

1− (1− x2)−1/2

3x2
= lim

x→0

(1− x2)−3/2(−2x)/2

6x
= −1

6
.

3. lim
x→0

2 sinx− sin(2x)

x− sinx
= lim

x→0

2 cosx− 2 cos(2x)

1− cosx
= lim

x→0

−2 sinx+ 4 sin(2x)

sinx
= 6.

(A4) 1. 2ページのロピタルの定理において，条件 1が満たされていない．

2. (x2 sin(1/x))′ = 2x sin(1/x)− cos(1/x)なので，2ページのロピタルの定理において，

条件 3が満たされていない．x ̸= 0について，テイラーの定理より ∃θ ∈ (0, 1), ex−1 =

x+ (θx)2/2となる．0 < |x| < 1であれば∣∣∣∣x2 sin(1/x)

ex − 1

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣ x2

x+ (θx)2/2

∣∣∣∣ ≤ |x| 1

1− 1/2
= 2|x|

なので lim
x→0

x2 sin(1/x)

ex − 1
= 0である．

3.
f ′(0)

g′(0)
= lim

x→0

f ′(x)

g′(x)
に，f ′, g′ が x = 0で連続であることを用いている．したがって 2

ページのロピタルの定理より強い仮定のもとで証明していることになる（実用上はそれ

で十分かもしれない）．

(A5) 1. テイラーの定理より，aのまわりの x = a± εについて（ここで ε > 0），

∃c, f(x) =
n−1∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k +

f (n)(c)

n!
(x− a)n.

ここで x = a+ ε, a− εに応じて，c ∈ (a, a+ ε), (a− ε, a)である．よって

f(x)−
n∑

k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k =

f (n)(c)− f (n)(a)

n!
(x− a)n.

なのでH(x) = (f (n)(c)− f (n)(a))/n!となる．x → aのとき c → aとなるが，f (n) は

連続なので lim
c→a

f (n)(c) = f (n)(a)が成り立つ．したがって lim
x→a

H(x) = 0である．
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2. 成り立つ．nについての帰納法で示す．n = 1のとき，

H(x) =
f(x)− (f(a) + f ′(a)(x− a))

x− a
=

f(x)− f(a)

x− a
− f ′(a)

なので，f が微分可能であれば，定義によって lim
x→a

(f(x)− f(a))/(x− a) = f ′(a)なの

で， lim
x→a

H(x) = 0である．

n ≥ 2のとき，(
f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

)′

= f ′(x)−
n−1∑
k=0

f (k+1)(a)

k!
(x− a)k

に注意する．f (k+1)(a) = f ′(k)(a)であり，f ′ は n− 1回微分可能なので

lim
x→a

(
f ′(x)−

n−1∑
k=0

f (k+1)(a)

k!
(x− a)k

)
/(x− a)n−1 = 0

が帰納法の仮定から従う．よって lim
x→a

H(x)の計算にはロピタルの定理が使え，

lim
x→a

H(x) = lim
x→a

(
f(x)−

n∑
k=0

f (k)(a)

k!
(x− a)k

)
/(x− a)n

= lim
x→a

(
f ′(x)−

n−1∑
k=0

f (k+1)(a)

k!
(x− a)k

)
/n(x− a)n−1 = 0.

(A6) n についての帰納法で示す．n = 1 のとき，f(x) = axr という形をしているので，解は

x = 0の 1個である（ここで a ̸= 0, r ≥ 0）．n ≥ 2のとき，f(x) = xsg(x)と書き直す．こ

こで s ≥ 0で，g(x)は定数項が 0でない多項式である．g の実数解を x1 < · · · < xm とす

ると

∃y1 ∈ (x1, x2), · · · ,∃ym−1 ∈ (xm−1, xm), g′(y1) = · · · = g′(ym−1) = 0

となる（∵ロルの定理）．今，gも f と同じ仮定「項の数が n個」を満たすので，g′ は「項の

数が n − 1個」である．よって帰納法の仮定より m − 1 ≤ 2(n − 1) − 1が成り立つ．f の

解は x1, · · · , xm, 0のm+ 1個あり，m+ 1 ≤ 2(n− 1) + 1 = 2n− 1となっている．
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