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• 前半は一様連続について，後半は積分の定義を扱います．
• 出席は一応とりますが，「50可の判定に使う可能性がある」くらいに考えてください．

• 配布資料等は http://www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~tshun/2017a.htmlにもあります．

1 一様連続性

各点での連続性：A ⊆ Rについて，関数 f : A → Rが a ∈ Aで連続であるとは，

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ A, |x− a| < δ ⇒ |f(x)− f(a)| < ε

連続性：A ⊆ Rについて，関数 f : A → Rが連続であるとは，任意の a ∈ Aで連続であること

一様連続性：A ⊆ Rについて，関数 f : A → Rが一様連続であるとは，

∀ε > 0,∃δ > 0,∀a ∈ A,∀a′ ∈ A, |a− a′| < δ ⇒ |f(a)− f(a′)| < ε

定理：I = [a, b]を閉区間とする（a < b）．連続関数 f : I → Rは一様連続である．

2 演習問題

(A1) 関数 f : R → R, x 7→ sinxは一様連続であることを示せ．

(A2) 関数 f : R → R, x 7→ sin(x2)が一様連続かどうか調べよ．

(A3) I = [a, b], (a, b], [a, b), (a, b)を区間とし，端点を除いた開区間を J とする．f : I → Rが連
続で，J で微分可能かつ，f ′ が J で有界ならば，f は I で一様連続であることを示せ．

(A4) I, J ⊆ R について，関数 f : I → J, g : J → R は共に一様連続であるとする．このとき
g ◦ f も一様連続であることを示せ．

(A5) 1. f : R → Rが一様連続のとき，f2 : R → Rが一様連続かどうか調べよ
2. f : R → Rについて，f2 が一様連続のとき，|f | : R → Rが一様連続かどうか調べよ

3 リーマン積分の定義 （以下 a < b とする）

分割：∆ = (a = x0 < x1 < · · · < xn = b)を [a, b]の分割という．

分割の幅：∆ = (x0 < x1 < · · · < xn)の幅 |∆|を以下で定義する．

|∆| := max{xj − xj−1 | 1 ≤ j ≤ n}.



リーマン積分：関数 f : [a, b] → Rが区間 [a, b]でリーマン積分可能であるとは

∃A ∈ R,∀ε > 0,∃δ > 0,∀∆ = (x0 < x1 < · · · < xn)：[a, b]の分割,

|∆| < δ ⇒ ∀(ξj)nj=1 ∈
n∏

j=1

[xj−1, xk],

∣∣∣∣∣∣
n∑

j=1

f(ξj)(xj − xj−1)−A

∣∣∣∣∣∣ < ε

と定義され，このとき
∫ b

a

f(x)dx = Aと書く．

（注）上で Aは存在するなら一意的である（あたりまえ）．

（注）リーマン積分可能性は上のようにリーマン和の収束で定義する流儀と，以下のように上積

分・下積分を用いて s(f) = S(f) となるとき，リーマン可積分と定義する流儀とがある．非自明

な事実だが，有界関数 f : [a, b] → R について 2 つの可積分性の定義は同値である（そもそも

f : [a, b] → Rが有界でなければ，リーマン和は収束せず，f は [a, b]でリーマン積分不可能）．

過剰和・不足和：有界な関数 f : [a, b] → Rと分割∆ = (x0 < x1 < · · · < xn)について，

Mj := sup{f(x) | x ∈ [xj−1, xj ]}, mj := inf{f(x) | x ∈ [xj−1, xj ]}

とおき（実数の連続性よりmj ,Mj ∈ R），過剰和 U∆(f)と不足和 L∆(f)を以下で定義する．

U∆(f) :=

n∑
j=1

Mj(xj − xj−1), L∆(f) :=

n∑
j=1

mj(xj − xj−1).

分割の細分：∆ = (x0 < x1 < · · · < xn), ∆
′ = (y0 < y1 < · · · < ym) を [a, b] の分割とす

る．0 ≤ ∀i ≤ n, 1 ≤ ∃j ≤ m,xi = yj となるとき ∆′ は ∆ の細分であるという．このとき

L∆(f) ≤ L∆′(f) ≤ U∆′(f) ≤ U∆(f)が成り立つ．

下積分・上積分：有界な関数 f : [a, b] → Rの下積分と上積分を以下で定義する．

s(f) = sup{L∆(f) | ∆：[a, b]の分割 }, S(f) = inf{U∆(f) | ∆：[a, b]の分割 }.

Darbouxの定理： lim
|∆|→0

L∆(f) = s(f), lim
|∆|→0

U∆(f) = S(f).

（注）：正確な意味は ∀ε > 0,∃δ > 0,∀∆：[a, b]の分割,|∆| < δ ⇒ s(f)− L∆(f) < εなど．

定理：連続関数 f : [a, b] → Rは [a, b]でリーマン積分可能である．

4 演習問題

(B1) 以下の関数 f : [0, 1] → Rは [0, 1]でリーマン積分不可能であることを示せ．

f(x) =

{
1 (x ∈ Q)

0 (x ∈ R \Q)
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(B2) 関数 f : [a, b] → Rがリーマン積分可能ならば，

lim
n→∞

b− a

n

n∑
j=1

f

(
a+

j(b− a)

n

)

が存在して，
∫ b

a

f(x)dxに等しいことを示せ．

(B3) 有界な関数 f : [a, b] → Rがリーマン可積分であるための必要十分条件は S(f) = s(f)であ

ることを示せ．さらにこのとき S(f) = s(f) =

∫ b

a

f(x)dxである．

(B4) 有界な関数 f : [a, b] → R がリーマン可積分であるための必要十分条件は，∀ε > 0,∃∆：
[a, b]の分割,U∆(f)− L∆(f) < ε（Cauchyの判定基準）

(B5) 以下の関数 f : [0, 1] → Rはリーマン積分可能かどうか調べよ．

f(x) =

{
sin(1/x) (0 < x ≤ 1)

1 (x = 0)

(B6) 単調関数 f : [a, b] → Rは [a, b]でリーマン積分可能であることを示せ．

(B7) 連続関数 f : [a, b] → Rは [a, b]でリーマン積分可能であることを示せ．

(C1) 次の不定積分を計算せよ．

1.

∫
x2

x3 + 1
dx

2.

∫
1

2− x2
dx

3.

∫
(log x)2dx

4.

∫
log x

x
dx

5.

∫
x2e−xdx

(C2) 次の積分を計算せよ．

1.

∫ π/2

0

2− sinx

2 + cosx
dx

2.

∫ π/3

0

tanx

1 + cos2 x
dx

3.

∫ 3

1

x2

x2 − 4x+ 5
dx

(C3) 次の極限値を積分を用いて表し，その値を求めよ．

1. lim
n→∞

n∑
k=1

1√
4n2 − k2

2. lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
log

(
1 +

k

n

)
3. lim

n→∞

3n∑
k=2n+1

1

k

4. lim
n→∞

n

√(
1 +

12

n2

)(
1 +

22

n2

)
· · ·
(
1 +

n2

n2

)
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(A1) 任意の x ∈ Rについて | sinx| ≤ |x|なので，

|sinx− sin a| =
∣∣∣∣2 cos(x+ a

2

)
sin

(
x− a

2

)∣∣∣∣ ≤ |x− a|

よって ∀ε > 0,∀x ∈ R,∀a ∈ R, |x− a| < ε ⇒ | sinx− sin a| < εが成り立つ．

(A2) 一様連続ではない．実際，xk =
√
(2k + 1/2)π, x′

k =
√

(2k + 3/2)π とすると（k ≥ 0），

f(xk) = 1, f(x′
k) = −1だが，

x′
k − xk =

π√
(2k + 3/2)π +

√
(2k + 1/2)π

は k → ∞とするといくらでも 0に近づく．

(A3) M > 0 を ∀x ∈ J, |f ′(x)| < M ととる．平均値の定理より ∀x ∈ I, ∀a ∈ I, ∃θ ∈
(0, 1), f(x) − f(a) = f ′(a + θ(x − a))(x − a) なので，∀ε > 0,∀x ∈ I, ∀a ∈ I, |x − a| <
ε/M ⇒ |f(x)− f(a)| < εが成り立つ．

(A4) 仮定より ∀ε > 0,∃δ = δ1(ε) > 0,∀x ∈ I, ∀a ∈ I, |x − a| < δ ⇒ |f(x) − f(a)| < ε と

∀ε > 0,∃δ = δ2(ε) > 0,∀x ∈ J,∀a ∈ J, |x−a| < δ ⇒ |g(x)−g(a)| < εだが，δ = δ1(δ2(ε))

とすると，∀x ∈ I, ∀a ∈ I, |x− a| < δ ⇒ |g(f(x))− g(f(a))| < ε が成り立つ．

(A5) 1. 一般には一様連続ではない．実際 f(x) = x は一様連続だが，f2 は一様連続ではない

（詳細はお任せします）．

2. 一様連続である．まず g : R → R, x 7→
√
|x|は一様連続である（証明はお任せします）．

よって |f | = g ◦ f2 は仮定と (A4)によって一様連続である．

(C3) 1. lim
n→∞

n∑
k=1

1√
4n2 − k2

= lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

1√
4− (k/n)2

=

∫ 1

0

dx√
4− x2

=
π

6
.

2. lim
n→∞

n∑
k=1

1

n
log

(
1 +

k

n

)
=

∫ 1

0

log(1 + x)dx = log(4)− 1

3. lim
n→∞

3n∑
k=2n+1

1

k
= lim

n→∞

1

n

3n∑
k=2n+1

(
k

n

)−1

=

∫ 3

2

dx

x
= log 3− log 2.

4. lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

log

(
1 +

(
k

n

)2
)

=

∫ 1

0

log(1 + x2)dx = log 2 − 2 + π/2なので，求める

極限値は exp(log 2− 2 + π/2).
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(B1) [0, 1]の分割 ∆について，U∆(f) = 1, L∆(f) = 0である．

(B2) d = (b − a)/n とおく．[a, b] の分割 ∆n = (a, a + d, a + 2d, · · · , b = a + nd) を考え，

ξj ∈ [a+(j−1)d, a+jd]を ξj = a+jdととったリーマン和が
b− a

n

n∑
j=1

f

(
a+

j(b− a)

n

)
である．n → ∞とすると |∆n| = d → 0なので，f がリーマン積分可能であれば，このリー

マン和は
∫ b

a

f(x)dxに収束する．

(B3) S(f) = s(f) であれば，Darboux の定理より ∀ε > 0,∃δ > 0,∀∆：[a, b] の分割,|∆| <
δ ⇒ s(f) − L∆(f) < ε,U∆(f) − S(f) < ε．一般に ∆ = (x0 < x1 < · · · < xn) と

(ξj)
n
j=1 ∈

∏n
j=1[xj−1, xk] について L∆(f) ≤

∑n
j=1 f(ξj)(xj − xj−1) ≤ U∆(f) なので，

|∆| < δならば ∀(ξj)nj=1 ∈
∏n

j=1[xj−1, xk], s(f)−ε <
∑n

j=1 f(ξj)(xj −xj−1) < S(f)+ε．

よって A = S(f) = s(f)ならば f : [a, b] → Rがリーマン可積分で
∫ b

a

f(x)dx = A．

逆に f : [a, b] → R がリーマン可積分とする．つまり ∀ε > 0,∃δ > 0,∀∆：[a, b] の分

割,|∆| < δ ⇒ ∀(ξj)nj=1 ∈
∏n

j=1[xj−1, xk], |
∑n

j=1 f(ξj)(xj − xj−1) − A| < ε とする．

∆ = (x0 < x1 < · · · < xn)が |∆| < δ のとき，Mj = sup{f(x) | x ∈ [xj−1, xj ]}について
∃ξ′j ∈ [xj−1, xj ],Mj − f(ξ′j) < ε/(b − a) なので，Θ =

∑n
j=1 f(ξ

′
j)(xj − xj−1) について

U∆(f)−Θ =
∑n

j=1(Mj − f(ξ′j))(xj − xj−1) < ε．よって |∆| < δ ならば |U∆(f)− A| ≤
|U∆(f)−Θ|+ |Θ− A| < 2ε．つまり lim

|∆|→0
U∆(f) = A．同様に lim

|∆|→0
L∆(f) = Aが言え

るので，Darbouxの定理より S(f) = s(f) = A．

(B4) [a, b] の分割 ∆ について，L∆(f) ≤ s(f) ≤ S(f) ≤ U∆(f) なので，∀ε > 0,∃∆：[a, b]

の分割,U∆(f) − L∆(f) < ε ならば，s(f) = S(f) となり f は [a, b] でリーマン可積分

である．逆に f は [a, b] でリーマン可積分であれば，s(f) = S(f) = A で，U∆1
(f) <

A + ε, L∆2(f) > A − εとなる [a, b]の分割 ∆1,∆2 が存在する．∆ = ∆1 ∪∆2 とすると，

U∆(f)− L∆(f) ≤ U∆1(f)− L∆2(f) < 2εとなる．

(B5) リーマン可積分である．実際 [1/n, 1]で f は連続なのでリーマン可積分なので，U∆′(f) −
L∆′(f) < 1/n となる [1/n, 1] の分割 ∆′ = (1/n = x1 < · · · < xn) が存在する．今

∆ = (0 = x0 < x1 < · · · < xn)とするとM1 = 1,m1 = −1より（定義は 2ページのとお

り），U∆(f)− L∆(f) = 2/n+ (U∆′(f)− L∆′(f)) < 3/nとなる．

(B6) f は単調増加と仮定し，さらに f(a) < f(b) の場合に示せば十分である．任意の ε > 0 に

対し，∆ = (x0 < x1 < · · · < xn) が |∆| < ε/(f(b) − f(a)) ならば，U∆(f) − L∆(f) =∑n
j=1(f(xj) − f(xj−1))(xj − xj−1) < ε/(f(b) − f(a))

∑n
j=1(f(xj) − f(xj−1)) = εとな

るので，Cauchyの判定基準より f は [a, b]でリーマン可積分である．

(B7) f は一様連続なので ∀ε > 0,∃δ = δ(ε) > 0,∀x ∈ [a, b],∀x′ ∈ [a, b], |x − x′| < δ ⇒
|f(x) − f(x′)| < ε である．分割 ∆ = (x0 < x1 < · · · < xn) について [xj−1, xj ] で

f は連続なので ∃yj ∈ [xj−1, xj ],Mj = f(yj) かつ ∃zj ∈ [xj−1, xj ],mj = f(zj) であ

る（定義は 2 ページのとおり）．よって |∆| < δ(ε/(b − a)) ならば，U∆(f) − L∆(f) =∑n
j=1(f(yj)− f(zj))(xj − xj−1) < ε/(b− a)

∑n
j=1(xj − xj−1) = εとなるので，Cauchy

の判定基準より f は [a, b]でリーマン可積分である．
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