
(1a) 固有多項式は∣∣∣∣t− a b− 1
a− 1 t− b

∣∣∣∣ = (t− a)(t− b)− (a− 1)(b− 1)

= t2 − (a+ b)t+ (a+ b− 1) = (t− 1)(t− (a+ b− 1))

なので，固有値は t = 1, a+ b− 1（a, b < 1なので 1 > a+ b− 1に注意）．

(1b) 行列のサイズと同じ数の固有値をもつので，Aは対角化可能である．

Av = v を解くと（1− a ̸= 0に注意），以下より v =
(
1−b
1−a

)
t（tはパラメータ）．(

1− a b− 1 0
a− 1 1− b 0

)
2 行 +1 行−−−−−−→

(
1− a b− 1 0
0 0 0

)
Av = (a+ b− 1)v を解くと（1− a ̸= 0, 1− b ̸= 0に注意），以下より v =

(
1
−1

)
t．(

b− 1 b− 1 0
a− 1 a− 1 0

)
1 行/(b−1),2 行/(a−1)−−−−−−−−−−−−−−→

(
1 1 0
1 1 0

)
2 行−1 行−−−−−−→

(
1 1 0
0 0 0

)
よって以下の P,D について P−1AP = D となる．

P =

(
1 1− b
−1 1− a

)
, D =

(
a+ b− 1 0

0 1

)
.

(1c) An = PDnP−1 だが，0 < a, b < 1より |a+ b− 1| < 1なので lim
n→∞

Dn =

(
0 0

0 1

)
．

∴ lim
n→∞

An = P
(
lim
n→∞

Dn
)
P−1 =

1

2− a− b

(
1 1− b
−1 1− a

)(
0 0
0 1

)(
1− a b− 1
1 1

)
=

1

2− a− b

(
1− b 1− b
1− a 1− a

)
.

(2a) 固有多項式を求める．以下の変形と，サラスの方法より (t+ 8)(t− 1)2 と求まる．t+ 8 −9 9
−9 t+ 8 −9
−9 9 t− 10

 2 列 +3 列−−−−−−→

t+ 8 0 9
−9 t− 1 −9
−9 t− 1 t− 10

 3 行−2 行−−−−−−→

t+ 8 0 9
−9 t− 1 −9
0 0 t− 1


Av = −8v を解くと，以下より v = t(−1, 1, 1)s（sはパラメータ）． 0 −9 9 0
−9 0 −9 0
−9 9 −18 0

 2 行↔1 行−−−−−−→

 −9 0 −9 0
0 −9 9 0
−9 9 −18 0

 3 行−1 行−−−−−−→

 −9 0 −9 0
0 −9 9 0
0 9 −9 0


3 行 +2 行−−−−−−→

 −9 0 −9 0
0 −9 9 0
0 0 0 0
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Av = v を解くと，以下より v = t(1, 1, 0)s+ t(1, 0,−1)t（s, tはパラメータ）． 9 −9 9 0
−9 9 −9 0
−9 9 −9 0

 2 行 +1 行
3 行 +1 行−−−−−−→

 9 −9 9 0
0 0 0 0
0 0 0 0


よって以下の P,D について P−1AP = D となる．

P =

−1 1 1
1 1 0
1 0 −1

 , D =

−8 0 0
0 1 0
0 0 1

 .

(2b) 存在しない．実行列 B について A = B2 であれば detA = (detB)2 ≥ 0だが，今 detA =

detD = −8となっている．

(2c) 存在する．実際 C = P


−2 0 0

0 1 0

0 0 1

P−1 が求める C の 1つである．

（コメント） 4 ， 5 ともに D は計算しなくても求まるというのがポイントです．

3 (a) M の各列の和が 1なので v = (1, 1, 1, 1)について，vM = v である．これは tMu = u

ということである（ここで u = tv）．つまり tM は固有値 1をもつ．正方行列 Aの固有多項式を

fA(λ)と書くとき，fA(λ) = ftA(λ)だからM も固有値 1をもつ．

(b) まずM の固有値 λについて |λ| ≤ 1を示そう．(a)と同様に x = (x1, x2, x3, x4) ̸= (0, 0, 0, 0)

を xM = λxととる（ここで x1, x2, x3, x4 ∈ C）．N = 1, 2, 3, 4を 1 ≤ ∀i ≤ 4, |xi| ≤ |xN |とな
るように選ぶ．仮定より xN ̸= 0であることに注意する．いま

M1,Nx1 +M2,Nx2 +M3,Nx3 +M4,Nx4 = λxN

だが（xM = λxの第 N 成分に注目した），三角不等式よりと N の選択より

|λ||xN | ≤ |M1,N ||x1|+ |M2,N ||x2|+ |M3,N ||x3|+ |M4,N ||x4|
≤ M1,N |xN |+M2,N |xN |+M3,N |xN |+M4,N |xN | = |xN |

より |λ| ≤ 1がえられた（注：ここで ∀i,Mi,N ̸= 0なら，等号成立のとき x1 = x2 = x3 = x4 が結

論でき，λ = 1でなければ |λ| < 1がいえる．このM ではM2,M3 も考えると同じ議論が可能）．

さて λ ̸= 1だが |λ| = 1なる fM (λ) = 0の解 µがあるとして矛盾を導く．以下の第 4列での余

因子展開より fM (λ) = λ4 − 3λ2/4− λ/8− 1/8なので，µ ̸= −1．fM は実数係数なので µ(̸= µ)

もまたこのような解である．つまり fM (λ)は (λ− 1)(λ−µ)(λ−µ) で割り切れる．以下の第 4列

での余因子展開より fM (λ)の定数項に注目すると fM (λ) = (λ− 1)(λ− µ)(λ− µ)(λ+ 1/8)が結
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論されるが，fM (−1/8) ̸= 0が確認できる．

fM (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1/2 0 0
0 λ −1/2 0

−1/2 −1/2 λ −1
−1/2 0 −1/2 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣

λ −1/2 0
0 λ −1/2

−1/2 0 −1/2

∣∣∣∣∣∣+ λ

∣∣∣∣∣∣
λ −1/2 0
0 λ −1/2

−1/2 −1/2 λ

∣∣∣∣∣∣
= −(λ2/2 + 1/8) + λ(λ3 − 1/8− λ/4)

= λ4 − 3λ2/4− λ/8− 1/8.

(c) (b) より 1 は重複度 1 なので，M のジョルダン標準形 J は J = J(1; 1) ⊕ J(α; 3), J(1; 1) ⊕
J(α; 2) ⊕ J(β; 1), J(1; 1) ⊕ J(α; 1) ⊕ J(β; 1) ⊕ J(γ; 1)のどれかである（α, β, γ ∈ Cは（互いに
異なるとは限らないが）すべて絶対値 1未満．注：実際には最後のものになります）．

J(α; 3)n =

αn
(
n
1

)
αn−1

(
n
2

)
αn−2

0 αn
(
n
1

)
αn−1

0 0 αn

 , J(β; 2)n =

(
βn

(
n
1

)
βn−1

0 βn

)

より，いずれにせよ lim
n→∞

Jn =


1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 (=: K) となる．P = (p1,p2,p3,p4) が

P−1MP = J をあたえる可逆行列とすると，p1 は固有値 1 の固有ベクトルであることを注意す

る．Mne1 = PJnP−1e1 だが

PKP−1e1 = (p1,p2,p3,p4)KP−1e1 = (p1,0,0,0)(P
−1e1)

なので，P−1 の (1, 1)成分を aとすると lim
n→∞

Mne1 = ap1(=: w)となる．よって a ̸= 0を示せ

ばよい．M の各列の和が 1なので，一般に y = Mxのとき y1+ y2+ y3+ y4 = x1+x2+x3+x4

であるから（ここで x = t(x1, x2, x3, x4),y = t(y1, y2, y3, y4)），w の成分をすべて足すと 1にな

る（注：つまり w はページランクベクトルです）．これは a = 0では不可能である．

4 絶交前の Iのページランク = A :=
27 + 24n+ 5n2

90 + 37n+ 26n2 + 15n3
，絶交後の Iのページランク =

B :=
80 + 25n+ 35n2

304 + 38n+ 113n2 + 85n3
で，A−B =

504 + 1304n− 988n2 + 1520n3 − 100n4

13680 + 494n+ 9493n2 + 3943n3 + 1355n4 + 1275n5

と計算できます（詳細略ですが，行列のサイズが nに依存するので，正規化した固有ベクトルが求

められることは自明ではありません）．ただし問題文の通り α = 0.2としました（一般の αでの計

算は行っていませんが，0 < α < 1では同様に，十分大きな nでは A−B < 0となるようです）．
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