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Abstract In the covering version of the pinwheel scheduling problem, a daily task must
be assigned to agents under the constraint that agent i can perform the task at most once
in any ai-day interval. We determine the optimal constant α∗ = 1.264 . . . such that every
instance with

∑
i

1
ai

≥ α∗ is always schedulable. This resolves an open problem posed by
Kawamura and Soejima (2020).

1 被覆型輪番割当と密度
日々欠かさず行うべき仕事が一つあり，k人の

部下に分担させたい．各部下 i ∈ [k] = {1, . . . , k}
には周期と呼ばれる正整数 aiが定まっており，ど
の連続する ai日間においても iは高々一度しか仕
事を担当できないとする．この制約の下で仕事を
毎日ずっと続けることができるだろうか．これが
被覆型の輪番割当問題である [3]．同じ問題を点警
邏と呼ぶ文献 [4]もあるが，ここでは詰込型の輪
番割当 [1]との対比を示すこの呼称を用いる．詰
込型とは所定の日数の間に仕事を「高々」でなく
「少なくとも」一度担当させるとしたものである．
つまり被覆型輪番割当の入力は空でない正整数

列A = (ai)i∈[k]であり，求めたいのは各 i ∈ [k]で
次の頻度条件を満す日割 S : Z → [k]である．

任意の m ∈ Z に対し，|[m,m + ai) ∩
S−1(i)| ≤ 1

但し S−1 は S の逆像である．このような S が存
在するときAは被覆割当可能（本稿では単に割当
可能）であるという．例えば (2, 2)や (2, 4, 8, 8)や
(3, 5, 5, 5, 7)は割当可能である．割当可能性を判
定する多項式時間算法は知られていない．
A = (ai)i∈[k]が割当可能であるには，Aの密度

D(A) =
∑
i∈[k]

1

ai

すなわち部下らが提供し得る一日あたりの労働力
の総和が，1以上であることが明らかに必要である．
この条件は十分ではない．例えば 1

2 + 1
3 + 1

5 ≥ 1

だが (2, 3, 5)は割当不可能である．それどころか
この三人の部下では 8日間を持ち応えることさえ
できない．実際，周期 5の部下を 8日間のうち何
日めに割当てても，この部下がいない連続する 4

日間ができてしまい，それを埋めるには周期 2と 3

の二人では間に合わない．同じ議論を日数を倍々
にしながら繰返すと一般に各 kに対して列

B̂k = (2, 3, 5, . . . , 2k−1 + 1)

は（2k日間さえ）割当不可能と判る [4, Theorem
17]．この列の密度D(B̂k)は k → ∞において

α∗ =

∞∑
i=1

1

2i−1 + 1
= 1.264 . . .

に収斂する．これがぎりぎりの例である，すなわ
ち密度 α∗ 以上の列はみな割当可能であると予想
されていた [4, Conjecture 18]．本稿ではこの予想
を示す．すなわち

定理1 正整数からなる周期列Aは，もしD(A) ≥
α∗ならば被覆割当可能である．

わざわざ整数と断ったのは，次節で周期を整数
とは限らない実数値に拡張するからである．この



拡張は，詰込型に関して定理 1に似た次の定理 2
を示す際に河村 [2]が用いた手法である．

定理 2（[2, Theorem 1]） 正整数からなる周期列
Aは，もしD(A) ≤ 5

6 ならば詰込割当可能である．

この詰込型のときと同じく，本稿の定理 1の証
明は，後述のように大量の周期列の割当可能性を
確かめる計算機実験に頼ったものになっている．
人の読める証明を得ることは今後の課題である．

2 定理 1の証明の概要
先述の通り問題を非整数の周期に拡張する [3]．

正実数の列 A = (ai)i∈[k] が割当可能であるとは，
日割 S : Z → [k]が存在して各 i ∈ [k]で次の頻度
条件が成立つことをいう．

任意のm ∈ Zと r ∈ N \ {0}に対して，∣∣[m,m+ ⌊rai⌋) ∩ S−1(i)
∣∣ ≤ r

この定義は aiが整数のとき確かに本稿冒頭のもの
と一致すること，また周期を減らして割当可能が
不可能になることはないという自然な性質が非整
数でも成立つことに注意する．定理 1の証明の鍵
となるのが，与えられた周期列の割当可能性をよ
り小さい周期列に帰着させる次の補題である．

補題 3（[3, Lemma 6]） θ ≥ 1とする．任意の割
当不可能な周期列Aに対し，割当不可能な周期列
Bが存在して次を満す．

• Bは θ以下の周期についてはAと一致する．
• Bに現れる周期はみな 2θ以下である．
• D(B) ≥ D(A)− 1/θ．

初めの二条件から，もしAが整数からなり θも
整数ならば，Bの各周期は {1, 2, . . . , θ}∪(θ, 2θ]に
属する．そこで定理 1をいうには次の主張が何ら
かの θ ≥ 1において成立てばよい．実際，詰込型
の定理 2はこれに相当する議論により示された．

{1, 2, . . . , θ} ∪ (θ, 2θ]の周期からなる列
B は，もしD(B) ≥ α∗ − 1/θならば割
当可能．

しかし残念ながらこれは如何なるθ ≥ 1でも成立た
ない．反例として先程挙げた B̂k（のkを2k−1+1 ≤
θなる最大の整数としたもの）がある．これを解
決する次の補題こそが，詰込型の定理 2には現れ
なかった新たな議論だが，証明は別稿に譲る．

補題 4 定理 1にもし反例があるならば，周期 2

を含まない反例がある．

これにより定理 1の成立には，上記の主張がB

を周期 2を含まないものに限ったときに（何らか
の θで）成立てばよい．そして実際これは θ = 10

において成立つ．すなわち
{3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10} ∪ (10, 20]の周期か
らなる列Bは，もしD(B) ≥ α∗− 1

10 な
らば割当可能．

このことは計算機で確かめられた．Bが非整数を
含むのに如何にして調べ尽したかというと，驚く
べきことにBの各周期をすべて整数に切上げても
尚お割当可能だったのである．すなわち切上げ後
の周期列を C と呼ぶと次のことが成立つ．

補題 5 周期列 C = (ci)i∈[k] が各 i ∈ [k]で ci ∈
{3, 4, . . . , 20}を満し

∑
i∈[k]

 1
ci

（ci ≤ 10のとき）
1

ci−1 （ci > 10のとき）

が α∗ − 1
10 以上ならば，C は割当可能である．

この補題を確かめるには，仮定を満すCのうち
成分の追加について極小なものを見ればよい．そ
れは有限個であり計算機で確かめることができた．
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