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輪番割当６分の５予想の解決

河村彰星

概要：幾つかある仕事のそれぞれについて，連続する○○日には必ず一度以上やるべしという日数が指定
されている．これを満し続けながら毎日いずれか一つだけ仕事をしたい．勿論これが可能であるには指定
された日数の逆数の和が 1以下である必要がある．一方この逆数和が 6分の 5以下なら十分である，とい
う陳と錢（1993）の予想が示されたので報告する．証明は有限個の場合を計算機で確かめることでなされた．
この有限個で十分であることは，日数を整数から実数へ適切に拡張する議論により示される．

1. はじめに
各仕事 i ∈ [k] = {1, . . . , k}を必ず ai 日に一度以上は行

うという条件を満しつつ，毎日いずれか一つだけ仕事をし
たい，という輪番割当（pinwheel scheduling）問題［11］を
考える．つまりこの問題の個例（instance）は正整数が昇
順に並んだ空でない列 A = (ai)i∈[k]であり，これに対し日
割（schedule）S : Z → [k]をうまく作って各 i ∈ [k]で

任意の m ∈ Zに対し，日 t ∈ [m,m + ai) ∩ Zが
存在して S(t) = i

という頻度条件を満したい．以下 ai を仕事 iの周期と呼
び，適する日割が存在するとき Aは割当可能と言う．例え
ば (3, 3, 3)や (2, 4, 8, 8)や (3, 4, 5, 8)は割当可能だが，各要
素を少しでも減らすと割当不能になる．(3, 4, 5, 8)の日割
S : Z → [4]の一つは次で与えられる．

S(t) =


1 t ≡ 0, 3, 6 (mod 8)のとき
2 t ≡ 1, 5のとき
3 t ≡ 2, 7のとき
4 t ≡ 4のとき

個例 A = (ai)i∈[k]が割当可能であるには明らかに，密度
（density）

D(A) =
∑
i∈[k]

1

ai

が 1以下である必要がある．これは十分条件ではない．例
えば (2, 3, a3)は a3 が如何に大きくとも割当不能である．
一方，密度が 1

2 以下なら割当可能であることは比較的容
易に判る［11，Corollary 3.2］．「密度○○以下ならば割当
可能」という十分条件をこの 1

2 = 0.5よりも大きな値で示
すことが目指され，順次 0.666 . . .［6］，0.7［5，Theorem
4.2］，0.75［8，Theorem 1］に改善されて来た．真の限界
は 5

6 = 0.833 . . .と予想［6］されており（上述の (2, 3, a3)に

よりこれが最良である），この予想は Aに現れる相異なる
周期が 3種類以下のとき［16，Theorem 4］，各種類の仕事
が 5個づつ以上あるとき［4，Theorem 3］，a1 = 2のとき
［8，Theorem 2］，仕事の個数 kが 12以下のとき［10］につ
いては確かめられていた．
本稿ではこの予想の肯定的解決を報告する．すなわち

定理 1 正整数からなる個例 A が D(A) ≤ 5
6 を満すなら

ば，Aは割当可能．

わざわざ「整数」と断ったのは，本稿では次節において周
期を整数から一般の正実数に拡張するからである．この拡
張を適切に行うことが定理 1の証明に重要な役割を果す．
なお密度 1以下という明らかな必要条件は，仕事が二種

類しかない場合に限れば十分条件でもあると判っている
［12，Corollary 4.9］．この事実も上述の一般化に基づく手
法で（周期が整数に限らずとも）簡単に示せる．すなわち

定理 2 もし D(A) ≤ 1，かつ Aに現れる相異なる周期が
2種類以下ならば，Aは割当可能．

以下 1.1節で割当可能性の判定について触れ，1.2節で関
連研究を挙げる．2節で輪番割当を非整数の周期へ拡張し，
その基本的な性質を述べる（定理 2はこれにより簡単に証
明される）．この拡張を用いて 3節で主定理 1を証明する．

1.1 割当可能性の判定
個例 A = (ai)i∈[k] の割当可能性は次のように調べられ

る［11，Theorem 2.1］．集合 UA =
∏

i∈[k]{0, . . . , ai − 1}
の元を状態という．仕事 j ∈ [k] と二状態 u = (ui)i∈[k]，
u′ = (u′

i)i∈[k] ∈ UA の間の関係 u ⊢j u′ を

u′
i =

{
ai − 1 i = j のとき
ui − 1 そうでないとき
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で定義し，そのような j が存在することを u ⊢ u′ で表す．
状態 u = (ui)i∈[k] ∈ UA は「各仕事 iを明日から ui 日以内
にする必要がある」ことを表し，u ⊢j u′ は「状態 uだっ
た日に仕事 j を行うと翌日は状態 u′ になる」と読める．A

が割当可能であるには，UA を頂点集合とし ⊢を（有向）
辺集合とする状態グラフが無限の歩をもつことが必要十分
である．UA は有限だから，これは閉路をもつことと言っ
ても同じである．これは多項式空間で確かめられる条件だ
が［11，Corollary 2.2］，UA の大きさは一般に入力 Aの記
述長に対して指数的になり得る．輪番割当可能性の判定が
NPに属するか否かは判っていない．
この考察から，割当可能な個例は特に有限長の仕事の並

びをずっと循環する形の日割をもつことが判る．以下で算
法が解となる日割を出力すると言うときは，そのような解
の循環節を書き出すと考えればよい．

1.2 関連研究
一定以上の頻度で永続的に守備，監督，保守を行おうとす

る形の問題の中でも，輪番割当は優れて基本的な設定とい
えよう．一般化としては，毎日一つでなく一定数の仕事を
行える［1，2］とか，仕事の実行一回に単位時間でなく仕事
ごとに異なる時間がかかる［7］といった設定がある．仕事間
に距離があり移動に時間がかかるとする警邏（patrolling）
の研究も多い［14］．本稿では割当可能か否かのみを主に
扱っているが，輪番割当から生ずる自然な最適化問題とし
て竹叢伐採（bamboo garden trimming）［9］などがある．
輪番割当の頻度条件では任意の日 m から始まる期間

[m,m+ ai)に仕事 iを行うことを要求したが，これを初日
mが ai の倍数である期間のみに課する設定は周期的割当
（periodic scheduling）［3，4，17］と呼ばれ，各期間中の仕
事の配置を前後の期間とは独立に考えてよいので話が簡単
になる．仕事 iを連続する ai日間に「一度以上」ではなく
「ちょうど一度」行う問題［13，18，19］も考えられる．
本稿で考えた「詰込（packing）」型（仕事全体を Zに収

容する）の設定とは逆に，仕事 iを ai日に一度以下しか行
えないとする「被覆（covering）」型の問題についても定理
1と同様の予想（密度 1.264 . . .以上の整数周期列は Zを被
覆可能）があり未解決である［15］．

2. 非整数の周期
先述のように，本稿の議論に重要なのが，各仕事の周期

を整数から実数へ拡張することである．今後，周期 ai は
「どの r日間にも ⌊r/ai⌋度以上」という頻度条件，すなわち

任意の r ∈ Nと m ∈ Zに対し，⌊r/ai⌋個以上の
t ∈ [m,m+ r) ∩ Zで S(t) = i

を表すことにする．この「任意の r」を r = ai に限ったの
が冒頭の「どの ai 日間にも一度以上」という条件であり，
ai が整数ならどちらも同義だが，非整数では意味が違っ
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x
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L:
a1

· x
=
a2

· y

図 1 a1 = 12
7
，a2 = 12

5
として，傾き a1/a2 の直線に沿って格子

点上を進む道 (pt)t∈Z．

てくる．例えば周期 3.5の仕事は「どの 4日間にも 1度以
上」かつ「どの 7日間にも 2度以上」やらねばならない．
これは毎週月・木曜日にやれば満されるが，単に 4日ごと
にやったり毎週月・水曜日にやったりしては満されない．
頻度条件をこのように解釈し直す利点は，割当可能性の

基本的性質であり従来研究でも陰に陽に用いられている次
の補題が，周期を非整数にしても成立つことである．周期
列 Aと B の仕事を単に合せてすべて並べたものを A ⊔ B

で表す．例えば (6, 6) ⊔ (4, 4, 6) = (4, 4, 6, 6, 6)である．

補題 3 周期列 A ⊔ (a)が割当可能ならば，
( 1 )任意の周期 b ≥ aについて，A ⊔ (b)も割当可能（単

調性）．
( 2 )任意の正整数 q について，A ⊔ (a · q, . . . , a · q︸ ︷︷ ︸

q

)も割当
可能（分割性）．

証明 ( 1 )もと周期 aの仕事を行っていた日に新たな周期
bの仕事を行えばよい．

( 2 )もと周期 aの仕事を行っていた日に，新たな周期 a · q
の仕事 q個を順繰りに行えばよい．

これだけの準備で定理 2が簡潔に示せるので（定理 1に
は必要ないが）述べておく．

定理 2の証明 補題 3の分割性より仕事は各種類一つ，つま
りA = (a1, a2)で 1/a1+1/a2 ≤ 1であるとしてよい．更に
補題 3の単調性より 1/a1+1/a2 = 1としてよい．各 t ∈ Z
について，座標平面上の直線 { (x, y) ∈ R2 : x+y = t }上で
直線L = { (x, y) ∈ R2 : a1 ·x = a2 ·y }との交点 (t/a1, t/a2)

のすぐ左上にある格子点を pt = (⌊t/a1⌋, ⌈t/a2⌉)とする（図
1）．すると点列 (pt)t∈Z は Lに沿ってすぐ左上の格子点上
を辿る道である．この道が横，縦に進むときにそれぞれ仕
事 1，2を行う日割 S : Z → [2]，すなわち

S(t) =

{
1 pt+1 − pt = (1, 0)のとき
2 pt+1 − pt = (0, 1)のとき

は，頻度条件を満す．実際，日m ∈ Zからの連続する r ∈ N
日間に仕事 i ∈ {1, 2}の行われる回数は

pm+r − pm =

(⌊
m+ r

a1

⌋
−

⌊
m

a1

⌋
,

⌈
m+ r

a2

⌉
−

⌈
m

a2

⌉)
の第 i成分だが，これは確かに ⌊r/ai⌋以上である．
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3. 定理 1の証明
補題 3を逆向きに用いて，割当不能な個例 Aから，よ

り小さい周期のみからなる割当不能な個例を作る次のよう
な手順を考えよう．実数 θ > 0 に対し，A に次の操作を
繰返し施すと，毎回 θを超える周期の個数が減るため必ず
有限回で（第二の操作を最後に 0～1回行って）終るので，
その結果として得られた（θ以下の周期からなる）個例を
foldθ(A)とする．
• θを超える周期が複数あれば，最も大きいものから二つ
を順に a，bとし，これらを一つの b/2で置き換える．

• θを超える周期が一つならば，それを θで置き換える．
例えば fold22(2, 5, 14, 40, 55, 72) = (2, 5, 13.75, 14)である．

補題 4 任意の個例 Aと任意の θ > 0に対し，
( 1 )もし Aが割当不能ならば foldθ(A)も割当不能である．
( 2 ) foldθ(A)のうち θ/2以下の周期は，Aと共通である．
( 3 ) D(foldθ(A)) < D(A) + 1/θ．

証明 Aから foldθ(A)を作るのに使った上記の各操作は，
( 1 )補題 3の逆操作で書けるから割当不能性を保ち，
( 2 ) θ/2以下の周期を生まず，
( 3 )密度から最大周期の逆数を減じた差を増やさない．

これにより，定理 1の主張する個例 Aの割当可能性を得
るには，閾値 θを設けて foldθ(A)の割当可能性を確かめれ
ば良いことになる．実際 θ = 22とするとうまくゆくこと
が，次の補題の通り有限個の個例を調べ尽すことで判る．

補題 5 D′(B) < 5
6 + 1

22 かつ各周期が 22未満の整数であ
るような任意の個例 B = (bi)i∈[k] は割当可能．但し

D′(B) =
∑
i∈[k]

{
1/bi bi < 11のとき
1/(bi + 1) bi ≥ 11のとき

証明 該当するBは有限個であり，おのおのの割当可能性
は 1.1節の方法で判るから，調べ尽せばよい．その結果は

www.kurims.kyoto-u.ac.jp/~kawamura/pinwheel/

に掲げた．なおこれを得るための厖大な計算を効率化する
のにゴンシェニェツら［10］の手法の一部が役立った．

定理 1の証明 密度 5
6 以下の割当不能な整数個例 Aが存

在したとすると，fold22(A)も補題 4より割当不能であり，
11以下の正整数と 11以上 22以下の実数とからなり，密度
は D(A) + 1

22 ≤ 5
6 + 1

22 未満である．fold22(A)の 11より
大きい周期 aを ⌈a⌉ − 1に置き換えて得られる個例 B は，
補題 3の単調性から割当不能．一方この置換えで生じた各
b ∈ B は 11以上であり fold22(A)中の b+ 1以下の数に由
来するので D′(B) ≤ D(fold22(A)) < 5

6 + 1
22．これは補題

5に反する．

なお補題 5の「11」「22」を代りに「10」「20」とすると
成立たない．例えば (3, 4, 7, 10, 15)は割当不能だ（と 1.1
節の方法で判る）が 1

3 +
1
4 +

1
7 +

1
11 +

1
16 < 5

6 +
1
20 である．
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