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pistributions sphériques invariantes sur 1'espace semi-simple Eh/ﬁm

Shigeru SANO ( Institute of Vocational Training fﬁ

Nicole BOPP ( Université Louis-Pasteur, Strasbourg )

Introduction.

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe et soit H le sous
groupe des points fixes d'un automorphisme involutif de G. On définit
une application ¢ de G dans G par P(P= 30"(3)" @¢G@) et on appelle X
son image; Alors G/H et X sont isomorphes comme G-espaces sSymé-
triques. On démontre la»formule d'integration de Weyl pour la
décomposition orbitale de ¥ sous l'action de H. Les mesures sur
G/H, H et X sont normalisées & l'aide de 1l'application linéaire
bijective ¥ définie dans [31].

Soit Dy(o) le coefficient du polynome caractéristique sur X
qui détermine les éléments %-réguliers. Dans la formule d'intég-
ration de Weyl, le Jacobien est donné par\DﬂXﬂ%l Supposons que G
soit contenu dans un groupe complexe G, d'algébre de Lie 3? et qu'il
existe un sous-groupe de Borel B de G tel que 1'espace symétrique X
se décompose en H-orbites de XoB . oOn en déduit que dans le groupe
G semi-simple lui-méme et dans 1'espace symétrique GC/G,‘la fonction
Tfﬁ&ﬂz est localement intégrable. Le groupe G et l'espace symétrique
G./G sont c-duaux. Nous étudions les distributions sghériques
invariantes sur X = GxG/G qui désigne un espace symétrique soit
du type G, soit de type Ge¢/G. Pour un opérateur différentiel
invariant D sur X , on détermine la partie radiale de D. On démontre
qu'il n'existe pas de distribution sphérique invariante a support
singulier. D'aprés les résultats ci-dessus
les distributions sphériques invariantes sont des fonctions localement

intégrables. Soit X’ 1l'ensemble des éléments réguliers de X .
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La restriction d'une distribution sphérique invariante a X' est une
fonction analytique invariante. Réciproguement, étant donnée une
fonction analytique invariante & sur X/, on donne une condition
nécessaire et suffisante pour que & définisse une distribution

sphérique invariante sur X .
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§1. Décomposition de Harish-Chandra,

Soit ( un groupe de Lie semi-simple connexe et O-un
automorphisme involutif de (¢ . Soit GB_’l'ensemble des éléments
de (G qui sont fixés par o~ . Si H est un sous-groupe de Gr tel

~
que LEl-‘,_)° CHCGTW’ il existe un groupe de Lie G qui est un
A ' . . o o~ ’ N
revétement 1'ordre fini de G tel que G‘/GT,,:’- G/f-l d'apres [29].

On suppose que (o= . Définissons une application de & dans
0’ .

&G par

9@ = gog' (g &),

et posons
X = ¢@&)

Pour chaque élément aeé‘r , définissons 1'application différentiable
Qa de G dans. G par fab)=ab ( beG) et 1'application différen-
tiable A; de X dans X par Agbx)= axad@™". on a Plalh)=Ab) .
Ainsi G/(;},_ et X sont isomorphes comme & -espaces symétriques.
Dans ce paragraphe nous rappelons certains résultats de [29] .

Soit 61 un sous-espace de Cartan de (g , 5 3

Définition 1.1. On dit que le centralisateur dans X de 6v,

noté A =&(§1),est le sous-espace de Cartan de X associé a & .

Lemme 1.1.

1) Si E\- est contenu dans un groupe complexe G; d'algébre de Lie &gg

et muni d’'une involutin prolongeant O alors

A= = o n X
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2) A admet un nombre fini de composantes éonnexes, chacune d'elle

gtant de la forme k{‘) Q)(PS\ ou h) GCP(K\[\A ( X est le sous-groupe

des points fixes d'une involution de Cartan 0 de 6- commutant a o~ .
*

on suppose que (T est a centre fini). De plus AJQZJ) = Td oua L

est 1'identité de g .

3) A centralise aussi le centralisateur # de & dans 5 .

Démonstration. La structure des composantes connexes est

donnée dans [29] aprés 1'étude du cas complexe. Comme Al(G) est
contenu dans le groupe complexe Imi(gJ, on ‘a pour Q.GA,
Ad(ﬂig‘e&dmb) avec H.¢6lc . On en déduit 3). D'autre part on
peut choisir "'J‘ de sorte que Ad(ﬁ") appartienne a ex(’(iad&).
Comme AJ[_H\: e MIH"Q{.@) stabilise g, , on a ez" °JH°= To et donc
Ad ;) = Td | Q.E.D.

Considérons pour OCGX le polyn®me
, 0[;,.0} )
det (@) Id - Adon )= = £ Djoo
j:D
Si ,Q est la dimension du centralisateur dans ‘%‘d'un sous-~-espace de
Cartan de (g ,5 ) alors : pour 9= o, L, [~(, D3 est identiquement

nul et Dp n'est pas identiquement nul sur X .

Définition 1.2. On dit qu'un élément x de X est régulier

( on écrit IeX')( resp. singulier ) si D,lt;()ag.o (.resp.Dlmzo).

Soit A un sous-espace de Cartan de X associé au sous-espace

de Cartan & de ((b g, ). Comme Ad (A) est contenu dans eanlmc’

1'opérateur Aol( a)( aeA) est scalaire sur tout espace radiciel

gler, &) ou o est une racine de la paire (§. .6%).



Définition 1.3. On appelle racine globale et on note ﬁ(a)

le nombre complexe tel que
MWXaL@X pour Xe}@mw

On a en particulier pour He &

(o M) = &

Remarquons que l'on a pour q ¢4

—

S«(Q) - S*LQ) ol T est la conjugaison de g‘ relativement a %
o

En effet comme Ad(i)v-)l: 1 , on a L“-J)=11 et il est facile de

vérifier le résultat sur expG6l . On peut alors montrer que pour

aeA

Daw=T (1-3a@).
o X

Proposition 1.1. Soit (&,...,6,) une famille maximale

des sous-espaces de Cartan de (% 5 ) non conjugués deux a deux.

Posons A) =Zx(£57.d') . On a alors

|
X =0 I RAR o A = A X
i=1 Re

On appelle cette décomposition la décomposition de Harish-Chandra de X

Si & est un sous-espace de Cartan de q ﬁ ) et A= Zx )

on pose W(A) = NH(A)/ZH(A) . C'est un groupe fini et on a
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/
Proposition 1.2. L'application de H/ZMJ"A dans

X = U RAR" qui a (&% a ) associe RaR™? est réguliére. C'est

un revetement élwm‘feulllets

§2. Formule d'intégration de Weyl.

Soit . un sous-espace de Cartan de (53 g ), A = Zx(b';_)
le sous-espace de Cartan de X correspondant et X4 = R(e)H-RA'R-'
1'orbite dans X de A sous 1'action de H . Avec une normalisation
convenable de la mesure dx sur X invariante par &G, de la mesure
da sur 4 invariante par exptr et de la mesure dﬁ sur H/ZH(A\
invariante par { on a

x

Proposition 2.1. Pour toute fonction -F continue & support

compact sur XA

gx poadx = 'nCITATn S Dew | f Rak") dR da
A A R

Démonstration. On considére l'application 7 de H&Hm)KA’

dans }(A' qui a (-"{,Q) associe ‘RQ-R.‘ . Aprés avoir choisi une

base dans les espaces tangents, on va montrer que la valeur

absolue du déterminant de la différentielle de 7 au point (é ,A)

est égale a |Dya) l% . On en déduira le résultat puisque 7

est un revetement fini de XA’ qui est un ouvert dense de XA .
L'espace tangent en ‘k a HéH(A) s'identifie a 'gn N ou

N, 3< (& ,o ). En effet Z'I(A ) a pour algébre de Lie

°1<I\m)
W.a &) , 3,\,\/" est un supplémentaire de s dans 5( et
1’ appllcatlon de ? dans '1'espace ‘tangent en ' a %H(A\ qui a X

associe x défini par
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v d : o
X{ - I :?-((QQXPtXH pour F ¢ C U“Z{(A))
A=o
est une surjection qui admet pour noyau #.
L'espace tangent en X=§ 0(8).‘ a X , que l'on note —&(X ),
s'identifie a % En effet 1'application de @3 dans —&(X) qui

X Lo
a X associe X défini par

X% = L@ Z i) por $ e
A=0
est une surjection qui édmet pour noyau ‘3 .

On choisit une base th,"‘szll de fn,‘/g du type de celle
utilisée au [ 21 '] pour définir l'isomo;‘phisme ¥ de ‘Sn%
dans Ina/c c'est-a-dire : pou;‘ tout élément 2 de | l,"'/ﬂ'd ,
il existe une racine def((ﬂ) tel que "(5= XJ.QO.MJ‘ ou X()e %QUSL',OU
si ol est réelle ou imaginaire et Xd 6‘3&“’* PR (J‘((n.:d" )
si gl est complexe. On prend alors }’b‘U’.) .---,T(]l)’z pour base

deA/c_n% ou

XJ -°~(X;) si o/ est réelle ou complexe.

'F(Té)=

i(Xd‘—c»Q(a‘\) si o est imaginaire.

La différentielle de 7 s'identifie & une application linéaire de
e (50 7o) dans @ (%na/c) . On va calculer son déterminant
dans cette base.

Soit Q un élément de A et b un élément de G+ tel que
bo{bf'= G . On peut montrer que la différentielle de ? en (ﬁ , Q)

est 1l'application d?té,u)

Gark)x @ ——> Tupo

X, YY) —s (AALb*)yuAel(b*)X)*



or Ao{(b")\/ appartient a % car Adm)l=>/ implique que
ABH Yy = Adld™) Y . En utilisant 1'identification de Tg (X)

avec % on peut écrire que

4y _ Ad @b ) X.
D Cy) = MGy + WG - Al
Considérons 1'application §‘ de ? dans lui-méme définie par

3, : Mh-)®(%n/l/c) —-——7- 9
A

<

VX —— Ay + @G - AdedH)) X
= AdGY ] y+ (U Adw)X)]

Comme le déterminant de Ao((l,"‘) a pour valeur absolue 1 ((? semi-~

simple) on obtient en utilisant la définition de D‘Q :
Net ‘E; l = lD.Q(Q)l

Nous voulons calculer le déterminant de la restriction LP, de CP‘
a 6L (‘Sru/‘) dans la base choisie ci-dessus.
Comme, en général, on ne peut pas choisir b dans A , on
* ok '
complexifie la situation. Soit H. le sous-groupe de Gr.= L# [gg)
des .points fixes de O ( prolongée a Tt (%‘))' Soit Af le centrali-
sateur de m. dans af(&f)=§go{3)": ge&ﬂ. On a alors (p.407 [29])
AF = oxp (ad o)

. ~ x . . 1 £ ~{ X
Comme Aol(u ) appartient a Ac , 11 existe un élément ¢ de Ac
tel que :

AJ @) = C.‘ o)
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*x
On en déduit qu'il existe un élément R de Hc tel que :

Adly = c*.

On note aussi <§l et L, les prolongements ( -linéaires de ¢

et . Comme R appartient a Ix(‘({a ) et stabilise 5g et 9. ,

on a , si onpose@ Rd, et ’I.‘=ﬁﬂ:'

ldet B, | = |dex &, | = Dot
| dlatt ‘-E~| | = | ole? ¥, |

~

Comme < appartient a A‘

.dmw, (resp.6y ). Si on pose P= ﬁ}v et AL =71 !4/n

‘E. (resp. %.) centralise les éléments de

on obtient alors

X) = (c- o)) X
[det B = |Dyiq) |

pour X 64/-.

La matrice de ® dans la base §T.,‘(: ), ~-,'D’U:)} est de la
forme :

il ’F‘l TU-(),"': a.a.\\

r4IMY

T

1.: o D ou C est la matrice de g; dans
o ) les baseg'ﬁ'...,‘[;S et{’b—\_‘m,-.,

' C o}
)
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Montrons que C et D ont le m8@me déterminant au signe prés.
on prolonge (D' en une application (€ -linéaire sur 4/« en posant

'o"' = L,( ce qui permet de définir aussi ’6‘ sur G()‘,\ /o

S

on obtient alors pour X € g, d)

X si dfi:)‘ et o réelle ou complexe

?LX)" ~X Si——d(_z*" et 0{ réelle ou complexe
X si ol(-2+ et oy imaginaire

“‘(X si ~dest et o( imaginaire

On en déduit que pour Xe gQ(m, o)

1 si ol réelle ou complexe

73.0X)= €Bl)  avee =

-1 si o imaginaire

En effet si X appartient a (3‘((51,0{ ), CX et O.LQ")X appartien-

nent aussi & @c(n,o ) car ¢ centralise @, . Or T, appartient
T .

a  gu(ov.d )+ g‘(m,d")-t- WMo . )+ Q<ta ~L). Si on pose ‘é‘,‘= 1

dans le cas ou o est réelle ou complexe et ‘EJ =-71 dans le cas ou

ol est imaginaire, on a
@) = g T'@TH).

Les matrices ¢ et D ont donc des colonnes égales ou de signes

opposés. On en déduit que [det C | =|det D)=[det¥| d'ou [det &, |}
= [dt L] = [Pt | |

Q.E.D.
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§3. Opérateurs différentiels invariants sur G/H.

Soit G un groupe de Lie semi-simple connexe muni d'une

involution 0O-, (9 ,3 ,0-) l'algébre de Lie symétrique associée.
Soit He le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie 'g, [P
le sous-groupe des points fixes de O~ dans G et H un sous-groupe
fermé de G compris entre H, et G,.. On note D(G/H) 1'algebre des

opérateurs différentiels a coefficients complexes sur G/H invari-

ants par G.

Définition 3.1. Soit H, un sous-groupe fermé de G.

Une distribution (H) sur G/H est appelée distribution sphérique

Hrinvariante si elle satisfait les conditions suivantes

(1) ® (-Ra )= @(ﬂ) pour tout 3 GGVH et tout A e H,

(i) Il existe un homomorphisme X de X G/H) dans € tel que
pour tout [ ¢ IDGH) , on ait
D@ = 'X‘D)@
Si H‘af{ , Qb s'appelle une distribution sphérique invariante

(DSI) ou plus simplement une distribution sphérique.

On notera &;((G/H) 1'espace des distributions sphériques qui
verifient (i) pour le caractére infinitésimal X de ID (G/Hj.

Le but de ce chapitre étant de déterminer ces distributions,
nous allons commencer par étudier P (G/H).

Soit § une involution de Cartan de ‘% commutant avec O- et
6. un sous-espace de Cartan de (%,-s) §-stable. Nous allons,
dans ce paragraphe, définir un isomorphisme ¥ de D (G/H ) sur
une sous-algébre de S (&.) ( algébre symétrique du complexifié

de 6 ), analogue a 1'isomorphisme de Harish-Chandra défini dans
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le cas Riemannien ([13]).

Soit u(ag) l'algébre enveloppante universelle de 1l'algébre
de Lie complexe 8‘ . On note u(gt)“ la sous-algébre des éléments
de W(§<) invariants par Ad(R) pour ReH et ’U(g‘)ﬁ‘ la sous-
algébre des éléments de u(8<) invariants par ac[X pour Xegt .

Comme Hb est connexe on a

H

u@o™ - ugof - ug”

L'algébre D(G/H) s'identifie & 1'algébre des restrictions &
‘Cw(G/H)( fonctions de classe €°° sur C invariantes a droite par H)
des opérateurs différentielssur G invariants a gauche par G et

a droite par H,. Il existe donc un homomorphisme canonique 7

de u(%“ )H sur D (G/H). Il a pour novau l'intersection de u(g‘)H

avec ’u(& )}‘_ qui est un idéal bilatéral, et induit donc un

isomorphisme ( [15] p.395)

(3.0 D@EH) = fu(gc)"/(uw“ nulg ).

On choisit un ordre sur 2 (6Y) le systeme de racines de la
paire (%‘,61‘) tel que si o est une racine positive complexe,
alors d est auss‘i une racine positive ( ® désigne la conjugaison
complexe de g‘ relativement a % ). On note 2+((f>) 1'ensemble

des racines positives et on pose

VS = @ S(@d)
ol(—i*((n)

10



130

En utilisant le prolongement { -linéaire de 1'isomorphisme {

(défini au rz3v3 ) de 504/: dans %nnA on montre que

g = 2.0 0@ .
On pose pour H €&

f(H)= -_.{ Tace Qad Hla/f)

<

D'autre parton appelle W_ le groupe de Weyl du systéme de racines
s, (6L) et on désigne par ] (.) la sous-algébre des éléments de

S (&) invariants par W.

Proposition 3.1. Pour tout élément Deu(g‘) il existe un

unique élément D,Q appartenant & S(n.) tel que
D- DQ{;_ € 8¢ u(gc){' 'M(%J ’\/c.+ .

3.

On définit 1'application mede u (%‘) dans S(&.) par
D)= Dn - & Dg &7 pour D e UG

Alors '6'& induit un isomorphisme de D (G/H,) sur 1l'algébre I (th.).

Démonstration. On déduit ce résultat du cas Riemannien

( Théoréme 6.15 [15) en utilisant la dualité . Soit g= ﬁ@“p

la décomposition de Cartan de(g relative a 8 . Alors cl“l_—. i(gmi)e(mn"o)

11
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d'ou 7(74(@()9‘ ) est égal a 7(’14(%})“ ) qui est P(G/H).

Proposition 3.2. Si 3 est muni d'une structure complexe

et si 3 est une forme réelle de <j alors tous les opérateurs
y ,

différentiels invariants sur G/H proviennent du centre de

l1'algébre enveloppante u(gg). Cette propriété n'est pas vérifiée

pour tout espace symétrique, mé&me dans le cas Riemannien ([16]‘).

Démonstration. Soit ,J la structure complexe de % . On a

alors 3= ggaﬁ . Si D appartient a u(gc )5‘ on peut trouver

un élément D, de U(%c) tel que

D-D. ¢ WY n U@

D= ZaOx)y UX..)QAOQ{X«."» X« est une base de §« sur C

N=(‘:¥‘A"'dn) Q € C

or D, est centralisé par tout X“5< . Il est aussi centralisé

par JX pour Xég‘ car

[X.IX)=TIXxX:) et LIX TX:)=I[X.X].

L8

On en déduit que D, appartient a M(%c) , d'ou le résultat

car '7([)) - 7(Db)

§4. Opérateurs différentiels invariants sur X .

On reprend les notations du §3 mais on suppose dorénavant

que H‘-‘GI} . Soit <,0 1'application de G dans lui-méme définie par

12
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est un sous-espace de Cartan de la paire symétrique (8‘1,ﬁ°() duale
de (g 5 ). Or les complexifiés de St et Gl“‘ , de Q'{ et ﬁ , de a‘l
et % sont les mémes. Vu l'isomorphisme indiqué en (3.1) et
1'égaliteé u(g,_)H°= u@‘)ﬁ‘ . la proposition se démontre uniquement
au niveau des complexifications des algébres de Lie et on peut
donc appliquer le résultat identique pour (3'{,3i) , qui est une

algébre de Lie symétrique Riemannien. 0.E.D.

Remarque 1. Le groupe de Weyl W, est le groupe Weyl du

systéme de racines de la paire (34, ‘1). Il contient (strictement
en général) le groupe de Wevl W) = NH»M\{G’)/ZH, Kgn) défini au

chapitre I ( K est le sous-groupe analytique de G d'algébre de Lie

R .

Remarque 2. La décomposition d'Iwasawa complexe ( g‘=$(@62‘@4/¢* )

donnée ci-dessus n'est rien d'autre que la complexifiée de la

d .

décomposition d'Iwasawa de %
g" - teele («A*ng*).

Remarque 3. Dans le cas ou tous les opérateurs différentiels

invariants sur G/H proviennent du centre 5(3‘)=u(8‘)3‘ de
1'algébre enveloppante, c'est-a-dire dans le cas ou 7(14 (8‘)3‘)
- 7 (’Lt(a‘)f‘) , le résultat de la Proposition 3.1 reste

valable si on remplace He par H ( H.¢H ¢ G). En effet, dans ce

cas, on a

u(gda‘ - UGN > u(gq“ > /aug\)H‘: u(fgtsf‘ |

13
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PY) = 3 C*(a)" qui permet d'identifier G/H avec ¥ = P(G).
on désigne maintenant par PpD(X ) 1'algébre des opérateurs diffé-
rentiels invariants sur X et on note SH ("5:) la sous-algébre

des éléments de S(%) ( algébre symétrique de %\) invariants par

Ad (H) .

Proposition 4.1. Soit & 1'application de SH(%) dans D(X)
-
definie par §(P)= P* ou pour feC W) et x= 19 € X

on pose :

¢ ¥ : Xk tAl A
PHw -2 & 19——————*13 . TP v Bt
. ‘,"" A

)
)751,6

si X, X, est une base de § sur R et P= E—Qd )G"-«Xfl" avec
o = @, o) €N+ Qat T et |- )iz:' o} . L'application
g est un isomorphisme ( -linéaire de SH(%‘) sur ﬂ)()( ).

C'est un résultat classique ( [15] p.395) qu'on a réécrit
en utilisant 1'identification par <f de G/H avec X . Rappelons
que la définition de g({) ) ne dépend pas du choix de la base
$Xo, ---,X,,'s de ? . On veut étudier l'action de D (X ) sur les
fbnctions invariantes par H. Soit & un sous-espace de Cartan de
(z g ) et A= Zx (1) le sous-espace de Cartan de X associé.

La Proposition 1.2 du §1 permet, en utilisant la Proposition 2.2

de (17]) , d'affirmer l'existence d'une partie radiale pour les

opérateurs différentiels invariants sur X , c'est-a-dire.

Proposition 4.2. Si D appartiént a M(X), il existe un

opérateur différentiel (noté(®p) sur A’ ., invariant par

14



134

Wa = Nu (A)/ZHH}' tel que pour toute fonction #G CN(Z(/),

invariante par H on ait

/
(D:\?)(Q) =[®D”¥ ‘AI]LQ’ pour ae A
L'opérateur différentiel(ﬁo s'appelle la partie radiale de D.
Nous allons dans les paragraphes suivants déterminer ces parties

radiales pour certains espaces symétriques.

§5. Détermination des parties radiales dans le cas d'un

groupe complexe.

Dans ce paragraphe nous allons rappeler les résultats de
Harish-Chandra [12] pour un groupe complexe semi-simple (voir
aussi [3]1 ). On suppose donc que 1l'algébre de Lie 3 du groupe G
est munie d'une structure complexe. Si j est une sous-algebre

de Cartan de % , la décomposition de Cartan de G s'écrit

& = U339 on  J= Zg@) = ’E"Pci
g @

Ici G’désigne 1'ensemble des éléments réquliers de G définis de

naniére analogue & celle du §1 en utilisant le polynOme

o"nu"(}
det ((1+ ) Td- Adg 9)) = =gt pour 3¢ G
R | |

15
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goit S le systéme de racines de la paire (g a ), Z+ un ensemble

de racines positives, f la demi-somme des racines positives.

posons pour H E—j

A@pH) - JY (L~ gy

dest

gsi on appelle Q la dimension sur C dea‘ on obtient pour H ea

dp @pH) = €1 (A (exp HY

ol m désigne le nombre d'éléments de Z+- On en déduit qu'au
signe preés A est défini sur A . Désignons par 1(3. ) la sous-
algébre des éléments de 1'algébre symétrique S (3' ) invariants
par W(a'\z N&QI/ZGQ) . On désigne par TD(G) 1l'algebre
des opérateurs différentiels complexes bi-invariants sur G.
Elle est isomorphe au centre 3(6}) de 1'algébre enveloppante

universelle (?) de 1'algébre de Lie complexe (? .

Théoréme 5.1. Si D appartient & P.(G), il existe un

polyndme p appartenant a I (3 ) tel que pour toute fonction

holomorphe sur G et centrale on ait

[Dfejﬁo) = -21—:-&; [P@) ;4:”3,6 ](Q) pour aed’

De plus 1l'application Y. de }(3) dans I(j ) qui & D associe

P est un isomorphisme d'algébre.
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On construit [ de la fagon suivante. Soit 53(3‘) le systéme
de racines de la paire (% ,j )., (12+(j ) un ensemble de racines

positives). Posons

Vvi= = §Q.d)
+al€2()

Si D appartient a '{K%Fi 3U%ﬂ on démontre qu'il existe un unique

élément Eg appartenant a 'U(é ) tel que D—Dé‘appartient a
VGt + v L) - On identifie U(y ) avec 1'algébre des

fonctions polynomés sur é et on pose pour

= D 0-P)=D: ol -4 s4d
el = D -9 = Dy i > =t

On peut alors montrer que ﬁ_est un isomorphisme ( appelé isomor-
phisme‘de Harish-Chandra ) de 5,(3) sur I (sv). Pour démontrer
le théoréme on détermine a l'aide de ). l'action de D sur les

caractéres des représentations holomorphes de dimension finie de

G et on obtient :

Lemme 5.2. Soit ({X,1/) une représentation holomorphe A\
irreductible de dimension finie de G sur V de poids dominant A et

x

so;it'x son caractére. Si D appartient a 3 (8 ) on a pour Q¢ 3/

A@ [DAJ@ =p@>§4><|y}m) ou  p= ¥

Ce lemme se démontre en utilisant le fait que T (D ) est un

opérateur scalaire sur V et en étudiant 1'action de M(D ) sur
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un vecteur de poids /\ pour vérifier que ce scalaire est égal a
[{[(D)]([H. f) . Puis on utilise la formule des caractéres de
H. Weyl pour calculer 1l'action d'un élément de ]'_(3 ) sur 47(‘3, .
Pour finir la démonstration du théoréme on utilise le lemme ci-

dessous qui se démontre a l'aide du théoréme de Peter-Weyl et

du " unitary trick ".

Lemme 5.3. Soit Gt (G) 1l'espace engendré par les caractéres
des représentations holomorphes de dimension finie de G. L'espace
des restrictions a J' des éléments de (i (G) est dense dans

le sous-espace des fonctions invariantes par W(a' ) de A(G )-

Remarque. Soit 6 une forme réelle de 3 qui s'écrit alors
g_:?@a-? ou J est la structure complexe de ? . Si 6 est un
sous-espace de Cartan de (8 ,-3 )., jzg\@am. est une sous-algébre
de Cartan de % . .0On a défini au §3 un isomorphisme 6'67 de D (G/H)
sur J (&) et ici un isomorphisme . de D (G) sur "_[(3‘ ).

Or il est clair que les algébres J () et 1(5 ) sont isomorphes
car le systéme de racines de la paire (complexe)( 3,3. ) est
identique au systéme de racines de la paire (8‘,6‘1‘).- On en déduit
que pour tout opérateur différentiel De]D(G/ﬁ), il existe un

unique élément D. 611)‘(6)95(3) tel qu'on puisse écrire
YD) = VD

aprés avoir identifié IL(%.) et I (é ).
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§6. Un exemple d'espaces en c-dualité.

Soit 8‘ une algebre de Lie semi-simple, 3( sSa complexifiée,
G. un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie g, et G le sous-groupe
analytique d'algébre de Lie g . On suppose de plus que la
conjugaison complexe O; de %< relativement a % se remonte en une
involution 07 sur G, et que G est l'ensemble des points fixes de 03 .

Soit Oy 1'involution définie sur Gx G (resp. 3@5% ) par o (x L)
= (} ,x ) (resp. Oﬁx,y)=Qy,X) ). On appelle diag le soﬁs—groupe
(resp. la sous-algébre) des points fixes de 07 . On dit que l'espace
symétrique ( Gx G, diag, 0q) est un espace symétrique Gx G/G de
cas I. On peut réaliser cet espace symétrique comme sous-variété
de G : 1'application ¢, 6 de GxG/ G qui a (x ;Y ) associé x‘y"
induit un G-difféomorphisme de GXx G/diag sur G<G.. On pose
X, -G et G opére SU? cet espace symétrique par conjugaison.

Soit 07 1'involution définie sur G/( resp.g() ci-dessus.
On dit que l'espace symétrique (G.,G, d3) est un espace symétrique
GxG/G de cas II. On peut réaliser cet espace symétrique comme
sous-variété fermée de Ge : 1'application P de G G, qui a x
associe X(ch* induit un G-difféomorphisme de Ge¢/G sur son image
qu'on note ¥,. De plus G. opére sur cet espace symétrique par
x> g oyl

Les espaces symétriques XQ et X; son en c-dualité. Soit<$
1'application de 3c sur %@(3 qui a X+HY (X.Ye %L) associe
XX)+IN.Y) ot JX.Y)=CY.X)- C'est un isomorphisme d'algébre
de Lie, commutant & 1l'action adjointe de G et tel que OjsP= P01 .
Remarquons que J’ induit une structure complexe sur <6®13 .

Il vy a dualité du caractére compact entre des variétésG./G et G.
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Mais G</G et G sont des formes réelles de G.. On donne les théorémes
de C./G dans le situation GXG/G qui contient des résultats du

groupe. La démonstration est différente en général. Pour cela,

on prepare les notations suivantes. Dans le cas I, on réalisera

1 'espace symétrique én posant %, =G et on étudiera le triplet

associé (X.,%‘: Ge ) ou %::!‘.3 . Dans le cas II, on réalisera

] 'espace symétrique en posant )/(1—:? 301(3)":366;{ et on étudiera le
triplet associé (X,,l%,: G.) ou Q= 7‘35 . Quand il n'est pas
nécessaire de distinguer un espace de type I et de type II, nous

enlevons 1'index.

§7. Détermination des parties radiales dans le cas ou GrX@f/Gy

On utilise les notations§6. Rappelons que si Ov est un sous-
espace de Cartan de ‘1 , alors &. est une sous-algebre de Cartan

de §< et on vérifie aisément que
/
X/"Gtm),(’ et A= SAP e N )/( ( cf 8§81 pour les notations )

On note toujours ,| la restriction a8 A de la fonction A définie

au §5 sur le sous-groupe de Cartan exp 6l (noté J au §5).

Théoréme 7.1. Soit D un opérateur différentiel invariant

sur X , Rp sa partie radiale sur A’ et * une fonction de

classe e™ )( i i A/
C sur invariante par G. Alors pour ¢ on a

Rp # QA,am =21FLT Q“LD) ) [A#[A,) (a)
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ou )‘G\(D) est 1'élément de I (&.) défini au §3 ( on fait

1'identification indiquée a la fin du §5).

Démonstration. On vérifie tout d'abord le théoréme dans le

cas II, X=G & ou :€ est la restricion a X d'une fonction
holomorphe et centrale sur G . En effet dans ce cas pour P e SG‘@Z()

on a

G8) Gogit) = PG o Br) Fp Qe ARy

ou §X\Xh71 est une base de § sur R . Or pour X¢ ¢ on a
& L

puisque ph est centrale et OX)= — X

12 G S - F(gwp X o)

= Flogi'y sxpX)

2
>

= F’\axgﬂ VPX) ol x= 80_(3)4

Comme ici ng)q; S'\gga‘ , on considére 1'opérateur différentiel

complexe D &€ ’u&gg)g" qui correspond au polyndme P . Puisque
c'est un opérateur différentiel bi-invariant et que F est centrale

bn obtient
PFHr = O F) (gxg™) = B F) o

/
On déduit donc du théoréme 5.1 que pour a € A

RDﬂA']m)=Z\%§ RAUN [A#IA,)}U;)
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p'aprés l'identification 5%)=(5‘<U>c) indiquée au §5, il suffit
d'applique le théoréme 5.1 pour obtenir le résultat
on a donc déterminé l'opérateur différentiel RD sur les restrict-
ions a A’ des fonctions holomorphes et centrales sur G .Le lemme
5.3 permet de conclure que ceci suffit & déterminer Rp .

Dans le cas I ou X=&G le résultat du théoréme 1.1 est connu
( {17) ). Si G est contenu dans &@. . on peut en faire une démon-
stration analogue & la démonstration ci-dessus ( cf. [3] ).

Q.E.D.

Proposition 7.2. Soit ‘f- une fonction analytique sur A' que

soit fonction propre des éléments de T (s.). Il existe alors une
forme linéaire /A sur § a valeurs complexes telle que pour PeTI (&)

on ait

Pt = Pt

Soit A,,: Q,,&me. une composante connexe de A et (> une composante
connexe de A: Il existe une Famille de fonctions polyndmes sur o\

$ Podneeny. telle que

1) les polyndmes P, sont Tw. (/\)-harmoniques ou
W= § e e s WA=A]

2) ‘? (m%pr)=%%w qu\)ueé“”")(> pour Qe RApX € b

Démonstration. C'est un résultat classique ( [ 41] p.60 ).

Remarquons que si A est W -régulier , c'est-a-dire si wA=x A

pour w € WA\I1]} , les polynOmes P,\3 sont des constantes .

22



142

On peut construire les Po de 1la fagon suivante : Soit = §o{,,w,f>A‘f

une base du systéme de racines 3, (&) et, pour )=l, » soit Hy
1'élément de & défini par ol;(Hd')—:. 8‘;)‘ (=l~%), soit p le nombre
d'éléments de W. . Pour chaque valeur du paramétre 1 , définissons

le polynome D,(x ) de I(5) par

D.(?U'—- 'n- (_*-%H' )

W eWe

I1 existe p polynOmes Q() appartenant & I (§.) tels que

D‘W)t 1P"' AP‘IQl"' "‘*7’@?4 + (\)P .

Comme le groupe de Weyl W. permute les HJ‘ on a

)\D'LHU]‘-?— = C pour :Fc_ C¥Y) et halow™

Si ‘<f— est fonction propre des éléments de L(6w), il existe A &G"(;f

tel que

P,,'(é) '{- = PA'V\) :F

La fonction # satisfait donc les équations différentielles suivantes

(H{ + PIV\) H{"'+ e Pr[/\)) :?—‘:D pour 1{: l, - M

L'équation caractéristique de chacune de ces équations est

O=1Vtb+ Pmrl 4+t PrUU’ T (- w A )
‘ WeWe

ou on a posé A= ){.d,«-v-*/\\dh et ou wk\ est la lére-coordonnée de
dans la base §oh,‘-- , olkll . Posons /)“(A\:hoe\}uc . k)/l=/\} . Les polyn8mes

cherchés sont de la forme

an b N,
R,(X)::gjt{ Cfl-t C,ho}hLX)+~-+ Cm‘(/\; 01:' {X);

ou les Cd-h (14hém Iij $m) ) sont.des constantes. Q.E.D.
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§8. Un espace fibré associé aux sous-groupes de Borel.

Soit % une algébre de Lie semi-simple reelle et ‘3‘ sa
complexifiée. Soit G un groupe de Lie connexe d'algébre
de Lie @ et &G le sous-groupe analytique d algébre de Lie q .
soit H. le sous-groupe fermé de &G. défini par Hc-—.QGc)o-—
Si on considére la restriction de o~ a4 (G , ona H = G = GAG
On note aussi O 1'automorphisme de §. qui est la différen-
tielle de o-. Soit ‘8<,= 5(@ «&( la décomposition en
sous-espace propres de O . On pose S___.ﬁ‘,q% , %,—. %Ln% .
L'application (f de G. dans G. qui a x associe x 0™ induit

S, ’ . . . .
un G—L-dufeomorphlsme de GC/H,_ sur son image qu'on note X.

Si on pose X=GaXc . la restriction de P a (G induit un
Gy -difféomorphisme de G/ sur X . Soit J< une sous-algébre
de Cartan de Q(]‘ . On a alors Ga‘_.—.éu'l‘,‘/\f-h‘/;— ol NV t= 2(0‘(3‘(3) et
d>e
d/fzi%(}s‘.ﬂ .  On pose ’2,-»:.(}‘1-4[’, Soit [3 le sous-groupe analytique
d<o
de G. correspondant & % | Tout sous-groupe de (3. conjugué de B

est appelé sous-groupe de Borel de (.. Tout é&lément de r. appartient
a4 un sous-groupe de Borel. L'espace hemodgéne Gr«./B est une

variété complexe compacte.

Hypothése A. Il existe un sous-groupe de Borel B de &«

O~ -invariant wvérifiant la condition suivante ;

(A) X.= U R (BaX)®"
‘R(—Hc
Voici des exemples pour lesquels 1'hypothése A est satisfaite.

/
Exemple (i) Soit Gv:‘_ un groupe de Lie connexe semi-simple.

Soit O~ 1'involution définie sur Ge=@xG! par 3R)=(®9) (§Re
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On a alors H;=é(‘3:?)i 8@6{71 et X‘=§(8,3")33€G:$. L'appli-
cation ¢ de G./H. sur Y. qui a G R) He associe

(34(’4, 'Rﬁ‘l } induit un (G -difféomorphisme. Soit B’ un sous-groupe
de Borel de Ge . Alors B=R'xB' est un sous-groupe de Borel

o ~invariant de G- On a bien X.= lzaﬁg'g)(BnX)(g'g)",

(ii) Soit 5() une algébre de Lie semi-si?npl;a complexe. Soit

%)‘2 Q: ®(8 ,=\5 X‘*‘F\f ' )('Yg.(gi. Soit 0~ la conjugaison de corres-
pondante. Soit &G. un groupe de Lie connexe d'algébre de Lie (a‘ .

Oon reléve O sur (. en un automorphisme involutif. Alors X.=

{ qoqgr! ; ge@n% est un (x_-espace connexe. L'application ¢ de

G“//H\ sur X _ qui a 8Hg associe a’lgl\‘ induit un (3,
difféomorphismé. Soit B un sous-groupe de Borel de &G. . On pose
Be=BnanH - Soit b« une sous-algébre de Borel de K(S corres-
pondant &4 B, . On a bien X,=U-R(Bn)(> ®71 car ﬁ%= U*RWL—)ﬂﬂ ‘
ReH< ReH

(iii) Soit G(-_-SLQn-l,(C) et o 1'automorphisme involutif de

défini par

A ™
! X' Xz
= T —> 0_(3) _ X Xa
" XJ X?- ‘X: Xfr-
On a alors
a, o
He =1 2= ol b D aeGl.C), be GLO.T) ;
de't ‘R: | /
&}_&ﬂ}._;“al
Xc={ 8= b' C‘ i . Céz— Qd'L)-zl Q: Lﬁ_'n_/k)
lh. o) Cl O d_&ta:[' U..La):aﬂ,
b © C.
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Si M= ] , B= 8"% (i-f\-l)lla:' oa 3b= (:

A. Mais gi

) vérifie 1'hypothése
., il n'existe pas de sous-groupe de Borel de G,

vérifiant 1'hypothése A.

Définition 8.1. Soit G‘/;—L un espace symétrique complexe

vérifiant 1'hypothése A et B un sous-groupe de Borel tel que

(A) est vérifiée. On définit le sous-espace E de X.x H/Bh par

E= } (e, BBﬂ) e X. X Hc/[;H : 9":135 Bn)'(gﬁ (BH=BAHc)_

Soit pri (resp. Pn ) la projection de E sur le premier (resp.sur le
deuxiéme) facteur. (E, Prz,Hc,éwa_pest ainsi un espace fibré analytique
complexe. La fibre au dessus de QBH est égale & 3—@‘02@)3”
L'action Ag (ReH. ) de H. sur B (resp. X ) est définie par
Ae(?(,?Bn)r_(Rmﬂ-l RS B ) (resp. Ag (x1= Rx K’ (xe X))
On a alors ph (As (}a)) = Aﬁ - pr Q?G'Hc.g‘g) et P"‘: est
une application propre car H‘/Bn est compact. Puisque E et X‘
ont la mdme dimension, PN est un recouvrement fini excepté sur
1l'ensemble des éléments singuliers'de X (cf. Définition 1.1)

on plonge BaX. dans E par l'application RaX.3>b +>(b. eBy
dont 1'image est la fibre au dessus de QBH. Ainsi la projection PV
est 1'identité sur BAX‘ , et Bn)’(‘ rencontre chaque H.-orbite auss]
bien dans B que dans X< . Il existe une /Mm-forme W-,
He-invariante holomorphe sur %. (m=dim E=dm¥%), En effet choisissol
des M -vecteurs sur l'espace tangent Te( Ba X. ) en & a BaX.
et les transforme par 1'action de Hc . Par cette méthode, on
obtient W. sur X .. Pour définir une m-forme %c -

H; -invariante et holomorphe surE ., on fixe sa valeur en (e ,egﬁ).
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Ensuite on 1'étend a la fibre pour la définir sur Bana Xc et on

1'étend finalement a8 E par 1l'action de H( . On explicite la
m -forme 9 sur E la suivante.

Soit ¢ la projection de g( sur 5*/{%\5‘)9‘3 pr l'application
canonique de H. sur Hg/BH . Soit T/ un voisinage ouvert de O

dans 3“ tel que 1l'application exp: /- H . soit un difféomor-

phisme. On pose (U =exp I/ et O = pr([)) . Il existe une
section locale ,p: & — H. telle que pr (p(aBﬁ)):. aBH
(3{3,1 ¢® ) - On en déduit une section » de ﬁg/b-,“gﬁ dans ﬁg vérifiant.

»Grep X)) = ap GXD)  XeV).
A un élément X’K de ?:/}1,5,_, on associe l'opérateur différentiel

Xoh £ = %LD"E (3 o1 X ) By)

Par cette correspondance, -on identifie @*/knﬁc et TZ%QHﬁ;,) .

A
A un élément Y de %c/% , on associe l'opérateur différentiel

Zf = 45

A + @ xpAY ot Yy 'elar ) (x=ao@ite X).

Ce qui permet d'identifier ’3\/-5( et [x(X) . L’'espace tangent

T('LgB' (XX HQ/BH) est ainsi identifié a §b @ ﬁ/&nj

On définit une section local au voisinage du point U),QBH)

de .AB)YX Ht/BH dans B par

27



147

XaR)x0 —— E
®, 98y > (pgpb o517, 3 By

A un élément X de Jv’(/i,_,\ﬁgon associe un vecteur de 1'espace

tangent TQLQB;«') ®) par

N . - exp X)) B
O X5y T - '3{3?* foleprX) b (X7, ptTIEW
=0
= gﬁ: & ia 2xp  Ad@hy 2 X) KA Ad (o ))oO(-)OER\-,‘WPIX)B]
1=
’ (b::QO‘(.Q)-')
= (@l  — Ad@™) 00 . X)(b’e%) 4
X X
soit Mi, ..., Yy une base de (Zm%(,Q =gl;quc"},-,,cz). Soit Xl,..., Xm‘-,g

des éléments de j’lc({hg‘ tels que [ (Ad La“)-—tqcl(a‘(ﬁﬂ )) pQ(d‘) J;;al
forment une base de 5»(/‘3.‘,,5‘- On pose 11,:).= (Y)', 0) Q‘—‘ L, ‘*,,?) ,

et VVJ —_ (O,;\/X;‘) (d‘:l’ - o). On considére la base duale

75 ° Ve (ji/d-) = S:d' @’d"“‘""""") . On définit la m-forme "z sur
SbeB) beBaX Y P Tpat) = Qaka A )g,em

La forme ? ne dépend pas de la section locale choisie ,

car si on choisit une autre section locale »’, on a alors

P

p Y& -p XH €% pour tout X¥ € ﬁ/}.t\ﬁ‘ On étend 3 a k
en utilisant 1l'action de H< ce qui est possible 1'hypothése @)

la forme)est bien déterminée. En effet si ® = - ;!

(Re BaYX. ., -8 éBH ), nous avons SA*&('?@)= 7'6' puisque

det (AQ(QQ‘)'%):( , car Gt et HQ sont des groupes unimodulaires.
(8
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Nous allons fixer une base de %< et normaliser exactement .
et W, . Soit bk une sous-algébre de Cartan de gL,Z( éc) 1'ensemble
des racines de (8"3‘)’ On suppose que j:. et 1l'ordre sur E(jc)
sont tels que b = jg+d§o%“: jg ,o ) et que Olc= jg/‘ &B‘ soit
un sous-espace de Cartan de ‘76( . Soit Yi, -/ Yh une base de Gl
( k= dim.60). Soit Xi, = 7 Xm une base de ‘ge.n/f/c, vérifiant les
conditions de la proposition 2.4 du Chapitre I, telle que X,

Xa, - s XF soit une base de €.avin¢ . A partir des éléments
o), . QMe.o) ,QXO(.),O),'"/@'OQLD) de 'b'n(g et les éléments
(0,,\)'(;;‘) -, QO,:\/X§ . On construit une forme ?‘ comme ci-dessus
Et & partir des éléments Y|, YP, ¥X), 'A‘Q(‘T)de g& on définit
la forme W, . Les formes W et ’?c étant normalisées comme il a été

dit plus haut on a le lemme suivant.

Lemme 8.1. Pour un élément (x ,hR) de B ( x= ‘Rtyﬂd', beXalR,
‘R"Hq ), on a

) we = det{ Ade™) - AdGa ) | 3,
ek gt
(b=aow™)
Démonstration. Pour )(es,mj‘ , on a

d([sn)(,)‘em(o/?/)(*)-—-—- $Adc) - Ad A,

Pour Ye¢ ba 9« , on a alors

A(Pr‘ik.el?) &.or="7Yp

D'aprés la normalisation des formes, 1'assertion du lemme s'en

déduit. 0.E.D.

29



149

|
§9. Intégrabilité local de A

Dans cet section, on se restreint sur 1'espace symétrique
G‘XC‘}/G‘- que satisfait Supposition A; On adopte des notation de

section §2 et §3. On pense le diagramme suivant

X ¢ E
P b opn

X < X
ou % = Ph" X) . i n‘est pas de variété en gereral. Mais 1i
est un sous-ensemble réel analitique de E Ensuite Pr est
un application fini couvert sur X’ X' = Pt (X" ~ est alors
une variété. Nous nous rappelons A(x) = lDl,a)l'/‘t‘ . On a un théoré
suivant

Théoreme 9.1. Le fonction A est localement intégrable

Aax)

surX .

Démonstration. Soit & une voisinage ouverte finite de une

pointe singuliere dans )’( . Nous allons démontrer g w < +9
o AL

ol W est une m-forme differentielle G-invariante sur X

telle que (L= (.o,,lx . X' a des components finis car 1'ensemble

des éléments singuliers a une mesure nulle. C'est assez de demontrer

S W { + 00 ok, U= GI\XI
A
U Soit
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-1 . .
un component connexe dans pY. (UY . D'aprés Lemme 2.1, on a

S _ce_=__!_s Spn) w
L PR s Tax

R ﬁ A

{
= — oo
k3~?<+
iY)
~.
ou k est un nombre positif car U est 1l'ensemble analytique,
Q.E.D.
Remargue. On généraiise la méthode que Atiyah a utilisée
pour démontrer 1'intégrabilité locale des distributions propres
invariantes sur le groupe de Lie semi-simple [1] . Dans la section

suivante, on étudie les DSI & support singulier.

§10. DSI a support singulier

On utilise toujours les notations du §1. Pour un élément

xeX - on a d'aprés [29] ,
X = XpXu (e, Xa € X)

ol X, (resp. %, ) est un élément semi-simple (resp. unipotent)

dans G. On étudie l'action de 1l'opération différentielle

-invariante au voisinage de X . On note X‘,:L;ax,. (edg) 1'élément
nilpotent de g correspondant a >, . D'apreés le lemme de Jacobson-

Morozov, il existe des éléments H. de<5 et Yo de Y tels que

Hox)—ox. - [HOG)=-2Y. et [oN)=He . clest-a-dire

}X‘,\g,+L$ engendre une sous-algébre @0 de 4§ isomorphe a3 Q. R).
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on note }= 23(9:,,) le centralisateur dans Lg de X, . Soit C le
centre de 3 et 1 =[3,3) . On pose }5-;},,5, , }%f_}n? , 25:/@\5'9?4&\%
£§= (\,,\5, et L((= tn% (4 ‘?3,) est alors une algébre de Lie
symétrique.

Soit & un sous-espace de Cartan de cz contenant Ho et LZ .
pour &ez‘f@_\ , on choisit une base Xy, ,-- , Xat,my de %c_(ﬁt‘,d)
(mq = odim glgr=ot)) telle que B(Xq.p, 0-Xq.9)) = - Sp.g (pog= b ™)
soit $H,, . Hh} une C-base de (&nf). telle que B(HP H})__— SP,%
et ich...,c,,_'ﬁ une C-base de L% telle que B(CP’C'&): SP-‘& . On
iden‘tifie g avec son dual par la forme de Killing. On a défini

e polynBme de Casimir W de 9 par

z: z (xar—m%n)

Soit Wy (resp. w.) la restriction de w a ’Dl (resp. 02) on a alors

LT = ~oXar))
W= 2 s S, & e oten)
uoc—oﬁcg

3=

o e, - § NegEe: dH) = 0]
On pose =t =stoy\=te) - On note

‘/f' ‘0‘% Z, C&ngtf}o(er))

TV~ Ving, Ty = Vg

32



Alors les décompositions $=35+\'/3 et %.—_(')’clt'\'/? sont des sommes

directes.

D'aprés le Lemme 1, [40] , il existe un involution de Cartan §
de A commutant avec O telle que 6: Q"o,XD,Yo) > (~He,~Yo,—Xo)
On définit une structure Euclidienne sur ,Q par la forme biliné-
aire définie positive - B(X,8X) Xeld). On note U= u% )y, le centra-
lisateur de Y, dans ,ch . On choisit une base orthogonale U, . U
de U telle que fu,=\(‘,/u\(°u et [Hb,/uj]‘:' —/S"u" Qlaa‘s.fne di'mTJ)_
Alors A=2 . Soit (X -, %y )(=%x<¢R™ ) les coordonnés d'un
élément de U dans cette base. Et soit €, --, QP une base de f/}

et (KA, '*I’ Y(=1 € R? ) les coordonnés d'un élément de T/s dans

cette base . Ensuite soit -\En, ’-P% une base de qu,\fb) et
(Ly, =, 21 V(= pe R ) les coordonnés d'un élément de LQ!x,Ys)
Finalement soit v, -, VUw une base de CZ et (’Ld,, '?,.. ) (= 'ae !Rq" )

les coordonnés d'un élément de [, -
I’}

n
On définit l'application @&{.,x ) de RZXIR dans 2, par

Bo.x) = M@ . ity (X«d‘% &GU; ).

% (o .x ) satisfait P(o)= X et d$ est non-singuliére en ©

o

Ensuite on définit 1'application % de IRleRiKIRmXﬂé‘“ dans X par

‘1@,0,9(.‘& )
A 2 el . - —A e,
SR Yo ‘“}’(:i,( 4GV + AdE A ahy (Xofdg?(;u, AN

A

o A% -ae,
= M o, %r(ﬁ?j“ﬁ Buo0)) S L. 2E
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on a alors ~llp)=oc et 4 induit un difféomorphisme entre un
voisinage ouvert de l'origine dans I‘RP*Z'ML et celuli de X
dans X . On prend des sous-ensemblesouverts Eo, B , Uy et Vs

de RP , RK , !R“ et IR™ contenant 1'origine respectivement tels que

;.}.: ) EXFXxUexs

...Q.o=:LI:(r°)

Soit du une mesure Euclidean sur T'o et o(SI une mesure

est un difféomorphisme. On pose [o=FExhxUxl, et

¢-invariante sur X .

Lemme 10.1. Pour un élément (3 € CT(K), il existe un unique

élément ig e =Ly tel que

G(Lw) po) da = G ip(m olx
To X

pour tout G GC?ML) . L'application de Ce:(]’.,) dans C:c(:-Qa)

donné par (5»——» ’—f(‘, est continue et surjective et supp :{?8 C :}\E(Suppﬁ ).

Démonstration. Elle est analogue a cell du lemme 13 [i3].
Q.E.D.

Proposition 10.2. Supposons E, et k. connexes. Si T une

distribution H-invariante localement sur {l , il existe une distri-

bution 03 sur UexV, telle que

T = orletg) (@ € CTT)

34
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ou d? est une fonction dans CTY UV.xV, ) donnée par

o (X Y) = o (A0, 9) di oo
EoxFe

Démonstration. Elle est analogue a celle du Théoreéme 20131].

Q.E.D
Un élément nilpotent Xo¢fq est dit fy-distingué s'il
satisfait ug)xonwc&)\;ﬁo (cf. pl03 (36], [40] ). On note A (wy)
la partie radiale de @y en X, concernant ( ExTU, , $e3x Us ) (cf.
Définition §2, [40] ). La proposition suivante que van Dijk et
Sekiguchi ont donnée est la généralisation d'un résultat de Atiyah

pour l'algébre de Lie semi-simple (cf. [11, pl104 [36] , [40] ).

Proposition 10.3. Soit T une distribution sphérique invariante

sur Q. avec un caractére infinitésimal XX . Alors la distribution Ty
induit par | sur ToexV, qui est donnée par la Proposition 10.2

satisfait 1'équation différentielle

() (A @p) £ we = ZR.Y) -~ Aw)) 07 = ©

ou Sgﬁ) est une fonction analytique sur Ux1l/, induit par (5, 2,3)
[ 36]. Si Xo est un élément nilpotent distingué, A(wy) est

déterminé par

2

Xl Alwy) = 2 x, 85 ; YRS G NTC - op S
"2) X At 1 Ol"‘“dx) A +§='). d ‘)99(«'95(6

n D
. + Z O(;ul—g—i;

t 3 Qg

LS‘K}SM.J 911}33(d =2

35



155

ou a;d‘bt) et &G} sont des fonctions analytiques sur (s satisfaisant

Cov
ayer=° ¢ lea, =™ ).
On se restreint a 1l'espace symétrique GxG/G. On utilise

les notations de §6.

Proposition 10.4. Soit T une distribution shpérique invariante

sur ¥ & support singuliére, c'est-a-dire suppT < X~-X' . Elle

est alors identiquement nulle sur tout 1l'espace X.

Démonstration. Par hypothése, 17}- satisfait 1'équation

différentielle (1) de la Proposition 10.3 et supp ’T‘Taéfﬂzva

Si )(B n'est pas kz -distingué, la partie homogéne de degré 2 de

A (wy) en y=o n'est pas nulle (cf. Lemme 4.6 [36]). D'apres la
Proposition 2.2 [36], on a (3=o0 s Xe est un élément nilpotent
distingué, 0= satisfait l'équation différentielle, (2) de la

Proposition 10.3 Soit S est une distribution sur U,. On étend S
a U,xT/, en posant Q§,#)=Q3,ql~) ou i[’a):%@:’a)( Y« S Ox W)y .
Wl —
D'aprés un théoreme 36 (cf. §3 (35] ), on a U:‘r-—-ZC.{g.E S (=@~ .o)) .
' o
Pour 1'équation différentielle (a(wy)+ w‘)U"T — (C+ %) ) O
ol X est un caractere infinitésimal de T . On compare le degré de

chaque cdté :

0
4 R b ()- 9 ¢
A(w“%a‘ S ={ dmly VY)Y -5231 (Rj+2) Q3+ 1)} ol S

+ le degré plus bas

ol

ou o’={ftl oy, ~.0d). On pointe le coefficient de g_:'S . ,sz est
X

somme directe de /J,Qb;ik)—module irréductible de poids dominant

36
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% (\4:7‘1-1) . Ce coéfficient est donc
=

égal a -9), -ﬁ,@a‘a-z)%‘.m <6 . Comme le degré du cOté gauche est
it

Q,/L\,kz,nw k. alors J‘lmﬁxg

strictement supérieur au degré du cdté droit, on a une contradiction.

Par conséquent 1=0 . Q0.E.D.

Théoréme 10.5. Soit () une distribution sphérique invariante

sur X . La restriction de ® a X/ est une fonction analytique.

@ est localement intégrable sur X .

Démonstration. Pour un élément I&X/ , soit &@ le centrali-

sateur de X dans él et 3‘ le sous espace de Cartan de X corres-
pondant & & . On pose }(A: LéaAla'* . Soit @ la restriction a X’
ge

de @ . D'aprés le Théoréme 7.1, on a
A0 4@ = ¥ e®) (DeDW))

m )2
Soit Hi.--.H« une base de & . Pos<?ns Lﬂ=é‘_§ Hd € S?) . on choisit
CJE‘E tel que 0= QO™ +§ Cd‘ LD«%-) €eltd. Evidemment, O est un
opérateur différentiel elliptique analytique. 4\@ coincide, du sens
des distributions avec une fonction analytique sur )J(;/; car
(U - X kzsh"ku)))@@):b. Il existe alors une fonction analytique F
tel que F;@ sur X’ . D'aprés la Proposition 7.2, Fest donné par
la forme ’—?/A ou :f est une fonction bornée localement. Alors F
est une fonction localement intégrable car ,VA est localement
intégrable d'aprés le Théoréme 9.1.

Maintenant @ est donnée par @2 T+ ou S est distribution
sphérique invariante sur )’( 4 support singulier, c'est-3a-dire

supp. > C X\X’ . D'aprés la Proposition 10.4, §=0 . Q.E.D.
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§11. Caractérisation des DSI sur GxG/G.

On utilise les notations dans §6. Soit & un sous-espace de

cartan de g et An= sy - Si &< est la sous-algébre de Cartan

de <3L qui contient (n et LA(TZLle sous-groupe de Cartan de Gr(
correspondant a €. , alors (An)c_ contient Ah. Soit ‘Z*(g—q 1'ensemble
des racihes positives ’de ((3‘,&&), §§7 1'ensemble des racines

réelles singuliéres positives et S;_" 1'ensemble des raéines

imaginaires singuliéres positives. Et posons S‘n: ?p‘_’tuyfn

{
Maintenant supposons que G‘- est acceptable. Alors pour 5)7"2.' i"z
&e:&s\;

on peut définir un homomorphisme §§ de (A.,,_)C dans Cx \}o} par

$p(exp X) = M e,

L =49 se remonte aussi en un homomorphisme f, de (\Ao\-)c
g’l.- 2 et P
dans C* (on utilise la remarque qui suit la définition 4.1 du Chapitre

) - On peut vérifier qu'alors la forme linéaire

On pose pour Qgc¢ Aw

A= T Gaa) A% = Fplar 4%
deXT )

Apo=T-3aa’) St = ep~ (AR @),
JeSy

’ -n{Z)
A;:(Q) = 1T (- ‘fa‘LQ)'i ), E({LQ)'z Py~ PQ<(F( ) ?ﬁ_[&)gg@- ))
velST
(i = # 57~ )

On remplace F parR (resp. I) si X est du cas I (resp. du cas 1II),

et on a donc les notations SEL Zg“ et ?{’ . Pour une racine ole3s?),

on choisit A« € = H@n’h)n(@n’y’) tel que B(H. H)=dlH) pour tout
Lo r / 2 'l’ / '

Hewr . on definit Hy par He=galt< . soit A ®)={acln:4p0)

et W ildn= A}G‘}A@?%(A . Définissons la fonction localement constante
vl

38



158

r (V% n~ v - /.
¢F(w: a) sur ,4(,, par (EF D wa ) = ?F(b: Q) K?{jam')(a) (k)éh/Hm),QéAzxf
Soit ®.,..., 5 un ensemble maximal de sous-espaces de Cartan
§ -invariant non G-conjugués de ﬁz , fixons un ordre pour les
racines de (%‘, &J}C) et posons Ad.:%(@d') ou on écrit , au lieu de
%)
Si @ est une distributions sphérique invariante sur X , alors
la restriction de @ a X'« notée@) est une fonction analytique.

On lui associe la famille des fonctions (K’o')J‘:t,,,,n définies sur par

~ ’

N \
(1) Nila) = /\Z\ﬁ A @LC\) pour a ¢ 4 [
d

Ces fonctions sont ?K—symétriques, c'est-a-dire,
A/.
N ] A ‘ o €
2) XJ'QN&)='ZF@J"C‘) X&)  pour loeTU(Al), )

Réciproquement, si on se donne une famille de fonctions

analytiques sur Aj et EF -symétriques, on peut leur associer une

~
fonction@ , ( -invariante et analytique sur X’par

) (B\;%ay )zi(?z;id’l )LQ\]-' X, Q6A<; 9 O

L,e théoréme ci-dessous caractérise les fonctions X)' pour lesquelles

1'expression

(4) @ H=\ Bofwdx on £e )
/
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définit une distribution sphérique invariante sur

o~

Théoréme 11.1. La fonction -invariante @ sur X' associée

par (3) & la famille (\Ké)j-.:l—“-/'h définit une distribution sphéri-
que @ sur X’ par (4) si et seulement si les fonctions vérifient

les conditions suivantes :

(a-1) 11 existe un homomorphisme X de D) dans € tel que :
a« [
DK; = ;D 7§ pour De L(gy) . ou Ay = x- @)

.
(a-2) Chaque Ki peut &tre prolongée analytiquement de A; a Aa (F

(a-3) Pour tout ée§l,~""7ﬂ et OIGS;{ , posons m:bﬂ;

Soit % le sous-espace de Cartan de 8 une racine imagi- -
nair’e singuliére de i@n obtenu a 1'aide de &, d'une
racine réelle singuliére O dans 9 (cf. Définition 1.4).
Prenons 1'ordre des racines de ¥ ‘pour qui satisfait

-~

a Pkaz_ppb\ . Définissons A7 a partir de @ tel que

~ ’
kY@ - & a¥Hw) @@ @cAy )

Alors

Q. € A&I\A}— \

TG~ 3™ %o
Yestavol

R G2 6™ ) ) = Hy GE W) @)

ol chaque coté dénote la valeur l'imite & Gy quli existe sous les

conditions (4), (a-1) et (a-2).

40



Démonstration. Soit GD la restriction de QD é.X". Alors

d'apreés le Théoféme 10.5, ® est une fonction analytique localement
intégrable. On pose KJI\O) = KE% A7) O « (Qd-zq; ). Pour un

: i ’
élément # de C™X). on définit une intégrale orbitale Hﬁ sur AJ

par

K o) = T Ao 2 @Gag' ) 4 g

G/ZG‘A,'\

D'aprés la formule de Weyl (Proposition 2.1), on a

n R \
= 26 S Ké&m k;la o
A

ou les CJ sont des nombres positifs. Dans le cas ou Xéii , Hirai
a démontré le théoréme (cf. [19) ). Supposons donc que ¥ =~ G/G
Les changements de signe de quﬁ ont lieu sur un réseau, alérs
que les changements de signe de ERQ ont lieu sur les murs des
chambres de Weyl. La situation étant ici, pour cela, différente de

celle du groupe, il faut modifier la démonstration. on définit

une intégrale orbitale %g ( ﬂe<:7$)) sur @ par

Yoy = §) ) T R (X ) de§
C“/Za(sm

- o
ot T®=TolX et 57 Xi= o ) TTHQZW)
xeste) v ~ deSt

EER
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Oon peut obtenir une relation entre les limites de Ké‘ et‘+:; en un
point semi-régulier (méme raisonnement que le lemme 4.3 de [32] ).
La fonction #{ a essentiellement le méme comportement au voisinage
d'un point singulier que 1'intégrale orbitale définie par Harish-
Chandra pour une algébre de Lie semi-simple. On en déduit que ‘fz}
et 4;{ vérifient le théoréme 30 ,p51 [41] . Par consequent,

K¥ et ki? vérifient les relations de sauts données par le théoréme
11, p396 [41] . A l1'aide de ces relatiomnsde saut, on peut démontrer
la méme formule que celle du Lemme 6.4, [19] . Le théoréme se
démontre alors par un raisonnement analoque a celui du §9, [19]

Q.E.D.

Appendice : Un systéme complet de DSI linéairement indépendantes.

Considerons l'espace symétrique ¥ ~aL (3 ,€ )/ v (2.1 ). Bien

que 1'algébre de Lie t&: gl (3 ,C ) soit réductive, on peut aussi

appliquer le théoréme 11.1 pour obtenir les distributions sphé-

riques (invariantes)sur X ([41]1 ). Nous allons, dans ce paragraphe,

donner une base de %;\(X) ( cf. §3 pour la définition ) pour

tout caractére infinitésimal A de DX} C'est parce que les formules

sont plus agréables a écrire pour @lLL(3.,T )/ V(2,1 ) que pour
SLI ,T )/ S0U(C2,1 ) que nous avons choisi de traiter cet

exemple.

Soit O- l'involution définie sur G=GL (3 ,C ) par

0
c@=IgHo on §¥-9 et Ja (lo;oo

00—1
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Le sous-groupe des points fixes de & fixés par O~ est le groupe
H= MUY , V) qui est connexe. On réalise 1'espace symétrique G/H

dans ¥ _—_} 30»(3)" y 366‘ . On vérifie que

X = § xe¢GlB3.C) ; Jx est hermitienne de signature (2,1)9

11 v a deux classes de conjugaison de sous-espaces de Cartan de

(%.6,) = »(HBIGL un2.1)) - On choisit pour représentants

Soit A®et A! des sous-espace de Cartan global de ¥ correspond a R°

et @ respectivement donné par
° } é“et' © o] Soit &= &= =
A - o glefz o : éx : -ta'elk st 2‘3€3=_,‘ Eic‘ }
o o g, ol Soit & = €;=-1. ¢~

v o |€X T vertyse S
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' o v A + 3 P . °
L'espace A’ est composé de trois composantes connexes : A° "= = glgll

A‘Df =% =-1, A:_ L= O=~1| .
E‘l:( $.|=‘

Le groupe de Weyl associé est donné
Y [ o N 2 3« tL
W= NH(A )/ZMA ) = § T, .3 ol Wo échange & ® et &%
W = N QA')/ZH(A' =371, w"‘ ol W, échange Y et L-)’ )

La fonction @ invariante par H associée a un couple (‘f",?') definit
une distribution sphericue sur X = GLB,C)/ ya.l) . Si et seulemet
si elle vérifie les propriétés de Théoréme ii. |
, 3 ‘ .. ' .
soit NeC . On appelle DA (X) 1'espace vectoriel des

distributions sphériques déterminées par le couple (Cf°, <P') ou
- ) J
3@,)) g’) = P(/\) (P pour tout polyndme symétrique |

On veut déterminer l1a dimension de 3,’\ (X) suivant les valeurs de
Ry e . .
Comme We permute les éléments de A: et ceux de Az il suffi

-~ , . © o . . }
déterminer ® sur et avec pour seule condition
(-4 {

(i) P @)= — P’ car W, stabilise AS

On introduit les notations suivantes:

pour T == &, A ) . <P°(T) = (P:( e*'e; o

0 (M) etl
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e o /|- ok
PO = 9° ((f ;’hg )),

O 0‘e12

Pcur ®=QHEG,'U,7&~36)

U=-21)
‘ A o ¢
@ = ¢ (exp 0 u o )
-6 o #
La condition (i) s'ecrit pour P' : PG ®) = P'®)
Il suffit donc de déterminer ¢P' pour PP <M . Pour déterminer

%/\()/() il est équivalent de déterminer les triplets de fonctions

Lp", (P;’ et CP' telles ques

(i3 P =- PN on weQ@uiA) = U A 4)
(L) P et P € C=WRY) Pt e € (Rx (o )

(i) Pour tout plynome P symétrique
_a__ _g___ l © Y
PG 5% 55) P =P G=o 1)

P(Bﬁ a’u’ae)({)gpm)({)

ou P’ est écrit dans la base X = %89 Y= g ? 8 z:,[’ © ? \“\
" (ccqc:}’ ‘ (L 00)’ \figtg)
d__d ) o . d

i .
(éix_, ) P = i a7 *@ |, ()
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Oon va appeler :

%‘:A 1'espace vectoriel des triplets verifiant (W) et (iir)

8/\ 1'espace vectoriel des triplets verifiant (u ), (i) et (jv)
Alors ?\( est le sous-espace IA des triplets de E/\

verifiant (7).
(A) cas ou A est régulier .8 A% A
a) cl:m- ‘,‘ﬁ/\ = [8

Un utiiise un résulttat classique (cf. Varadarajan p.61 4|1 )
pour montrer que

AT > / T
éov + An éO.A'” 7

/

CP:(T) = 2 A0~
€S,

o ,w T
Po(T) — Z:S £, STATS « AL Q(cr/l w, T
(8 N
, A,'WA@ >

\ o€ 83

On introduit W, .pour simplifiée l'écriture des conditions de saut.

b) Ecriture des conditions de sauts
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pour tout O~ € S;

ML) <= Ap-An = - do- db)

@) <= Ae- 4, = ‘(Olo. oA Fr> X _g(tr/\,?n) )

pour tout d—(—\?g
ot }n: Qiﬁ,0,~‘£({\\)
)

les constantes ( pour L\ng

On peut fixer arbitrairement

A0-+A;~, jofi‘ia{ , dcr’ Q)’m

d'ou dim &y = 12

Pour étudier la condition d’'invariance par Weo ii faut exhiber

une base de .
€A
Solutions nulles sur A'( oa=od,/ = o )

(O

AT . e</\.'~».T>
By ¢ §A,T7+&</\,w.‘l‘>

An o

o)
©
\

sont des éléments indépendants de

gA(r/\, Bo—/\ ek 833

Solutions non nulles sur A' ( en prenant AstAy =0 et ja,.-‘-;(-;

elles sont indépendantes des précédentes)

= O
Posons % ol-o = (3
| ole< A, Sno Y e—</\,}n> =F/
R </\:3 l> ’<A?‘>
l Cwo 1) | aw # o n <=? }L\—~Aj Q.Z
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En prenant 43 =-9, (gf= o :

SATY LA WT
Cp = o
A, B3r> a0 @-Fr) s

9 d + €

Q<A'?‘R7_ e—(A,}n7
Fn prenant @:0, (3’-_-_9

o

AT <A WT
Dy = 4 € e

B >
e</\,@> o< AW

-

-2
L e(/\/.sn>-é‘</\,?n>

</\,?q\7 | e"</\,}'ﬁ>

2 cao € = O A~z (—Z* . Posons m=T A3,

Les conditions de saut s'écrirent
A-A = - (d—-d") = 1" &-1")
En prenant oto'=2, (3= ©
0
Er = 0

<N.O> w7 ®

Q<AIT7 _ Q<Alw“'r>

FA _ ™ § SATY Q</\,'w(‘1‘7 }

<A B oA w07 %
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On en déduit une base EA dans les fifférents cas.

et dima EA-:.IQ
cas 1. xl—x‘) éz
Base : { Asr , Ben, Con. Dons o- ¢ As S

cas 2. -~ A; € x* A~ &2

Base : ADA , Bea pour o~(~83

Ean. Ta
Co/\ ) Do-/\ pour o € S) \ ;IJT(

cas 3. Ai ")\a 6‘2’
pase | Aon, Ben. Eoa, Fon i o €85}

c) Condition d'invariance (1)

On veut déterminer le sous-espace vectoriel des éléments

ie ~§/\ verifiant la condition ( 1i’). Pour cela il suffit
le regarder la composante definie sur A: . Il est clair que
Bea , Dopn . Eoea apparitiennent a i/\ . D'autre part F/\

3 C/\ ayant la méme composante sur A: , il est inutile

e distinguer les 3 cas ci-dessus. L'élément R %Atr/\ + ‘a,. CU‘A
erifie (1) si et seulement si pour tout 0~683¢s %n a :

’v Xo-+ ‘anr = —9(».,0,«0,,.1- ’?'%,U.O'

49
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L'espace i/\ est donc de dimension
/ NS
dim DACK)=9
et 11 a pour base

{ BO-A P DO‘A ’ CO-/\ -AcnrA + Art‘&/\ ; 0"683‘4

ou | =W Wo

Remarque. Si on se trouve dans les cas 2 ou 3, il faut remplacer

ci-dessus U par B et ¢ par F

En particulier of,/\ contient ( dans le cas 1 )
6/\ = CA—t Ccc;\«- C’t’/\

(B) cCas od /\ est "semi-regulier” =2 % A
On pose N,=Az=7\ A= g (7\*[‘ ).

Le stabilisateur de A\ dans 03 est le sous-groupe M,w.}.

Les polynomes harmoniques relativement a ce sous-groupe sont

engendrés par 1 et XA;-As . Le triplet ¢( ‘;P°, (P? , (P' )
appartient a 9—{7\ si et seulement si
° / {o-N,T?
P CT) = = (Aot A Gi-t)) €
oes,
<oN, U7

o = o~ jé%t"‘ﬂ])) <
P~ = Won
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@@= = '(O}m‘f A 2?9) e<O~A/®7

(o AN

ou A, A . A . A, ol et d’ appartiennent a C

T
b) Ecriture des conditions de saut : A3=} 1, . 3,'(""f‘\)tw~

(D) &= A./=-ol.'

2 @t Acr )+ Q- ) U - Are) = - 9 @ 40k42) ~Rp) Gl - o)

D A ay

2 @t + if”v)-\- A-r) & - Av)

—My; (A~ Wiy
="Q(d'€ e()\ M) ‘l't‘t.d’/cb_e(?\k)z )

Q-plim

- 9 (et 2imatd ) 82T (e e ik 2

On peut fixer arbitrairement les constantes ( pour 0~€A3 )

do, AL Am, Ao, Ab—Ad  A-dw

d'ou dim §o = 4

ixhibons une base de §/\ :

Solutions nulles sur A! KOIa\.z d; =0 )
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AT étAfT) AT

e t e Ay §<‘t/lT7 <7
M= 1 © . An= A=l o |
0 o
o
o © ¢
ATy ' &ATY TS AT &y
B = B | SV ENT B £ 7T
0 o o
F AT
1- ——L‘—Q“ G ty)) = AT -
( =M ) (1+ QA-pH =)
Cp= | *
A o)
|0
0

- AT - et
Dam § ST (1 B gy) . Ty Bt )

0

- . |
Solutions non nulles sur A"

© (j?‘*l) Q<A">
Ea=¢{ o kp- QAT
B &= A0)
A BWD
° 21 g &5 ADB>
o

G"/\"‘= %& sm@-p)T . (A7) [étA'Tj—t LAT? ]

<A B> N .
e N Q<T/l,®>
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S gy [T &N

Q

A B> 0.0

HA: ~Rep) cos Q- -4 [ ‘éQA'T>+ é(tLA"T) ]

0

. ' &N, T LT
I/\= [%—‘J‘_’ cos A-pax ~1S‘.».k~/4)ﬂ](z}.—2t; MRS + o }

950 [éfm.@ >; Q<cw\,@>)
"‘ér—ﬂ}) [§§§4,1v>_t Qﬁ‘”«fT:)J

In=

[Qvf«) sald-p T - cold-p) G - 1) [%<1A,T>+ oA, T

D <A ¢
Ig§ﬁ/LQB + < A Q))_}

J

20

c) Condition d'invariance (1')
I1 est clair que BA ; BX i BX . r)A i E%« , CﬁA , ]J\
rifient la condition (1'). Le sous-espace vectoriel supplémentaire

ns éfA est engendré par

HA“'Ait IN et 2Ar— Ar +Ca- A-p A

d'ou V{b\\ i/\ =q

)
Remarque : Les seuls éléments de J:A non nuls sur /10 sont

s multiples de

2Ar- Aat Ca- L;f‘_ IA
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cas ou /| est "singulier" A= h=As

CH
a) ci‘.m. c;I:I/\ = l?

Le stabilisateur de /\ dans Oy est O3 lui-meme. L'espace

}( des polynomes 0y -harmoniques est de demension 6.

a base 1 A - Ao A~z

%z"ﬂ})‘ /.(11'/13 ~l7‘|) ! (7*1*#1)(7&‘\’7“’11?)3
A oA~ A (A=A + 4 A=)

Il

t— ?*l""?t: ,5___ /'ké'/t? ) ,M:_fl

Posons pouc T = ( t\ . "11: 13 \ - S

L'espace }(’ est engendré par

C P=1 ., P=m-t

< R=3% , P3,’—‘ u-A4)"= 332
Pe=13 (u-71)

L Pe=3 0 - — 30

{On a remplacé } par 10

Posons
dans les P) )

( Qb= 1 ' Q' = 'D\—/T

|

I Q=0 . = u-Hr 36t
Q= Ab @-7)

L Qo= 16 et 6)

\
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On obtient alors :

SATH

CP:U')== Et Ak P

o
)]
[#4

. I
PrM = = Aupp 2NTO

| I ®
(P@): hi; A Qu e ou Ap, Aretope €

b)) Feriture des conditions de sauts

Avec les nouvelles variables on peut écrié :

d o Cd .
i‘” IR NN Rl I
(i(JT.\ ;f%‘(ﬁb 5—°—i%5<?‘}0=°

Q. T >
Q lé/\,@>_— QALQTfl\) )

On en deduit ( car _

KI)@ Az=*d1 s Ak =-ae  Ar = s

)<= A = —G—3Tdst bRl
?hﬁ = —dk‘ : /7".(‘ = -——ol‘~
pour ;a 0, i les Ah-

On peut fixer arbitrairement les QH

et les #h- pour | = 0., 3

d ou Qt“ <?/\ = [2
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Exhibons une base de }/\ .

Q</\,'T> o 3 )
’ (/\,T) A =
A/\: o) / A/\ e ! A o
o 5 B>
(@A t) <AT> © \AT) / ©
BA= \ o RA— (W-1) = Bp= % O ®
[Q-1r-2y° )eq T2 0
CA—-{ o , Ca= Q@A-#)‘—z;l) N
D/\——- 3 eAT> Fa= S (uot) 8 <AT
y <A D
PSIECK A (u-1) S
AT
© " —;[&wr SME
ba=1 6im3 =’

<A®> Cn= 3la-t)-3+ ) - Eﬁ})q“)_

L (u-hH 36 ) @
\ . / )
A0l - ) oV ®
c) Condition d'invariance.

Les polynomes O3 -harmoniques vérifiant PQ)\).,T):—~ Ph‘) sont

engendrés par :

P~ P Uh=-A0
D, +2 P, (Qh“ﬂ\)(#u“‘ A sl/‘b) \)
| Pr
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On en déduit que C(Ak f/\ :Ci et que ‘f/\ admet pour base :

solutions nulles sur A: . A/l\ ) A;\ ’R//‘, B:}\ ) C//) , ’FA

Solutions non nulles sur ng : E’A’b E/\ , CA“I- E/\ , G/\
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