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非可換解析と非可換幾何へ
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前田吉昭 (Yoshiaki Maeda 慶大 理工)
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要旨

1927年 Pauli により提唱され (翌 1928年 Dirac 方程式が創られその脚光の
影に隠れてしまっ) た、 spin をもった $Schr\tilde{o}dinger$方程式を Pauli方程式とい

う。 この方程式の初期憤問題に関する基本解を superanalysis ( $=$ superspace 上

の解析) を用いて構成する。 ここで用いる解析は Dirac方程式の解法に用いる事

が出来るのは勿論だが、一般の (対角化可能でない) 微分方程式系の取り扱いに

新しい方法を与えるものと考えられる。

1 問題設定

$R^{m}$ 上で次の初期値問題を考える。

$\{\begin{array}{l}\underline{\hslash}_{\frac{\partial\psi(q,t)}{\partial t}}=(H\psi)(q,t)\psi(q,0)=\psi(q)\end{array}$ (1)

但し、

$H=-\sum_{j=1}^{m}(\frac{\hslash}{i}\partial_{q_{j}}-A_{j}(q))^{2}+\frac{\hslash}{2i}\sum_{j,k=1}^{m}F_{jk}(q)\gamma^{j}\gamma^{k}+\Phi(q)$ . (2)

ところで (2) は、次のように書き換えられる。

$H=\psi_{A}^{2}+\Phi(q)$ , $\psi_{A}=\sum_{j=1}^{m}\gamma^{\dot{\mathcal{J}}}(\frac{\hslash}{i}\partial_{q_{j}}-A_{j}(q))$ . (3)

ここで、 $F_{jk}(q)$ は $R^{m}$ 上で与えられる滑らかな external gauge potential $A=\Sigma_{j=1}^{m}A_{j}(q)dq_{j}$

により

$F_{jk}=\partial_{q_{j}}A_{k}-\partial_{qk}A_{j}$ (4)

数理解析研究所講究録
第 692巻 1989年 1-21



2

と書かれ、 $\Phi(q)$ は $R^{m}$ 上で与えられる滑らかな potential $function$、 $\{\gamma^{j}\}_{j}^{m_{=1}}$ は次式を満

たす ((Euclidean) Dirac 行列と呼ばれる) r $\cross$ r-Hermite 行列

$\gamma^{j}\gamma^{k}+\gamma^{k}\gamma^{j}=-2\delta_{jk}$ (5)

を用いて表現される。 この時、 $\psi(q, t)$ は $R^{m}\cross R$上の各点 $(q,t)$ で定義される $C^{r}$ 値の関

数となる。但し $r=2^{l}$
、 $l=[m/2]$ 、 臼は Gauss 記号。

考え方を明らかにするために $Fey_{TI}nan$ の heuristic $ar_{\Leftrightarrow}ument$ を思い出そう。 (Copen-

hagen 解釈によると) 量子力学においては、時刻 $t$ における一粒子の状態は配位空間 $R^{m}$ 上

の Hilbert 空間 $L^{2}(R^{m})$ の元 $u(x,t)$ で表され次の Schrodinger 方程式を満たすとされてい

る。

$\frac{\hslash}{i}\frac{\partial}{\theta t}u(x,t)=\frac{\hslash^{2}}{2JI}\triangle u(x,t)+V(x)u(x,t)$ , $u(x,0)=\phi(x)$ . (6)

ここで

$H= \frac{\hslash^{2}}{2M}\Delta+V(\cdot)=H_{0}+V$ (7)

は $L^{2}(R^{m})$ 上の自己共役作用素を定め、 $e^{-}\overline{\hslash}$

:
は強連続なユニタリ群を生成する。 故に

Stone の定理より上の問題は次の形の解をもつ。

$u(x, t)=(e^{-\pi^{tH}}\phi)(x):$ . (8)

一方 Lie-Kato-Trotter の積公式より

$e^{-}$ 五 $tH=S- \lim_{karrow\infty}(e^{-\pi^{:}\tau^{\iota_{V}:t}}e^{-\pi\tau^{H_{0}}})^{k}$ (9)

となる。初期但 $\phi$ の性質が良い時は

$(e^{-\frac{t}{k}H_{0}}: \overline{\hslash}\phi)(x)=(2\pi i\frac{\hslash}{M}t)^{-m/2}\int e^{:M(x-y)^{2}/2\hslash t}\phi(y)dy$ (10)

と表されるので

$(e^{-\frac{:}{h}tH} \phi)(x)=s-\lim_{karrow\infty}(2\pi i\frac{\hslash}{M}t)^{-m/2}\int\cdots\int e^{\frac{:}{\hslash}S_{t}(x_{k},\ldots,xo)}\phi(x_{0})dx_{0}\ldots dx_{k-1}$ (11)

となる。 ここで xk=x 、また

$S_{t}(x_{k}, \ldots, x_{0})=\sum_{j=1}^{k}[\frac{M}{2}\frac{(x_{j}-x_{j-1})^{2}}{(t/k)^{2}}-V(x_{j})]\frac{t}{k}$ (12)

とおいた。 Feynman は $\gamma(t)=x$ となる path $\gamma(\cdot)$ に対して上の $S_{t}(x_{k}, \ldots, x_{0})$ の $karrow\infty$

での極限が

$S_{t}( \gamma)=\int_{0}^{t}L(\gamma(\tau),\dot{\gamma}(\tau))d\tau$ , $L( \gamma(\tau),\dot{\gamma}(\tau))=\frac{M}{2}\dot{\gamma}(\tau)^{2}-V(\gamma(\tau))$ (13)
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となり、 そして形式的に path space 上の測度を $d\gamma$ $=$ (normalizing $constant$ ) $\coprod_{0\leq\tau\leq t}d\gamma(\tau)$

とすると、 (11) は次の表示を持つことに注目した。

$\oint_{C_{e,x}}\rho^{\frac{:}{\hslash}S_{t}(\gamma)}\phi(\gamma(0))d\gamma$ where $C_{t,x}=\{\gamma\in C([0, t];R^{m});\gamma(t)=x\}$ . (14)

よく知られているように、 $d\gamma$ が悪名高くそして魅力的な Feynman 測度である。

藤原 [9] は 1979年 $Schr\hat{o}d\dot{m}$ger 方程式の基本解の構成という形で上の議論を正当化

した。 より正確には、 poteni ial $V$ が滑らかで $|\alpha|\geq 2$ に対して $|\partial^{\alpha}V(x)|\leq C_{\alpha}$ となる時 Y
’

古典力学より定まる量を用いて parametrix を構成しそれが $L^{2}(R^{m})$ 上で有界に成ることを

示した後、時問の分割を紹かくしていく時対応する作用素の積が求めたい基本解に一様に

収束する事を鉦明した。 彼の議論は $La_{o}rangian$ formulation に基づき Fourier変換を用い

ないものであった。 それ故 $R^{m}$ でなく より一般の多様体上の熱方程式に対して適用でき

て、物理学者のいう $(1/l2)R$ の問題 (quantization problem. on curved manifold) に数学と

しての一つの解答を与えることが出来た (井上 - 前田 [13])。 (古典力学的量から量子力学的

量を作り出す事を、広い意味での量子化と云おう。)

さて古典力学は Lagrangian formulation から Hamiltonian formulation へと拡張さ

れたが、 その考えで北田 [16]. そして Intissar [15] は Hamilton 関数 $H(t, x, \xi)$ に対する

量子化を与えた。 すなわち適当な $H(x, \xi)$ に対して

$(H^{w}(x,D) \phi)(x)=(2r\hslash)^{-m}\iint e^{(x-y)\xi}\overline{\hslash}H(\frac{x+y}{2},\xi)\phi(y)dyd\xi$
:

(15)

とおく と、

$i \hslash\frac{\partial}{\partial t}\psi=H^{w}(x,D)\psi$ , $\psi(0)=\psi$ (16)

の初期笹問題の基本解、より正確には parametrix は

$(E^{w}(t,s) \psi)(x)=(2\pi\hslash)^{-m}\int\int\mu_{H}(t,s, \frac{x+y}{2},\xi)e^{\tau^{\{(x-y)\xi+\phi_{H}(t,s,\frac{x+y}{2},\xi)\}}}\psi(y)dyd\xi$
:

(17)

なる形で与えられる。 但し、 $z=(x, \xi)$ 、 $J=(\begin{array}{ll}0 I-I 0\end{array})$ とし

$\{\begin{array}{l}\partial_{t}\phi_{H}(t,s,z)+H(z-\frac{1}{2}J\partial_{z}\phi_{H}(t,s,z))=0\phi_{H}(t,t,z)=0\end{array}$ (18)

$\{\begin{array}{l}\partial_{t}\mu_{H}(t,s,z)+\{I\partial_{z}H(z-\frac{1}{2}I\partial_{z}\phi_{H}(t,s,z)),\partial_{z}\mu_{H}\}-\frac{1}{8}tr(H’’I\phi_{H^{u}}I)\mu_{H}=0\mu_{H}(t,t,z)=1\end{array}$ (19)

但し、 $H”$ と $\phi_{H’’}$ は $H$ と $\phi_{H}$ それぞれの Hessian 行列の $z-(1/2)J\partial_{z}\phi_{H}(t, s, z)$ での 1直

とする。上式より $\phi_{H}(t, s, x, \xi)$ は Hamilton-Jacobi 方程式を、 $\mu_{H}(t, s, x, \xi)$ は連続の方程

式を満たす事がわかる。

ここで Feynman &Hibbs [8] の 355頁より次を引用しよう :
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“. .. path integrals $suffer\cdot grievously$ from a serious defect. They do not permit

a discussion of spin operators or other such operators in a simple and lucid

way. They find their greatest use in systems for which coordinates and their

conjugate momenta are adequate. Nevertheless, spin is a simple and vital part

of real quantun-mechanical systems. It is a serious linitation that the half-

integral spin of the electron does not find a simple and ready representation. It

can be handled if the amplitudes and quantities are considered as quarternions

instead of ordinary complex n!mbe, but the lack of commutativity of such

numbers is a serious complication.”

もう一つ、岩波現代物理学の基礎 量子力学 I(第 2版) 246頁より:

スピン角運動量の演算子は軌道角運動量 $L=x\cross p$ のように正準変数で表

す事が出来ない。あるのは行列表示のみである。

我々は、 Pauli 方程式を行列及びそれが働く縦ベクト $J1$,として表現せずに、 非可環代数

上に単独の方程式が与えられたと考える。 これにより、 Pauli方程式に対応する古典的 Hamil-

tonian ( $=$ super Hamiltonian) を定めることが出来、それから決まる古典力学 ( $=$ pseudo

classical mechanics) を考え Intissar 等の議論を繰り返す事ができる $\circ$ 即ち、 Feynman の

言の最後の部分を quarternion algebra ではな \langle Grassmann algebra を持ちいる事によっ

てほぼ裏付け、更に上の日本語の引用とは異なり スピン角運動量の演算子は非可換体上の

古典力学を考える事により正準変数 (の Fourier 変換) で表しうる事になる。 これの具体的

表示とか、我々の構成した基本解の kernel の各点収束等は近い将来に論じる事にする。 ま

た、何故 (Dirac でなく) 今更 Pauli 方程式かという疑問にはこれも別の機会に論じよう。

(詳しくは、井上 - 前田 [14] を参照。)

なおこの文の最後に、 Schr\"odinger 方程式と Pauli 方程式の基本解の構成法の比較を一覧

表にしておく。

2 Clifford $algebras_{\backslash }$ spinors $\xi$ super Hamiltonian

正定値の内積 $(\cdot, \cdot)$ をもった $N$ 次元の実ベクトル空間 $V_{N}$ を考え、 $\{e_{A}\}_{A=1}^{N}$ をその正規

直交底とする。基底の間に積 $e_{A}e_{B}$ (Clifford 積) を

$[e_{A}, e_{B}]_{+}=e_{A}e_{B}+e_{B}e_{A}=-2\delta_{AB}$ (20)

なるように定義し\mbox{\boldmath $\tau$} Clifford algebra $Cl(V_{N})$ を次のように導入する。

$w= \sum_{|a|\leq N}w_{a}e^{a}$
with $w_{a}\in$ C. (21)
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以下 $a,$ $b,$ $c,$ $\cdots$ は各成分が $0$ 或は 1の多重添字で $a=(a_{1}, \ldots, a_{l}v)\in\{0,1\}^{N}$ に対し $|a|=$

$\Sigma_{A1}^{N_{=}}a_{A},$ $e^{a}=e_{1}^{a_{1}}\cdots e_{N^{N}}^{a}$ とする。 ((20) に現れた Clifford 積の具体的な構成に関しては
Bracky, Delanghe &S $0$mmen [3] 等を見よ。)

$N=2I$ の場合は $V_{N}$ に新しいベクトル $\{e_{-1}, e_{0}\}$ を付け加えた空間 $V_{N+2}$ に内積を拡張

し $\{e_{-1}, e_{0}, e_{1}, \ldots, e_{N}\}$ が正規直交底となるようにし、 $j=0,1,$ $\cdots,$
$l$ に対し

11
$\sigma_{j}=\overline{\sqrt{2}}^{(e_{2j-1}}+ie_{2j})$ ,

$\overline{\sigma}_{j}=\overline{\sqrt{2}}^{(e_{2j-1}-i\epsilon_{j})}\underline{9}$ (22)

とおく。 $N=2l+1$ の時は $\{e_{0}, e_{1}, \ldots, e_{N}\}$ を $V_{N+1}$ の正規直交底にとり $j=0,1,$ $\cdots,$
$l$ に

対し

$\sigma_{j}=\frac{1}{\sqrt{2}}(e_{2j}\div ie_{j\sim’+1})$ , $\overline{\sigma}_{j}=\frac{1}{\sqrt{2}}(e_{2j}-ie_{2j+1})$ (23)

とおく。 こうすると $N$ の偶奇にかかわらず、 $j,$ $k=0,1,$ $\cdot\cdot;,$

$l$ に対し

$[\sigma_{j}, \sigma_{k}]_{+}=0$ , $[\overline{\sigma}_{j},\overline{\sigma}_{k}]_{+}=0$ and $[\sigma_{j},\overline{\sigma}_{k}]_{+}=-2\delta_{jk}$ (24)

が成立する。

定義 2.1 1. $Gr(l+1)$ を $\{1, \sigma_{0}, \ldots, \sigma_{l}\}$ で生成される $C$ 上の free $algebra_{\backslash }\overline{G}r(l+1)$ を

$\{1, \overline{\sigma}_{0}, \ldots,\overline{\sigma}_{l}\}$ で生成される $C$ 上の free algebm とし、 それらを polarized Grassmann

algebras と呼ぶ。

2. $Gr(l+1)$ (resp. $\overline{G}r(l+1)$) の元で

$\psi=\sum_{|a|=even}\psi_{a}\sigma^{a}$
with $\psi_{a}\in C$ (resp.

$\psi=\sum_{|b|=even}\psi_{b}\overline{\sigma}^{b}$
with $\psi_{b}\in C$ ) (25)

と表されるものを $S$ (resp. $\overline{S}$) とおき、 $\psi\in S$ は spinor (resp. $\overline{\psi}\in\overline{S}$ は $anti-$

spinor) という。 $S$ (resp. $\overline{S}$) は複素 2し次元ベクトル空間をなす。

3. (複素)共役 $*:Sarrow\overline{S}$ (resp. $*:\overline{S}arrow S$) を (25) で表示される $\psi$ に対して $*\psi=$

$\sum_{a}\overline{\psi}_{a}\overline{\sigma}_{a}$ (resp. $* \psi=\sum_{b}\overline{\psi}_{b}\sigma_{b}$ ) と定義すると $*^{2}=Id$ を満たす。 $\psi,$ $\psi’\in S$ に対し内

積を

$( \psi,\psi’)=\psi\rfloor*\psi’=\sum_{a}\psi_{a}\overline{\psi}_{a}’$ (26)

によって定める。 ここで、 $S$ は $2^{l}$ 次元の exterior $algebra_{\backslash }\overline{S}$ はその dual と考えら

れ、 」は $S$ と $\overline{S}$ の間の interior product とする。 また、 $\psi\in S$ のノ $js$ム を $|\psi|^{2}=$

$(\psi, \psi)$ と定める。 ( $|\cdot|$ は色々な意味に使われているが混乱はないだろう。)
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少々天下り的だが、 $Cl(V_{N})$ の spinors 上への表現 $\rho_{0}$

$[\rho_{0}(e_{A})_{j}\rho_{0}(e_{B})]_{+}=\rho_{0}([e_{A}, e_{B}]_{+})=-2\delta_{AB}$ for $A,$ $B=1,$ $\cdots,$
$N$ (27)

を次のように定める。 $N=2l$ の時は $j=1,$ $\cdots,$
$l$ に対し

$\{\begin{array}{l}\rho_{0}(e_{2j-1})=(\sigma_{0}\perp_{I}\overline{\sigma}_{0}\rfloor)(\sigma_{j}+\overline{\sigma}_{j}\rfloor)\rho_{o}(\rho\backslash \vee 2j,,=i^{/}|\backslash \sigma_{0}\frac{|}{|}\overline{\sigma}_{0}\rfloor)(\sigma_{j}-\overline{\sigma}_{j}\rfloor)\end{array}$ (28)

とおき、 $N=2l+1$ の時は $j=1,$ $\cdots,$
$I$ に対し

$\{\begin{array}{l}\rho_{0}(e_{2j-1})=i(\sigma_{0}\frac{|}{}\overline{\sigma}_{0\lrcorner^{|}})\mathfrak{l}_{\backslash ’}\sigma_{j}-\overline{\sigma}_{j}\rfloor\grave{)}\rho_{0}(e_{2j})=-(\sigma_{0}\frac{t}{|}\overline{\sigma}_{0\lrcorner^{|}})(\backslash \sigma_{j}+\overline{\sigma}_{j}\rfloor)\rho_{0}(e_{2l+1})=_{-}il_{\backslash }\sigma_{O}\overline{l’}\overline{\sigma}_{O\rfloor^{|}J}{}^{t}(\sigma_{0}-\overline{\sigma}_{0_{A}}|)\end{array}$ (29)

とお \langle 。例えぱ、 $N=3$ の時

$\rho_{0}(e_{1})=(\begin{array}{ll}0 li 0\end{array})$ , $\rho_{0}(e_{2})=(\begin{array}{l}0-ii0\end{array})$ , $\rho_{0}(e_{3})=(\begin{array}{l}100-1\end{array})$

とできる。

定義 2.2 1. $R^{m}$ 上の二つの vector bundles $\pi$ : $S=R^{m}\cross Sarrow R^{m}$ と $\overline{\pi}$ : $\overline{S}=R^{m}\cross\overline{S}arrow$

$R^{m}$ は、 それぞれ spin $bundle$
、 anti-spin bundle と呼ばれる o

2. $\Gamma(S)$ は $S$ 上の連続な sections, $\Gamma_{0}(S)$ は $S$ 上の連続な sections で $R^{m}$ 上コンパ

クトな台を持つものとする。 $\Gamma^{\infty}(S)$ は $S$上の滑らかな sections、 $\Gamma_{0}^{\infty}(S)$ で $\Gamma^{\infty}(S)$ 寡

$\Gamma_{0}(S)$ を表す。

3. (25) を用いて\mbox{\boldmath $\tau$} $\Gamma_{0}(S)$ に内積とノルムを

{ $\psi,$ $\psi’\rangle$ $= \int_{R^{m}}(\psi(q),\psi’(q))dq$ , $||\psi||^{2}=\{\psi,\psi’\rangle$ (30)

と定める。 また、 $L^{2}(S)$ で $\Gamma_{0}(S)$ の完備化を表し $S$ 上の二乗可積分な sections とい

う。

次に無限次元の Grassmann algebraが及びそれから定まる superspace を用意し、 $\Gamma^{\infty}(S)$

の元とその superspace上の偶 superdiffferentiable関数の対応を定める: $(m, l+1)$ 次元 su-

perspace $R^{m,l+1}$ の偶座標を $x_{1},$ $\cdots$ , xm 、奇座標を $\theta_{0},$

$\cdots,$
$\theta_{l}$ とし、 $R^{m,l+1}$ 上の偶 superdif-

ferentiable 関数全体を $C_{e^{\infty}}$ ( $R^{m}$ l+l) 、写豫 $\neq:\Gamma^{\infty}(S)arrow C_{e}^{\infty}(R^{m,l+1})$ を

$( \#\psi)(x, \theta)=\sum_{|a|=even}\psi_{a}(x)\theta^{a}$
(31)
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と定義する。 ここで $\psi(q)=\sum_{|a|=even}\psi_{a}(q)\sigma^{a},$ $\psi_{a}(x)$ は $\psi_{a}(q)\in C^{\infty}(R^{m})$ の偶の Grass-

mann continuation である。逆に、 $q=$ $(q_{1}, \cdot q_{m})\in R^{m}$ を $R^{m,0}$ 上の点の body part と

考えて $u(x, \theta)\in C_{e}^{\infty}(R^{m,l+1})$ に対し

$(bu)(q)=u(q_{1}, \cdots, q_{m}, \sigma_{0}, \cdots, \sigma_{i})$ (32)

と定める。 ここで $C_{e0}^{\infty}(R^{m,l+1})$ 上の $L^{2_{-}}$ ノルム $||\cdot\Vert$ を標準的に定めると $\psi\in\Gamma_{0}^{\infty}(S)$ と

$u\in C_{e0}^{\infty}(R^{m,l+1})$ の間に次式が成立する。

$||\neq\psi\Vert=\Vert\psi||$ , $\Vert bu||=\Vert u\Vert$ . (33)

これより、正の定数ゐ $(0<\hslash\leq 1)$ と上に定めた $\#$ と $b$ を用いて、 $Cl(V_{IN})$ の表現

で $\#\rho b$ が $R^{m,l+1}$ 上の偶の微分作用素なるものを構成できる。即ち、 $N=2l$ の時 $i=$

1, $\cdots,$
$l$ に対して

$\{$ $\rho(e_{2j-1})\rho(e_{2j})$ $== \frac{\overline\hslash-1:_{b}}{\hslash}b(\theta_{0}+.\frac{\partial\theta 0_{\partial})}{\partial\theta_{0}})(\theta_{j}-\frac{\partial_{j\partial})}{\partial\theta_{j}})(\theta_{0}+\frac{\hslash}{i}\frac{}{\underline,1\hslash\partial}(\theta_{j}+\frac{\hslash}{i}\frac{}{\underline,:\hslash\partial\theta}\#_{\#}$ (34)

とおく。 $N=2l+1$ の時 $j=1,$ $\cdots,$
$l$ に対しては

$\{\begin{array}{l}\rho(e_{2j-1})=\frac{-1}{\hslash}b(\theta_{0}+\frac{\hslash}{i}\frac{\partial}{\partial\theta_{0}})(\theta_{j}-\underline{\hslash}\frac{\partial}{\delta\theta_{j}})\#\rho(e_{2j})=-\overline{\hslash}b(\theta_{0}+\underline{\hslash}\frac{\partial}{\partial\theta_{0}})(\theta_{j}+\underline{\hslash}\frac{\partial}{\partial\theta_{j}})\#\rho(e_{2l+1})=\frac{-1}{\hslash}b(\theta_{0}+\frac{\hslash}{i}\frac{\partial}{\partial\theta_{0}})(\theta_{o-}^{\underline{\hslash}}\frac{\partial}{\partial\theta_{0}})\#\end{array}$ (35)

とおく。 これらの表現と Appendix で定めた Fourier 変換を用いると、 (2) で与えられた

作用素の symbol $H=H(x;\xi, \theta;\pi)$ が $H(x;\xi, \theta;\pi)=H_{B}+H_{S}$ と定義できる。 ここで、

$H_{B}=H_{B}(x; \xi, \theta;\pi)=\sum_{\mu=1}^{m}(\xi_{\mu}-A_{\mu}(x))^{2}+\Phi(x)$ . (36)

また, $H_{S}=H_{S}(x;\xi, \theta;\pi)$ は次のように与えられる。

$\bullet$ $m=2l$ の時

$H_{S}= \frac{1}{2}\sum_{j,k=1}^{l}\{(F_{2j2k}(x)-F_{2j-12k-1}(x)-2iF_{2j2k-1}(x))\theta_{j}\theta_{k}$

$+(F_{2j2k}(x)-F_{2j-12k-1}(x)+2iF_{2j2k-1}(x))\pi_{j}\pi_{k}$

$-2(F_{2j2k}(x)+F_{2j-12k-1}(x)-iF_{2j-12k}(x)+iF_{2j2k-1}(x))\theta_{j}\pi_{k}\}$ . (37)

$\bullet$ $m=2l+1$ に対しては

$H_{S}= \sum_{k=1}^{l}\{(F_{2l+12k-1}(x)+iF_{2l+12k}(x))\theta_{0}\theta_{k}+(F_{2l+12k-1}(x)-iF_{2l+12k}(x))\pi_{0}\pi_{k}$

7



8

$-(F_{2l+12k-1}(x)-iF_{2l+12k}(x))\theta_{0}\pi_{k}+(F_{2l+12k-1}(x)+iF_{2l+12k}(x))\theta_{k}\pi_{0}\}$

$+ \frac{1}{2}\sum_{j,k=1}^{l}\{-(F_{2j2k}(x)-F_{2j-12k-1}(x)-2iF_{2j2k-1}(x))\theta_{j}\theta_{k}$

$-(F_{2j2k}(x)-F_{2j-12k-1}(x)+2iF_{2j2k-1}(x))\pi_{j}\pi_{k}$

$-2(F_{2j2k}(x)+F_{2j-12k-1}(x)-iF_{2j-12k}(x)+iF_{2j2k-1}(x))\theta_{i^{\tau_{I}}k}\}$ . (38)

例えば、 $m=2$ の時

$H_{S}=i(F_{12}(x)-F_{21}(x))\theta_{1}\pi_{1}$ ,

$m=3$ に対しては

$H_{S}$ $=(F_{31}(x)+iF_{32}(x))\theta_{0}\theta_{1}+(F_{31}(x)-iF_{32}(x))\pi_{0}\pi_{1}$

$-(F_{31}(x)-iF_{32}(x))\theta_{0^{l}}\tau_{1}+(F_{31}(x)+iF_{32}(x))\theta_{1}\pi_{0}-i(F_{12}(x)-F_{21}(x))\theta_{1^{\overline{J1}}1}$

となる。

3 Super Hamiltonian $\epsilon$ Super oscillatory integral.

以下、 この節では $1=[m/2]$ を仮定しない一般の次元で考える。 super cotangent space
$T^{*}R^{m,l+1}=R^{2m,2l+2}$上に次の仮定を満たす super Hamiltonian 関数 $H(x;\xi, \theta;\pi)$ を与え

る。

仮定 A.

(A 1) $H(x;\xi, \theta;\pi)\in C_{\epsilon}^{\infty}(R^{2m,2l+2})$ .

(A 2) $H(x_{B};\overline{\xi}_{B}, 0;0)$ は $T^{*}R^{m}$ 上の実数値関数。

(A 3) $|\alpha|+|\beta|+|a|+|b|\geq 2$ をみたす $\alpha,$
$\beta,$ $a$ と $b$ に対し次を満たす正の定数 $C_{\alpha,\beta,a,b}$

がある。

$|(\partial_{x}^{\alpha}\partial_{\xi}^{\beta}\vec{\partial}_{\theta}^{a}\overline{\dot{\partial}}_{\pi}^{b}H)(x_{B};\xi_{B}, 0;0)|\leq C_{\alpha,\beta,a,b}$ . (39)

これに対応する古典力学的運動を表す次の super Hamiltonian flow を考察しよう。

$\{\begin{array}{l}\frac{d}{dt}x(t)\frac{d}{dt}\xi(t)\frac{d}{dt}\theta(t)\frac{d}{dt}\pi(t)\end{array}$
$=-\vec{\partial}H(x(t);\xi(t),\theta(t);\pi(t))=-\partial_{\pi}H(x(t);\xi(t),\theta(t);\pi(t))=-\vec{\partial}_{\theta}^{x}H(x(t);\xi(t),\theta(t);\pi(t))=\partial\epsilon^{H(x(t);\xi(t),\theta(t);\pi(t))}$ $=\{H,\theta\}=\{H,\xi\}=\{H,\pi\}=\{H,x\},$

.

(40)

ここで $t=s$ での初期僅を

$(x(s);\xi(s), \theta(s);\pi(s))=(y;\eta,\omega;\rho)\in T^{*}R^{m,l+1}$ (41)
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とする。 (但し、 $\{\cdot,$ $\cdot\}$ は super Poisson bracket である。 ) 上の super Hami-ltonian 方程式

に関する初期健問題 (40), (41) は仮定 A のもとで一意的に、かつ時間に関し大域的に解け、

その解を $(x(t, s);\xi(t, s),$ $\theta(t, s);\pi(t, s))$ 或は $(x(t, s, y;\eta,\omega;\rho);\xi(t, s, \cdots), \theta(t, s, \cdots);\pi(t, s, \cdots))$

と表示する。更に、十分小さい $\delta_{1}>0$ と $|t-s|<\delta_{1}$ を満たす任意の $t,$ $s$ 及び任意にとっ

た $(\eta, \rho)$ に対し写豫

$(y,’)\in T^{*}R^{m,i+1}arrow(x(s,y;\eta,c_{\sim} ; \rho), \theta(t, s,y;\eta,t\sim;\rho))\in T^{*}R^{m,l+1}$ (42)

は、空間に関し大域的な市 HeomOTphiSm を与える。 これより $T^{*}R^{m,l+1}$ 上に

$y=y(t,s, x_{j}\cdot\eta,\theta;\rho)$ , $\llcorner’=b^{\backslash }(t, s,x;\eta,\theta;\rho)$ (43)

なる写像が定義される。 ここで

$L(x; \xi, \theta;\pi)=\sum_{=\hat{J}1}^{m}\xi_{j}\partial_{\xi_{j}}H(x;\xi, \theta_{2}\cdot\pi)+\sum_{--0}^{l}\pi_{f}\vec{\partial}_{\pi_{r}}H(x;\xi^{\wedge}\theta;\pi)-H(x;\xi, \theta;\pi)$, (44)

($\xi|y$ } $=\Sigma_{j}^{m_{=1}}\xi_{jy_{j}},$ $\{\rho|\omega\}=\Sigma_{r=0}^{l}\rho_{\tau}\omega$, とおく。また、

$u(t, s;y;\eta,\omega;\rho)=\{\eta|y\}-\{\rho|\omega\}+l^{t}L(x(\tau);\xi(\tau), \theta(\tau);\pi(\tau))d\tau$, (45)

$\phi(t, s, x;\eta, \theta;\rho)=u(t, s,y(t,s, x;\eta, \theta;\rho);\eta,\omega(t, s, x;\eta, \theta;\rho);p)$ (46)

と定義する。更に、

$J(t, s, x;\eta, \theta;\rho)=sdet$ $\{\begin{array}{ll}\partial_{x}y(t,s) \vec{\partial}_{\theta}y(t,s)\partial_{x}\omega(t,s) \vec{\partial}_{\theta}\omega(t,s)\end{array}\}$ , (47)

$\mu(t,s, x;\eta, \theta;\rho)=J(t, s, x;\eta, \theta;p)^{1/2}$ (48)

とおく $\circ$ 但し、 sdet $A$ は行列 $A$ の super determinant である。 $\phi$ 及び $\mu$ はそれぞれ

Hamiltonian $H(x;\xi, \theta;\pi)$ に関する Hamilton-Jacobi の方程式及び連続の方程式を満たす

事が示される。

上で定めた $\phi$ と $\mu$ を用いて $u\in C_{e0}^{\infty}(R^{m,l+1})$ に対し積分変換を次のように定義する。

$(E(t,s)u)(x, \theta)=(2\pi\hslash)^{-m/2}\hslash^{(l+1)/2}\iota_{l+1}\int_{R^{m.l+1}}\mu(t,s, x;\xi, \theta;\pi)$

$\cross e^{i\hslash^{-1}\phi(t,s\rho;\xi,\theta;\pi)}(\mathcal{F}u)(\xi,\pi)d\xi d\pi$ (49)

但し、 Appendix にあるように $\iota_{l+1}=(-i)^{(l+1)^{2}/2}$ ,

$( \mathcal{F}u)(\xi,\pi)=(2\pi\hslash)^{-m/2}\hslash^{(l+1)/2}\iota_{l+1}\int_{R^{m,t+1}}e^{-\frac{j}{h}((\xi|y\rangle-\langle\pi|\omega\})}u(y,\omega)dyd\omega$ .

これらは superspace 上の振動積分で、 super oscillatory integral と呼ばれる。
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4 主結果

前節の (49) と (31) 及び (32) を結び付けて、 $\Gamma_{0}^{\infty}(S)$ 上に働く次の作用素

$(E(t, s)\psi)(q)=(bE(t, s)\neq\psi)(q)$ (50)

を考える。 ここで $T>0$ を任意に固定し、 $\triangle$ を $[-T, T]$ の部分集合 $[s,t]$ の分割

$\triangle$ : $s=t_{0}<t_{1}<\cdots<t_{L}=t$

とする。 $\delta(\triangle)=\max_{1\leq j\leq L}|t_{j}-t_{j-1}|$ と定め $\delta(\Delta)$ が十分小さな $\triangle$ に対し $E(\Delta|t, s)$ を次

のように定義する。

$E(\triangle|t, s)=E(t,t_{L-1})E(t_{L-1},t_{L-2})\cdots E(t_{1}, s)$ . (51)

また

$E(\Delta|t,s)=bE(\Delta|t, s)\#$ (52)

とおく。

我々の得た結果は次のようになる。

定理 1 $T$ を任意に定めた正数、 $t,$ $s\in[-T, T]$ とする。 $H(x;\xi, \theta;\pi)$ を仮定をみたすも

のとする。 この時、正数 $\delta_{1}(T)$ で以下を満たすものが存在する。

1. $|t-s|<\delta_{1}(T)$ となる $t,$ $s$ に対し $E(t, s)$ は $L^{2}(S)$ 上の線形な有界連続作用素を定め

る。

2. $\delta(\triangle)arrow 0$ の時 $E(\triangle|t, s)$ は $L^{2}(S)$ 上の有界で可逆な線形作用素 $F(t,s)$ に収束す

る。更に、 $\hslash,$ $\Delta$ と $t,$ $s$ に無関係な $C$ があって次式を満たす。

$\Vert F(t,s)-E(\triangle|t,s)\Vert\leq C\hslash|t-s|e^{C|t-s|}\delta(\Delta)$ . (53)

3. 作用素の族 $\{F(t, s)|t, s\in[-T, T]\}$ は以下を満たす。

$(a)F(s,s)=Id$.

$(b)$ 任意の $\psi\in L^{2}(S)$ に対し $F(t, s)\psi$ は $(t, s)\in[-T, T]\cross[-T,T]$ に関し $L^{2}(S)-$

僅の連続関数で

$F(t_{1}, t_{2})F(t_{2}, t_{3})\psi=F(t_{1}, t_{3})\psi$ for any $t_{1},$ $t_{2},t_{3}\in[-T, T]$ . (54)
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$(c)$ もし $\psi\in\Gamma_{0}^{\infty}(S)$ ならば、 $F(t, s)\psi$ は $(t, s)\in[-T, T]\cross[-T, T]$ に関し $L^{2}(S)-$

恒 differentiable 関数で次を満たす。

$\{\begin{array}{l}\frac{\hslash}{i}\frac{\partial}{\partial t}F(t_{J}\backslash s)\psi+H^{w}F(t,s)\psi=0\frac{\hslash}{i}\frac{\partial}{\partial s}F(t,s)\psi-F(t,s)H^{w}\psi=0\end{array}$ (55)

ここで $H^{w}=bH^{w}\neq$
、

$H^{w}$ は $u\in C_{e0}^{\infty}(R^{m,l+1})$ に対し

$(H^{w}u)(x, \theta)=(2\pi\hslash)^{-m}\hslash^{l+1}\iota_{l\perp 1}^{2}\int_{R^{n,l+1}}H(\frac{x+y}{2};\xi, \frac{\theta+\omega}{2};\pi)$

(56)
$\cross e^{i\hslash^{-1}(\langle\xi|x-y)-\{\pi|\theta-\omega\rangle)}u(y,\omega)dyd\omega d\xi d\pi$

と定義される次数が 2以下の普遍の擬微分作用素係)である。

A Super space 上の解析

A.l Superspace

無限個の生成元 $\{\sigma_{j}\}_{j}^{\infty_{=1}}$ 持つ $C$ 上の Grassmann algebra をがと呼ぶ。即ち、各生成元

の問には次ぎの関係式が成りたち、

$\sigma_{j}\sigma_{k}+\sigma_{k}\sigma_{j}=0$ for all $j,$ $k=1,$ $\cdots,$
$\infty$ . (57)

$\Lambda^{C}$ は次ぎのように表示される。

$z=z_{B}+z_{S}=z_{B}+ \sum_{1\leq|a|<\infty}z_{a}\sigma^{a}$
$z_{a}\in C$ . (58)

但し、 $a=(a_{1}, a_{2}, \cdots)\in\{0,1\}^{N}$ は有限個の $A$ を除いて $a_{A}=0$ 、 $|a|= \sum_{A}a_{A\text{、}}$ そして

$\sigma^{a}=\sigma_{1}^{a_{1}}\sigma_{2^{2}}^{a}$ とする。 $z_{B}$ は $z$ の body $(part)$、 残りの $z_{S}$ は soul (part) といわれる。

非負の整数 $i$ に対して

$\Lambda_{(j)}^{C}=\{z\in\Lambda^{C}; z=\sum_{|a|=j}z_{a}\sigma^{a}\}$
(59)

とおく と、

$\Lambda^{C}=\prod_{j=0}^{\infty}\Lambda_{(j)}^{C}$ and
$z= \sum_{j\geq 0}z_{(j)}$

where
$z_{(j)}= \sum_{|a|=j}z_{a}\sigma^{a}$

(60)

と一意的に分解される。 ここで $z_{(j)}$ は $z$ の第 $j$ 次成分と呼ばれる。
$\Lambda^{C}$ は以下に与えられる積によって associative, non-commutative algebras をなすことは

明らかであろう。

$zw= \sum_{k}(zw)_{(k)}$ with $(zw)_{(k)}= \sum_{k+k=k}zw$ . (61)
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但し、 $z=\Sigma_{k’}z_{(k’)}$ 、 $w=\Sigma_{k’’}z_{(k’’)}$ .
$\Lambda^{C}$ は単純位相、即ち $z^{(n)}=\Sigma_{a}z_{a}^{(n)}\sigma^{a}\in\Lambda^{C}$ が $z=\Sigma_{a}z_{a}\sigma^{a}\in\Lambda^{C}$ に収束するとは $C$ の

なかで各 $a$ 毎に $z_{a}^{(n)}$ が $z_{a}$ に収束すること、で完備な局所凸空間をなす。

$\pi_{B}$ で $\Lambda^{C}$ から $C$ への写豫で $\pi_{B}(z)=z_{B}$ で定義される (body projection とか augmenta-

tion map と呼ばれる) ものとし、 $A=\pi_{B}^{-1}(R)$
、 $\Lambda_{(k)}=\Lambda\cap\Lambda_{(k)}^{C}$ とおく。

更に、 $\Lambda^{C}$ の任意の元は偶奇の部分に分解され、 それぞれ even number と odd nuber

と呼ぼれる。即ち、

$z=z_{\epsilon v}+z_{od}= \sum_{|a|=even}\sim a\sigma^{a}+\sum_{|a\models odd}z_{\alpha}\sigma^{a}$
. (62)

そこで $\Lambda_{ev}^{C}=\{z\in\Lambda^{C}; z=\Sigma_{|a|=even}z_{a}\sigma^{a}\}$
、

$\Lambda_{od}^{C}=\{z\in\Lambda^{C};z=\Sigma_{|a\}=\circ dd}z_{a}\sigma^{a}\}$ とおい

てベクト\mbox{\boldmath $\lambda$},空間 $\Lambda=\Lambda_{ev}\oplus\Lambda$
。$d$ を得る。偶奇性 $P$ を $z\in\Lambda_{ev}$ に対しては $p(z)=0$ 、 $z\in\Lambda_{od}$

に対しては $p(z)=1$ と定める。 $\Lambda^{C}$ の元 $z$ が homogeneous とは $p(z)=0$ 或は 1なること

を云う。

定義 A.l 次元が $(m,n)$ の superspace は

$R^{m,n}=(\Lambda_{\epsilon v})^{m}\cross(\Lambda_{od})^{n}$ (63)

で定義され、その元を $X=(X_{1}, \cdots,X_{m},X_{m+1}, \cdots, X_{m+n})=(x_{1}, x_{2}, \cdots, x_{m}, \theta_{1}, \theta_{2}, \cdots, \theta_{n})$

$\in R^{m,n}$ と書く。 また、 $R^{m,n}$ の位相は $\Lambda^{C}$ の位相から導入される。 $R^{m,0}=(\Lambda_{ev})^{m}$ から

$R^{m}$ への射影も同じ記号 $\pi_{B}$ で表し body projection と呼ぶ。即ち、 $\pi_{B}(x_{1}, \cdots, x_{m})=(x_{1,B}$ ,
. . . , $x_{m,B}$). 以降 $R^{m,0}$ の連結開集合 $U_{\epsilon v}$ で $\pi_{B}^{-1}(\pi_{B}(U_{\epsilon v}))=U_{ev}$ なるもののみを考えそれ

を super (even) domain と云う。

A.2 $R^{m,n}$ 上の superdifferentiable 関数

$U_{ev}$ を $R^{m,0}$ の super domain で $U_{B}=\pi_{B}(U_{ev})$ なるものとする。 $U_{B}$ から $\Lambda^{C}$ への滑らか

な関数 $f$ に対しそれの Grassmann continuation と呼ばれる拡張 $\tilde{f}$ を $U_{ev}$ から $\Lambda^{C}$ への関

数として次ぎのように定義する事ができる。 $x=x_{B}+x_{S}$ に対し

$f(x)= \sum_{|\alpha|\geq 0}\frac{1}{\alpha!}(\partial_{q}^{\alpha}f)(x_{B})x_{S}^{\alpha}$ . (64)

$\llcorner B$ し、 $x=(x_{1}, \cdots, x_{m}),$ $x_{B}=(x_{1,B}, \cdots, x_{m,B})=(q_{1}, \cdots, q_{m})=q\in U_{B},$ $x_{S}=(x_{1,S}, \cdots, x_{m,S})$

$x^{\alpha}=x_{1}^{\alpha_{1}}\cdots x_{m}^{\alpha_{m}}$ .

定義 A.2 1. super domain $U_{ev}\in R^{m,0}$ に対し $U_{ev}$ から $\Lambda^{C}$ への写豫 $f$ を考える。 $\tilde{f}$ が

$U_{B}=\pi_{B}(U_{ev})$ から $\Lambda^{C}$ への滑らかな写像 $f$ の Grassmann continuation になってい
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る時 $\tilde{f}$ を superdifferentiable と云う $\circ C^{\infty}(U_{ev}, \Lambda^{C})$ で $U_{ev}$ 上の superdifferentiable
な関数のなす環を表す。以降簡単のため $\tilde{f}$ を単に $f$ と記す。

2. $U=U_{\epsilon v}\cross(\Lambda_{od})^{n}$ を $R^{m,n}$ 上の super domain という。 $U$ から $\Lambda^{C}$ への写縁 $f$ が次

の形をしている時 superd\alpha fferentiable と云う。

$f(x, \theta)=\sum_{|a|\leq n}f_{a}(x)\theta^{a}$
(65)

但し、 $a=(a_{1}, \cdots a_{n})\in\{0,1\}^{n},$ $\theta^{a}=\theta_{1}^{a_{1}}\cdots\theta_{n^{n}}^{a},$ $f_{a}(x)\in C^{\infty}(U_{ev}, \Lambda^{C})$ . 以降特に
断らない限り、 superdifferentiable 関数は homogeneous ($i.e.$ , 各 $a$ に対し $f_{a}(x)$ が

homogeneous) とし、 それらを $C^{\infty}(U, \Lambda^{C})$ と記す。

3. また、 -U 上の superdifferentiable 関数が各 $a$ に対し $f_{a}(x_{1,B}, \cdots, x_{m,B})\in R$ の時、

実係数を持つという。

4. $f\in..C^{\infty}(U, \Lambda^{C})$ の時、 $j=1,2,-\cdots,$ $m$ と $s=1,2,$ $\cdots,$ $n$ に対し

$\{F_{s+m}(X)F_{j}(X)=\sum_{=\sum_{I^{a}I\leq^{n}}}I_{a}l\leq_{n}\partial_{j}f_{a}(x)\theta^{a}(-l)^{s(a)+p(f_{a}(x))}f_{a}(x)\theta_{1}^{a_{1}}\cdots\theta_{s}^{a_{s}-1}\cdots\theta_{n^{n}}^{a}$ (66)

とおく。但し・ $s(a)=\Sigma_{j^{-1}}^{s_{=1}}a_{j_{J}}\theta_{s}^{-1}=0$ . $F_{A}(X)$ を $X=(x, \theta)$ での $X_{A}$ に関する偏

微分といい、単に

$F_{j}(X)= \frac{\partial}{\partial x_{j}}f(x, \theta)=\partial_{x_{j}}f(x,\theta)$, $F_{m+s}(X)= \frac{\vec{\partial}}{\partial\theta_{s}}f(x, \theta)=\vec{\partial}_{\theta_{s}}f(x, \theta)$ (67)

と書く。 ここに、 $j=1,2,$ $\cdots,$ $m,s=1,2,$ $\cdots,$ $n$ .

注意。

1. 上で定義した微分は奇変数に関する左微分と呼ぼれる。勿論、右微分も同様に定義さ

れるがここでは考えない。

2. 無限次元の Grassmann algebras を用いた為に、上の表示は一意的である。即ち、 $U$

上で $\Sigma_{a}f_{a}(x)\theta^{a}\equiv 0$ ならば $f_{a}(x)\equiv 0$ である。

3. 偶奇性に注意すれば、高階の偏微分、微分の線形性、積の微分公式、合成関数の微分、

陰関数の定理そして Taylor展開も同様に定義される。例えば、 Taylor展開は次の様

に定式化される。
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命題 A.l $Y=(y, p)$ を $R^{m,n}$ における点とし、 $U$ を super domain で $U_{B}=r_{B},(U)=$

$\{x_{B}\in R^{m};|x_{B}-y_{B}|<r_{0}\}$ なるものとする。 $U$ で定義された関数が superdifferentiable な

らば血 ylor の公式が成り立つ。即ち、正整数 $p$ に対して

$f(x, \theta)=\sum_{|\alpha\{+|a|\leq P}\overline{\prime}_{p}$ . (68)

ここで、

$\tau_{p}(x, \theta)=\sum(x-y)^{\alpha}(\theta-\rho)^{a}\int_{0}^{1}\frac{1}{p!}(1-t)^{p}\partial_{x}^{\alpha}\tilde{\partial}_{\theta}^{\alpha}f(y+t(x-y), \rho+t(\theta-\rho))dt$ . (69)
$|\alpha 1+|a$ }$=p+1$

A.3 Integration (even case)

まず、偶変数の関数 $u(x)$ に対して、一変数の正則関数の積分に似せてその積分を定義し

よう。

定義 A.3 $u(x)$ を $\Lambda_{e}(=R^{1,0})$ 上の領域 $D$ で定義された $\Lambda^{C}$ に値をとる superdifferentiable

とする。 $\lambda=\lambda_{B}+\lambda_{S_{f}}\mu=\mu_{B}+\mu_{S}\in D$ 及び $C^{1}$ -curve $c$ :[$\lambda_{B,\mu_{B}]}arrow D$ で $c(\lambda_{B})=\lambda_{f}$

$c(\mu_{B})=\mu$ なるものが与えられたとする。その時

$\int_{c}u(x)dx=\int_{\lambda_{B^{B}}}^{\mu}u(c(t))\dot{c}(t)dt\in\Lambda^{C}$ (70)

と定義し、 それを曲線 $c$ に沿った $u$ の積分と云う。

この定義は well-defined で、 もし $[\lambda_{B}, \mu_{B}]\subset D$ ならば

$\int_{\lambda_{B^{B}}}^{\mu}u(x)dx=\int_{\lambda_{B^{B}}}^{\mu}u(t)dt$ (71)

なることが示され、更に $R^{m,0}$ の任意の有界な super domain $\Omega$ に対して積分ゐ $u(x)dx$ が

定義される。同様に、広義積分も定義される。

定義 A4($R^{m,0}$ 上の関数空間)

1.

$C^{\infty}(R^{m,0}, \Lambda^{C})$ $= \{u(x)=\Sigma_{|\alpha|\geq 0}\frac{1}{\alpha}\partial_{x}^{\alpha_{B}}u(x_{B})x_{S}^{\alpha} ; u(x_{B})\in C^{\infty}(R^{m}, \Lambda^{C})\}$ ,
$C_{0}^{\infty}(R^{m,0}, \Lambda^{C})$ $= \{u(x)=\Sigma_{|\alpha|\geq 0}\frac{1}{\alpha!}\partial_{x}^{\alpha_{B}}u(x_{B})x_{S}^{\alpha} ; u(x_{B})\in C_{0^{\infty}}(R^{m}, \Lambda^{C})\}$,

$S(R^{m,0}, \Lambda^{C})$ $= \{u(x)=\sum_{|\alpha|\geq 0}\frac{1}{\alpha!}\partial_{x}^{\alpha_{B}}u(x_{B})x_{S}^{\alpha} ; u(x_{B})\in S(R^{m}, \Lambda^{C})\}$ .

以降誤解を生じない限り、 $C^{\infty}(R^{m,0}, A^{C})$ 等は簡単の為に $C^{\infty}(R^{m,0})$ 等と記される。
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ゑまた傑限大の値も許すことにして), $u\in C^{\infty}(R^{m,0})$ に対し内積と $L^{2}-$ ノ $yt/$ム を

{ $u,w\rangle$ $= \int_{R^{m,0}}u(x)\overline{w(x)}dx=\int_{R^{m}}u(x_{B})\overline{w(x_{B})}dx_{B}$ , $||u\Vert^{2}=\{u,$ $u\rangle$ , (72)

そして非負の正数 $k$ に対し $k$ 次の Sobolev ノ $Js$ム を

$\Vert u||_{k}^{2}=\sum_{|\beta|\leq k}||\partial_{x}^{\beta}u\Vert^{2}$
(73)

と定める。

定義 A.5偶変数の関数に対する Fourier変換及び逆 Fourier 変換を次のように定める。
$u,v\in S(R^{m,0})$ に対し

$(F_{e}u)(\xi)$ $=(2 \pi\hslash)^{-m/2}\int_{R^{m.0}}e^{-|\hslash^{-1}(\xi|y)}u(y)dy$ ,
(74)

$(\overline{F}_{e}v)(y)$ $=(2 \pi\hslash)^{-m/2}\int_{R^{m,0}}e^{i\hslash^{-1}(\xi|y)}\acute{v}(\xi)d\xi$.

A.4 Integration (odd and mixed case)

$v$ を奇変数 $\theta=(\theta_{1}, \cdots, \theta_{n})\in(\Lambda_{od})^{n}=R^{0,n}$ によって定まる多項式

$v( \theta_{1}, \cdots,\theta_{n})=\sum_{|b|\leq n}v_{b}\theta^{b}$
with $v_{b}\in\Lambda^{C}$

とし、 その全体を $P_{n}(\Lambda^{C})$ と書く。

定義 A6 1. $v\in P_{n}(\Lambda^{C})$ に対して

$\int_{R^{0,n}}v(\theta)d\theta=\int_{R^{0,n}}v(\theta_{1}, \cdots, \theta_{n})d\theta_{n}\cdots d\theta_{1}=(\vec{\partial}_{\theta_{\mathfrak{n}}}\cdots\vec{\partial}_{\theta_{1}}v)(0)$ (75)

とお遣 $v$ の $R^{0,n}$ 上の積分と云う。

2. $P_{n}(\Lambda^{C})$ に内積と $L^{2}-$ ノルムを

$\{v,w\}=\sum_{|a|\leq n}v_{a}\overline{w_{a}}$
, $||v||^{2}=(v,v$} (76)

と導入する。

3. $v(\theta)\in P_{n}(\Lambda^{C})$ と $w(\pi)\in P_{n}(\Lambda^{C})$ に対して、 Fourier変換と逆 Fourier変換をそれぞ
$n$

$(F_{o}v)( \pi)=\hslash^{n/2}\iota_{n}\int_{R^{0.n}}e^{i\hslash^{-1}\{\pi|\theta)}v(\theta)d\theta$, (77)

$( \overline{F}_{o}w)(\theta)=\hslash^{n/2}\iota_{n}\int_{R^{0.n}}e^{-:\hslash^{-1}(\pi|\theta)}w(\pi)d\pi$ (78)

と定義する。 ここで $\iota_{n}=(-i)^{n^{2}/2}$ とおいた。
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$R^{m,n}$ 上の関数の積分を次のように定めることができる。

定義 A.7 $u=u(x, \theta)$ が $u(x, \theta)=\Sigma_{I^{a1\leq n}}u_{a}(x)\theta^{a}$ と与えられ、 $u_{a}(x)\in C^{\infty}(R^{m,0})$ の時

$\int_{R^{m,n}}u(x, \theta)dxd\theta=\int_{R^{n,0}}\{\int_{R^{0.n}}u(x, \theta)d\theta\}dx$ (79)

と定義する。

定義 A8 ($R^{m,n}$ 上の関数空間)

1. $C^{\infty}(R^{m,n})$ で $R^{n,n}$ 上で定義され僅を Ac-にとる関数全体で $u(x, \theta)=\Sigma_{\}a|\leq n}u_{a}(x)\theta^{a}$

かつ $u_{a}(x)\in C^{\infty}(R^{m,0}, \Lambda^{C})$ 、各 $a$ 毎に homogeneousなるものとする。 $(C^{\infty}(R^{m,n})$

が associative, non-commutative algebra をなすことは明らかであろう 。 )

2.

$C_{e}^{\infty}(R^{m,n},A^{C})=\{u\in C^{\infty}(R^{m,n});u(x,-\theta)=u(x,\theta)\}$ ,
$C_{0}^{\infty}(R^{m,n},\Lambda^{C})=\{u\in C^{\infty}(R^{m,n});$ 磐 $\vec{\partial}_{\theta}^{\alpha}u(x_{B},0)\in C_{0}^{\infty}(R^{m}:\Lambda^{C})\}$ ,

$S(R^{m,n},\Lambda^{C})=$ { $u\in C^{\infty}(R^{m,n})$ ; 磐爾 $u(x_{B},0)\in S^{\infty}(R^{m},\Lambda^{C})$ },
$B( R^{m,n},\Lambda^{C})=\{u\in C^{\infty}(R^{m,n});\sup_{x_{B}}|\partial_{x}^{\alpha}\vec{\partial}_{\theta}^{a}u(x_{B},0)|<\infty\}$ ,

$C_{eO}^{\infty}(R^{m,n},\Lambda^{C})=C_{\epsilon}^{\infty}(R^{m,n},\Lambda^{C})\cap C_{0}^{\infty}(R^{m,n},\Lambda^{C})$ ,
$S_{e}(R^{m,n}, \Lambda^{C})$ $=S(R^{m,n}, \Lambda^{C})\cap C_{e}^{\infty}(R^{m,n}, \Lambda^{C})$ ,
$\mathcal{B}_{e}(R^{m,n}, \Lambda^{C})$ $=B(\dot{R}^{m,n})\Lambda^{C})\cap C_{e}^{\infty}(R^{m,n}, \Lambda^{C})$ .

以降誤解を生じない限り、 $C_{e}^{\infty}(R^{m,n}, \Lambda^{C})$等は簡単の為に $C_{e}^{\infty}(R^{m,n})$等と記される。

3. $C^{\infty}(R^{m,n})$ に内積と $L^{2}-$ ノルムを

$\{u, w\}=\sum_{|a|\leq n}\int_{R^{m.0}}u_{a}(x)\overline{w_{a}(x)}dx$ , $\Vert u||^{2}=(u,u$}, (80)

そして非負の整数 $k$ に対し $k$ 次の Sobolev ノルムを

$\Vert u\Vert_{k}^{2}=\sum_{|\alpha|+|a|\leq k|a|\leq n},||\partial_{x}^{\alpha_{B}}\vec{\partial}_{\theta}^{a}u(x_{B}, 0)||^{2}$
(81)

と定義する。そして $u\in S(R^{m,n})$ に対し

$|||u|||_{k}^{2}= \sum_{|\alpha|+l+|a\}\leq k,|a|\leq n}\Vert(1+|x_{B}|^{2})^{l/2}\partial_{x}^{\alpha_{B}}\vec{\partial}_{\theta}^{a}u(x_{B}, 0)||^{2}$
(82)

とおく。
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4. 更に、次の空間を用意する。

$\tilde{L}^{2}(R^{m,n})=\{u\in C^{\infty}(R^{m,n}) ; \Vert u\Vert<\infty\},\tilde{L}_{e}^{2}(R^{m,n})=\tilde{L}^{2}(R^{m,n})\cap C_{e}^{\infty}(R^{m,n})$ ,

$\tilde{H}^{k}(R^{m,n})=\{u\in C^{\infty}(R^{m,n}) ; ||u||_{k}<\infty\},\tilde{H}_{e}^{k}(R^{m,n})=\tilde{H}^{k}(R^{m,n})\cap C_{e}^{\infty}(R^{m,n})$ .

注意。 上記の関数空間には内積が定義されているがその位相で完備とは限らない。我々

は無限次元 Grassmann algebra を弱い位相で考えているので、上の空間のそのノルムにま

る完備化は考えない。 これは、 Banach-Grassmann algebra を用いる [12] や [18] 等とは大

いに異なるところである。

さて前と同様に

定義 A.9 $u,$ $v\in S(R^{m,n})$ に対し $Four\dot{\eta}er$変換と逆 Fourier変換を

$(\mathcal{F}u)(\xi, \pi)$
$=(2 \pi\hslash)^{-m/2}\hslash^{n/2}\iota_{n}\int_{R^{m.n}}e^{-i\hslash^{-1}((\xi|x\rangle’-(\pi|\theta))}u(x, \theta)dxd\theta$

$= \sum_{a}[(F_{e}u_{a})(\xi)][(F_{o}\theta^{a})(\pi)]$ for $u= \sum_{a}u_{a}(x)\theta^{a}$ , (83)

$(\overline{\mathcal{F}}v)(x, \theta)$ $=(2 \pi\hslash)^{-m/:\hslash^{-1}((\xi|x\rangle-\{\pi|\theta))}2\hslash^{n/2}\iota_{n}\int_{R^{m.n}}ev(\xi, \pi)d\xi d\pi$

$= \sum_{b}[(\overline{F}_{e}v_{b})(x)][(\overline{F}_{o}\pi^{b})(\theta)]$ for $v= \sum_{a}v_{b}(\xi)\pi^{b}$ (84)

と定義する。

命題 A2 1. 任意の $u,$ $v\in S(R^{m,n})$ に対して

$\mathcal{F}\overline{\mathcal{F}}u=u$ , $\overline{\mathcal{F}}\mathcal{F}v=v$ , $\Vert \mathcal{F}u\Vert=\Vert u||$ . (85)

2. $\delta(\theta)=\theta_{1}\cdots\theta_{n}$ とおくと、

$(\mathcal{F}\delta)(\xi,\pi)=(F_{e}\delta)(\xi)(F_{o}\delta)(\pi)=(2\pi\hslash)^{-m/2}\hslash^{n/2}\iota_{n}$ . (86)

3. また、以下の性質を持つ。

$(\mathcal{F}(\partial_{x}^{\alpha}\vec{\partial}_{\theta}^{a}u))(\xi,\pi)$ $=(i\hslash^{-1})^{|\alpha|}(-i\hslash^{-1})^{|a|}\xi^{\alpha}\pi^{a}(\mathcal{F}u)(\xi,\pi)$,
$(\mathcal{F}(x^{\alpha}\theta^{a}u))(\xi, \pi)$ $=(i\hslash)^{|\alpha|}(i\hslash)^{|a|}\partial_{\xi}^{\alpha}\vec{\partial}_{\pi}^{a}(\mathcal{F}u)(\xi, \pi)$ ,

$(\mathcal{F}(e^{i\hslash^{-1}((\xi’|x)-(\pi’|\theta))}u))(\xi, \pi)$ $=(\mathcal{F}u)(\xi-\xi’, \pi-\pi’)$ , (87)

$(\mathcal{F}(u(x-x’, \theta-\theta’)))(\xi, \pi)$ $=e^{-i\hslash^{-1}((\xi|x’)-(\pi|\theta’))}(\mathcal{F}u)(\xi,\pi)$ ,
$(\mathcal{F}u)(t\xi, s\pi)$ $=|t|^{-m}|s|^{n}(\mathcal{F}u)(t^{-1}\xi, s^{-1}\pi)$ for $t,s\in R^{x}$ .

4. $\mathcal{F}:S(R^{m,n})arrow S(R^{m,n})$ は、線形連続写像で次の評価を満たす。

$|||\mathcal{F}u|||_{k}\leq C_{mn}|||u|||_{k}$ . (88)
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最後に積分記号下での変数変換則を記す為に、 supertrace と superdeterminant の概念を
導入しよう $\circ A$ と $B$ を $m\cross m$ 及び $n\cross n$ 行列で偶\mbox{\boldmath $\sigma$}2 $\ovalbox{\tt\small REJECT}\ovalbox{\tt\small REJECT}$\simeq ‘をもつもの、 $C$ と $D$ を $m\cross n$

及び $n\cross m$ 行列で奇の要素を持つものとする。行列 $J=\{\begin{array}{ll}A CD B\end{array}\}$ に対し $J$ の supertrace

を

$strJ=trA-trB$, (89)

で定め、 $A$或は $B$ が可逆の時その superdeterminant を

sdet $J=(detA)(det(B-.DA^{-1}C))^{-1}=(det(A-CB^{-1}D))(detB)^{-1}$ (90)

と定義する。

命題 A3 (cf. $[6J$) $A(X)$ と $B(X)$ を $m\cross m$ 及び $n\cross n\sim_{T};F|jT^{\vee}\{\S$の $\not\equiv \text{素_{}k8}\rangle^{-\supset t\text{の、}}$)

$C(X)$ と $D(X)$ を $m\cross n$ 及び $n\cross m$ 行列で奇の要素を持つもので、 $X=(x, \theta)\in R^{m,n}$ の

superdifferentiable 関数とする。 $r\nabla yI$] $J(X)=\{\begin{array}{ll}A(X) C(X)D(X) B(X)\end{array}\}$ の super $deter\tau ninanttf$次

の性質を持つ。
$\backslash$

$\partial_{X}$ sdet $J(X)=(sdetJ(X))str(J^{-1}\partial_{X}J(X))=(sdetJ(X))st\dot{r}(\partial_{X}J(X)J^{-1})$ . (91)

この時、積分記号下での変数変換則として

命題 A.4 $(y,\omega)=(y(x, \theta),\omega(x, \theta))$ を $R^{m,n}$ 上の diffeomorphism とすると、

$\int_{R^{m,n}}u(y,\omega)dyd\omega=\int_{R^{m.n}}u(x, \theta)J(x, \theta)dxd\theta$. (92)

但し、 $J(x, \theta)$ は $(y,\omega)$ より定まる Jacobian 行列で

$J(x, \theta)=sdet\{\begin{array}{ll}\partial_{x}y(x,\theta) \vec{\partial}_{\theta}y(x,\theta)\partial_{x}\omega(x,\theta) \vec{\partial}_{\theta}\omega(x,\theta)\end{array}\}$ . (93)
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