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Robinson-Schensted 対応とその一族

東大・理 寺田 至

1. PARTITION, TABLEAU と ROBINSON-SCHENSTED 対応概観

1.1. はじめに

Robinson-Schensted 対応 (そのいちばんもとになる形) は, $f$ 次対称群の元 $w$ に, 大きさ

が $f$ で形が等しい二つの standard tableau $P(w)$ と $Q(w)$ を対応させる写豫である。 $f=3$

の場合を図 1に示す。正確な用語の定義は \S 1.2でするが, standard tableau とは, 1から $f$

までの数字を, 図 1の $P(w)$ や $Q(w)$ のような形に, 右と下には増加するように並べたもの

である。図 1には, 大きさが 3で形の等しい standard tableau の対がすべて現れている。

$(_{123}^{123})(\overline{m}\overline{\frac{123}{}})$ $(_{132}^{123})(\overline{3\fbox{}1\underline{2}}\overline{3\fbox{}1\underline{2}})$

$(^{123}213)(_{\fbox{ }}\overline{1\underline{3}}\overline{12*3})$ $(^{123}231)(1\underline{2}3$

$(_{312}^{123})(312$

図 1. $\mathfrak{S}_{3}$ における Robinson-Schensted 対応 $wrightarrow(P(u)),$ $Q(w))$

この Robinson-Schensted 対応を最初に考えたのは, G. de B. Robinson [Ro] である。 (た

だ Robinson の言い回しは, 見かけがずいぶん違っている。 )目的は, 対称群や $GL(n, C)$ の

表現論に現れるいわゆる Littlewood-Richardson 法則を証明することであった。 Littlewood-

Richardson 法則については, 例えば I. G. Macdonald の本 $[M, I.9]$ に書かれている。 しか

しこの Robinson の証明は不完全であったといわれており, 大体 1970年以降になって Mac-

donald, G. P. Thomas [Th] をはじめ何人かが完全な証明を発表した。

一方, それとはおそらくまったく独立に, C. Schensted も [Sche] の中でこの対応を定義

し, 次のような純粋に組合せ論的な問題に解答を与えた。
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定理 $w\in \mathfrak{S}_{f}$ とするとき, 数列 $(u)(1),$ $w(2),$
$\ldots,$

$w(f))$ の単調増加部分列 $(1\leqq i_{1}<i_{2}<$

. , $<i_{l}\leqq f$ であって, $u$) $(i_{1})<w(i_{2})<\cdots<u)(i_{l})$ なるもの) のうち最も長いものの長さ

は, $P(w)$ の第 1行の長さに等しい。 また, 単調減少部分列のうち最も長いものの長さは,

$P(w)$ の第 1列の長さに等しい。

C. Greene [Gr74] はこれを拡張して, $P(w),$ $Q(w)$ のすべての行の長さの意味を明らかに

した。

この対称群の場合の Robinson-Schensted 対応は, のちに対称群の left cell や right cell と

呼ばれるものと関係していることがわかり, A 型の Hecke 環の ideal や, $5l(n, C)$ の univer-

$sal$ envelopping algebra の primitive ideal の分類と関係することになった。 これについては

有木氏と谷崎氏の解説がある。

また, $C^{n}$ の flag に関する幾何学的な現象を表していることも発見され, これを通じて対称

群の Springer 表現とも関係があることがわかった。 これについては松澤氏と谷崎氏の解説が

ある。

このように, いちばんもとの形である対称群の場合の Robinson-Schensted 対応には, その

具体形に意味づけが何通りか与えられている。

一方 Robinson-Schensted 対応は, 重複を許した順列に対しても拡張される。 この重複を許

した順列に拡張された形の Robinson-Schensted 対応は, $GL(n, C)$ と (S5
$f$ の $V^{\otimes f}(V=C^{n})$

上の表現の分解を言い表した, I. Schur または H. $!^{\overline{S_{X}}7}ey1$ の相互律と関係がある。 しかしこれま

でのところその関係は, 大ざっぱにいって, Robinson-Schensted 対応が全単射で結び付けて

いる二つのものの数が等しいということに対する意味づけでしかなく, Robinson-Schensted

対応の具体形に直接表現論的な意味がつくという研究は, 少なくとも筆者はこれまで知らな

かった。

ところが最近, 伊達悦朗神保道夫三輪哲二氏 [D-Ji-M] は, Lie 環の quantum defor-
mation と呼ばれるものを用いて, 重複を許した順列に拡張された Robinson-Schensted 対応

の具体形に一つの表現論的な意味を与えた。

時代は前後するが, Robinson-Schensted 対応は D. E. Knuth [Kn70] によって, 現在

Knuth 対応と呼ばれているものに拡張された。 また, ここ数年になって, R. P. Stanley やそ

の門下の組合せ論の研究者を中心とする人たちによって, これらの対応と $GL(n_{\tau}.C)$ や対称群

の表現の問の関係が再び注目され, A. Berele [Ber], $J$ . R. Stembridge [Ste871, S. Sundaram

[Su], R. Proctor [Pl, B. E. Sagan [Sa], D. $\backslash \backslash t^{v_{orley}}[\backslash \forall 0]$ らによって, Robinson-Schensted
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対応の\infty \infty 版という感じのものが次々と作られ, その性質が研究されている。 それぞれ $\backslash \backslash 7e\backslash \cdot 1|$

の相互律と類似する現象と関連しているのだが, 全単射の具体形に対する詳しい意味づけはな

お今後の問題といえる。

なお, $W\Psi^{\vee}ey1$ の相互律との系統とは少し別のものとして, left cell, right cell を記述するも

のとしての Robinson-Schensted 対応を他の古典型 $\backslash (/^{7}ey1$ 群に拡張した D. Barbash と D.
Vogan の仕事 [Ba-V] や, やはり $B$ 型 $C$ 型 $\backslash Ney1$ 群やその他対称群と有限群の wreath 積

に拡張した岡田聡一氏 (岡田氏の記事参照) の仕事もある。また, 対称群の元の最短表示の個.

数に関係した P. H. Edelman, C. Greene の仕事 [E-Gr] もある 。

私の担当記事では, Robinson-Schensted 対応の組合せ論的な部分を紹介するとともに, 対

称群と $GL(n, C)$ の表現との関連のうち以前からわかっていた部分を紹介して以下の記事の前

座とし, また, 今後の進展を期待して, いくつかの変種のうち $Sp$ の表現と関係する Berele

の対応 [Ber] をおもに紹介する。

以下の構成は次のとおりである。

\S 1 の残りの部分では, Robinson-Schensted 対応を定義するのに必要な順列に関する規約

や, partition, tableau などのことばの規約を定め, オリジナルと変種を含め, どういう対応

があるのか概観する。 \S 2では, 重複を許した順列に対する Robinson-Schensted 対応を具体

的に定義し, 基本的な性質を紹介する。 \S 3では, $B$ erele の対応を具体的に紹介する。

1.2. 順列, partition 及び tableau

対称群と順列 $f$ を自然数とするとき, $\mathfrak{S}_{f}$ で $f$ 次対称群を表す。 $f$ 次対称群とは, 集合

$\{1, 2, \ldots, f\}$ から自分自身への全単射の全体が, 写像の合成に関してなす群である。

組合せ論の文献では, $\mathfrak{S}_{f}$ の元の表記 (特に順列との同一視) や積の順番などについて, さ

まざまな流儀が行われているようである。 ここで, この記事で用いる表記を確定しておく。 ほ

かの文献 (特に M.-P. Sch\"utzenberger など) にあたるときには注意していただきたい。

対称群 $\mathfrak{S}_{f}$ の元” を具体的に表すには, $(\begin{array}{llll}1 2 \cdots fw(1) w(2) \cdots w(f)\end{array})$ のように書く。 ここで, $1\leqq$

$i\leqq f$ に対して, $u$) $(i)$ は $w$ を写縁と見たときの $w$ による $i$ の豫である。たとえば, $(\begin{array}{l}123231\end{array})$

は, 教科書で (123) とも書かれる 3項巡回置換である。図 1の $\mathfrak{S}_{3}$ の元の表記も, 全部これ

に則って書いた。

$\mathfrak{S}_{f}$ の元 $w$ と $w’$ の積は, 通常の写像の合成の記法に則って定めることにする。すなわち,
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$w=(\begin{array}{llll}1 2 \cdots fu(I) u)(2) \cdots u(f)\end{array})/u’=(\begin{array}{lll}12 \cdots fu)’(1)u’(2) \cdots u)’(f)\end{array})$ とするとき,

$ww’=(w(u^{12\cdots f}(1))w(w(2))\cdots w(w(f)))$

である。例えば, $(\begin{array}{l}123213\end{array})\cdot(\begin{array}{l}123132\end{array})=(\begin{array}{l}123231\end{array})$ となる。

また, $\mathfrak{S}_{f}$ の元 $w=(\begin{array}{llll}1 2 \cdots fu,(1) w(2) \cdots w(f)\end{array})$ を順列 (数列) $w(1)w(2)\cdots w(f)$ と同一視する

こともある。上記の 3項巡回置換のこの記事における順列表記は 231である。

partition と Young 図形 partition (分割) とは, $\lambda=(\lambda_{1}, \lambda_{2}, \ldots, \lambda_{t}),$ $\lambda_{i}\in N(1\leqq$

$i\leqq l)$ なる自然数の列で, 広義の単調減少, すなわち $\lambda_{1}\geqq\lambda_{2}\geqq\cdots\geqq\lambda_{l}$ なるものをいう。

$l$ を partition $\lambda$ の長さ (length) といい, $l(\lambda)$ で表す。ただし, $\lambda_{l}$ のあとに何個か $0$ を付

け加えた数列も $\lambda$ と同一視することがある。その場合でも, $l(\lambda)$ はあくまで $\lambda$ の $0$ でない成

分の個数である。partition 全体の集合を $\mathcal{P}$ で表す。 (この辺の記号は [M] によっている。)

partition $\lambda$ に対し, $| \lambda|=\sum_{i=1}^{l(\lambda)}\lambda_{i}$ とおく。 $|\lambda|=f$ である partition を $f$ の partition (分

害 $lJ$ ) といい, $\lambda$ が $f$ の partition であることを $\lambda\vdash f$ と書く。 ( $\vdash$ は, 例えば [Ja-Kel で用い

られている記号である。 )

一方, この原稿では, Young 図形とは次の条件 (1) と (2) を満たす N $\cross$ $*I$ の部分集合を

意味することにする。

(1) $|Y|<\infty$ ,

(2) $(i, j)\in Y,$ $i’\leqq i,$ $j’\leqq j\Rightarrow(i’,j’)\in Y$ .

図では, 図 2(左) のように, 行列と同様に第 1座標軸を上から下に, 第 2座標軸を左から

右にとって格子点の集合として表したり, さらに図 2(右) のように格子点を正方形 (箱) で置

き換えて表したりする。

図 2. (4, 2, 1) の Young 図形
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$6_{p}8_{artition}$

全体と Young 図形全体とは,
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\delta}$

,第 $i$ 項 $\lambda_{i}$ 第 $i$ 行にある箱の個数
$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\mathscr{D}}G$

という関係で対応づけることにより, 1対 1に対応する。以下 partition $\lambda$ に対応する
$Y\circ ung^{\hat{\overline{\theta}}_{s}}w^{X},i$

図形を同じ文字 $\lambda$ で表し, $\lambda$ を表す Young 図形, $\lambda$ の Young 図形, Y’oung 図形 $\lambda$ などと $|$

呼ぶ。図 1は partition (4, 2, 1) の Young 図形である。また $Y’oung$ 図形 $\lambda$ に対し, $\lambda_{i}$ はっ 1
ねに第 $i$ 行の長さの意味で用いる。さらに第 $j$ 列の長さを $\lambda_{j}’$ で表す。

次に, $\lambda\subset N\cross N$ から $N$ への写豫$T:\lambdaarrow N$ を, shape が $\lambda$ の Young tableau または

単に tableau という。図では, 図 3 (左) のように Young 図形 $\lambda$ の第 $i$ 行第 $i$ 列の箱の中

に $T(i,j)$ を書き込んだり, 図 3(右) のように箱の枠を書かずに $T(i, j)$ だけを並べたりして

表す。

2 1 4 3

$=$ 1 5

3

図 3. shape (4, 2, 1) の Young tableau の例

なお, 後に $\mathbb{N}$ 以外の全順序集合への写像も tableau ということがある。

注意 tableau の用語にもいろいろな流儀があり, tableau といっただけで成分の間に条件を

課す定義 [M] もある。

1.3. standard tableau と対称群の表現

shape $\lambda$ の tableau $T:\lambdaarrow N$ が standard であると は, この記事では次の $(S1)-(S3)$ の

条件を満たすことをいう。

(S1) $T(i, 1)<T(i, 2)<\cdots<T(i, \lambda_{i})$ $(1 \leqq i\leqq l(\lambda))$ ,

(S2) $T(1, j)<T(2,j)<\cdots<T(\lambda_{j}’:j)$ $(1\leqq j\leqq\lambda_{1})$ ,

(S3) $T$ は 1から $f$ までの数字をちょうど 1個ずつ含む。

shape が $\lambda$ の standard tableau 全体の集合を こ こでは STab$(\lambda)$ で表す。
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$T\in STab(\lambda),$ $0\leqq i\leqq f$ とするとき, $T$ 中で $i$ 以下の数字が占めている部分の形は $1^{\cdot}oung$

図形となる。 これを $\lambda^{(i)}$ とおけば, $\dot{\varphi}=\lambda^{(0)}\subset\lambda^{(1)}\subset\cdots\subset\lambda^{(f)}=\lambda p_{a\text{つ}}-|\lambda^{(i)}|-|\lambda^{(i-1)}|=$

$1$ である。

ここで次の記法を導入しよう。Young 図形 $\lambda,$
$\mu$ に対し, $\mu$ が $\lambda$ に箱を一つ付け加えたも

のであるとき, すなわち

$\lambda\subset\mu$ かつ $|\mu|-|\lambda|=1$ であるとき

$\lambda\prec\mu$ または $\mu\succ\lambda$ と書くことにする。 なお, 今用いた記号 $\lambda\subset\mu$ は, 左上隅をそろえたと

き $\lambda$ がそっくり $\mu$ に含まれることを意味する。すべての $i$ に対して $\lambda_{i}\leqq\mu_{i}$ と同値である。

明らかに,

STab$(\lambda)\{(\phi=\lambda^{(0)}, \lambda^{(1)}, \ldots, \lambda^{(f)}=\lambda)\in \mathcal{P}^{f+1}|\lambda^{(i-1)}\prec\lambda^{(i)}(1\leqq i\leqq f)\}$

と同一視することができる。

$\mathfrak{S}_{f}$ の標数 $0$ の体上の既約表現は, $f$ の partition と 1対 1に対応づけることができる。

(例えば $[Ja-Ke,$ $p$ . $52$ , Th. 2.3.15] 参照。 )) partition $\lambda$ に対応する既約表現を, ここでは

$\lambda_{\mathfrak{S}_{f}}$ で表す。 (あとで partition に対応する $GL(n, C)$ の既約表現や $Sp(2n, C)$ の既約表現を

それぞれ $\lambda_{GL(n,C)},$ $\lambda_{Sp(2n,C)}$ で表すので, その名前との統一感を出すための記号である。)

$\lambda_{\mathfrak{S}_{f}}$ の次数 (表現空間の次元) については,

$\deg\lambda_{\mathfrak{S}y}=\#STab(\lambda)$

であることが知られている。 さらに, STab$(\lambda)$ の元を basis とする vector space の上に $\mathfrak{S}_{f}$

の作用を定義して (作用をこの basis について書き下して), $\lambda_{\tilde{b}_{f}}$ を構成する方法もいくつか

知られている。 (例えば [$Ja- Ke$ , p.124, 3.3.29 The seminormal $form$ of $[\alpha]$ ], $[N]$ などを参

照)

1.4. semistandard tableau と $GL(n, C)$ の多項式表現

$\lambda$ を partition とするとき, shape $\lambda$ の Young tableau $T$ に対して, 条件 (S1), (S2) のう

ち行に関する単調増加性 (S1) を緩めた条件

(SS1) $T(i, 1)\leqq T(i, 2)\leqq\cdots\leqq T(i, \lambda_{i})$ $(1 \leqq i\leqq l(\lambda))$ ,

(SS2) $T(1,j)<T(2,j)<\cdots<T(\lambda_{j}’, j)$ $(1\leqq j\leqq\lambda_{1})$
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を満たすとき semistandard であるといい, shape $\lambda$ の semistandard tableau 全体の集合
を SSTab$(\lambda)$ で表す。そのうち中に書かれている数字が $n$ 以下であるもの全体を $SSTab_{n}(\lambda)$

で表す。 standard tableau の場合の (S3) のような, 現れる数字の回数に関する条件は semis-

tandard tableau 自体にはない $\circ$

注意 [M] では, semistandard tableau のことを単に tableau と呼んでいる。

Young tableau $T$ の weight とは, $T$ 中に数字 $i$ が現れる回数を $m_{i}(T)$ としてできる数列

$(m_{1}(T), m_{2}(T)$ , . . . ) のことをいい, この数列を $wt(T)$ で表す。 $m_{i}(T)$ は $i$ が十分大きく

なればすべて $0$ になる。 $0$ ばかりになったら適当なところで打ち切ってよいことにしておく。

$\lambda$ が partition で, $m$ が $0$ 以上の整数からなる数列であるとき, shape が $\lambda$ で weight が

$m$ の semistandard tableau 全体の集合をここでは SSTab$(\lambda;m)^{\backslash }$で表す。 この書き方に従え

ば, \S 1.3で定義した standard tableau については STab$(\lambda)=SSTab(\lambda;(1^{f}))$ である $((1^{f})$

は 1が $f$ 個続く数列の略記)。

$\mu\subset\lambda$ であるような Young 図形 $\lambda$ と $\mu$ を用いて $\lambda\backslash \mu(\mathbb{N}\cross \mathbb{N}$ の部分集合としての差集

合) と表される $N\cross \mathbb{N}$ の部分集合を skew Young 図形といい, $\lambda/\mu$ で表す。 ( $\backslash$ はもっと広

く差集合に用い, 差が skew Young 図形になるとき / を用いる。) $|\lambda/\mu|=|\lambda|-|\mu|$ とおく。

skew Young 図形のうち, 一つの列に高々一つしか箱を含まないものを horizontal strip と

いう。 また, 一つの行に高々一つしか箱を含まないものを vertical strip という。

$\square$

図 4. skew Young 図形, horizontal strip, vertical strip の例

semistandard 性の条件は, $i$ 以下の数字が占める部分を $\lambda^{(i)}$ と書くとき, $\lambda^{(i)}$ が Young 図

形であり, $i$ が占める部分 $\lambda^{(i)}/\lambda^{(i-1)}$ が horizontal strip であることを意味する。すなわち,
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次のように同一視できる。

$SSTab_{n}(\lambda)rightarrow$

{ $(\phi=\lambda^{(0)},$ $\lambda^{(1)},$

$\ldots,$
$\lambda^{(n)}=\lambda)\in P"+1|\lambda^{(i)}/\lambda^{(i-1)}$ if horizontal strip $(1\leqq i\leqq n)$ }

semistandard tableau の一つの意味づけとして, $GL(n, C)$ の多項式表現の weight 分解が

ある。 それを説明しよう。

$G=GL(n, C)$ の有限次元表現 $\rho$ が多項式表現 [resp. 有理表現] であるとは, $g=(g_{ij})\in$

$G$ に対して $\rho(g)=(\rho(g)_{kl})$ とするとき, 表現行列の各行列成分 $\rho(g)_{kl}$ が $g$ の行列成分 $g_{ij}$

の多項式 [resp. 有理式] で表されることをいう。言うまでもなく多項式表現は有理表現の特別

の場合である。 これらの表現は, 完全可約である。

$GL(n, C)$ の既約な有理表現は, highest weight というものによってラベルづけすることが

できる。それにはまず maximal torus と呼ぼれる部分群を一つ fix する。 $GL(n, C)$ の max-

imal torus とは, $C$ の乗法群 $C^{*}$ いくつかの直積と同型な部分群のうち包含関係に関して

極大なものをいう。対応する Lie 環のことばでいえぱ, Cartan subalgebra に対応するもので

ある。最も標準的な maximal torus として, 対角行列全体$T=$ {diag $(t_{1}, t_{2} , . . . , t_{n})|t_{i}\in$

$C^{*}(1\leqq i\leqq n)\}$ をとることができる。

$\hat{T}=Hom_{rat}(T, C^{*})$ を $T$ の $\tau ational$ character 全体のなす群とすると, 対応

$\hat{T}\ni\chi_{m}rightarrow m=(\uparrow n_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})\in Z^{n}$

$\subset\dot{c}$ し $\chi_{m}(diag(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n}))=t_{1}^{m_{1}}t_{2}^{\eta_{2}}\overline{\ell}$ . . . $t_{n}^{m_{n}}$

により $\hat{T}\cong Z^{n}$ である。

$(\rho, l^{\gamma})$ を $GL(n, C)$ の有理表現とする。 $\chi\in\hat{T}$ に対し

$V_{\chi}=$ { $v\in l^{7}|\rho(t)(v)=\chi(t)v$ (for all $t\in T)$ }

とおく と, $V$ は

$V= \bigoplus_{\chi\in \text{デ}}7^{\gamma_{\chi}}$

と分解する。 $1_{\chi}^{r}/\neq 0$ であるような $\chi$ を表現 $\rho$ の weight といい, 阪の元を weight $\chi$ に属

する weight vector, 阪を weight space という。 なお, $\chi_{\pi}\in\hat{T}$ を $m\in Z^{n}$ と同一視し

て, $m$ を weight と言ってもよいことにしておく。
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さて, $m=(7n_{1}, m_{2}\ldots., \uparrow n_{n}),$ $m^{/}=(7??_{1}^{/},771_{2}’, \ldots.77\tau_{n}’)$ のとき, $\hat{T}$ の元 $\chi_{m}$ と $\chi_{m’}$ の間 $|$

に順序 $\geqq$ を

$\chi_{m}\geqq\chi_{m’}$ $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}ii\Sigma m_{j}\geqq\Sigma m_{j}^{/}j=1j=1nn\Sigma m_{j}=\Sigma m_{j}^{/}j=1j=1\end{array}$ $(1 \leqq. i\leqq n-1)$

$l>0$

によって定義する。 (実はこれは, $\chi_{m}-\chi_{m’}$ が上半三角行列全体からなる Borel subgroup に対

応する positive roots の和で書けるという条件である。 )すると, $\rho$ が既約な有理表現ならば,

$\rho$ の weight の集合にはただ一つの最大元が存在する。 これを $\rho$ の highest weight という。

$GL(n, C)$ の既約な有理表現は, highest weight をとることにより, dominant integral

weight の集合

$\{m=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})\in Z^{n}|m_{1}\geqq m_{2}\geqq\cdots\geqq m_{n}\}$

と 1対 1に対応することが知られている。

このうち, 既約な多項式表現の highest weight は, $m_{i}\geqq 0(1\leqq i\leqq n)$ で特徴づけられ

る。 これは長さが $n$ 以下の partition (に必要なら $0$ を補ったもの) とみなしてよい。 この意味

で, 長さ $n$ 以下の partition $\lambda$ に対し, 対応する $GL(n, C)$ の既約な多項式表現を $\lambda_{GL(n,C)}$

で表すことにする。

多項式表現の場合は, weight $m=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})$ もすべて $m_{i}\geqq 0$ を満たす。 $l/_{\chi_{m}}^{7}$ の

次元を weight $\chi_{\pi\iota}$ または $m$ の重複度 (multiplicity) という。 そして, これが実は semis-

tandard tableau の個数によって数えられる。すなわち,

$\dim V_{\chi_{m}}=\#SSTab(\lambda;m)$

が成立するのである。

character のことばで述べれば次のようになる。

$GL(n_{c}.C)$ の有限次元多項式表現または有理表現 $(\rho, 1\nearrow)$ の character とは

$\sum_{m\in Z^{n}}(\dim V_{\chi_{m}})t^{m}$

9



73

( $t$ は変数 ( $t_{1},$ $t_{2},$
$\ldots,$

$t$のをまとめたものを表し, $t^{n}$ は $t_{1}^{m_{1}}t_{2}^{m_{2}}=\cdot\cdot t_{n}^{m_{n}}$ を意味するものとす

る) なる $Z[t_{1}^{\pm 1}, t_{2}^{\pm 1}, \ldots, t_{n}^{\pm 1}]$ の元のことをいう。 $g\in GL(n, C)$ の固有 ff\llcorner .を $t_{1},$ $t_{2},$
$\ldots,$

$t_{n}$ に代

入すると, trace $\rho(g)$ になる $\circ$

$\lambda cL(n,C)$ の character は Schur 関数 $s_{\lambda}(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n})$ と呼ばれる対称多項式になること

が知られている。上に述べたことは, 言い換えれば

$s_{\lambda}(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n})=\sum_{T\in SSTab_{n}(\lambda)}t^{w1(T)}$

と書くことができる。

なお, 二つの有理表現は, character が等しけれぽ同値である。従って, ある多項式表現の

character がわかっているとき, それを $s_{\lambda}$ の一次結合で書くことができれば, その係数が既

約成分 $\lambda_{GL(n,C)}$ の重複度である。

さて, 上で述べたことの基礎には次の現象がある。

$\lambda cL(n,C)$ を $GL(n, C)$ の部分群

に制限すると,

$\lambda_{GL(n,C)}\downarrow GL(n-1,C)\cross C$’
$\cong$ $\sum$ $\mu GL(n-1,C)\otimes\chi|\lambda/\mu|$

$\lambda/\mu$ : hor. strip
$l(\mu)\leqq n-1$

と既約表現の和に multiplicity-free に分解する。 この制限を繰り返して $T\cong C^{*}\cross C^{*}\cross$ $\cross$

$c*$ まで到達すると,

$(\phi=\lambda^{(0)}, \lambda^{(1)}, \ldots , \lambda^{(n)}=\lambda)$ , $\lambda^{(i)}/\lambda^{(i-1)}\not\in i$ horizontal strip

なる列 (Gelfand pattern とも見なせる) によってラベルづけされた 1次元の既約成分の直和
.

に分解する。 $SSTab_{n}(\lambda)$ はこの列と 1対 1に対応していた。

10
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このような 1次元部分空間に basis を取ったのが, Gelfand-Tsetlin basis である。

1.5. Robinson-Schensted 対応とその一族

(A) オリジナルの Robinson-Schensted 対応 Robinson [Ro] と Schensted [Sche] が最

初に考えた対称群の場合の Robinson-Schensted 対応とは, 次のような全単射である。

(RS) $\mathfrak{S}_{f}\ni w$
$-\sim$

$(P(w), Q(w)) \in\prod_{\lambda\vdash f}STab(\lambda)\cross STab(\lambda)$

$P(w)$ を $w$ の P-symbol, $Q(w)$ を Q-symbol と呼ぶ習慣がある。

こういう全単射の在在に限って言えば, $\mathfrak{S}_{f}$ の群環 $C[\mathfrak{S}_{f}]$ を $\mathfrak{S}_{f}$ $\cross \mathfrak{S}_{f}$ -module と見たとき

の分解

$C[\mathfrak{S}_{f}]\simeq \mathfrak{S}_{f}\cross \mathfrak{S}_{f}\oplus\lambda_{\mathfrak{S}_{f}}\otimes\lambda_{\mathfrak{S}_{f}}$

$\lambda\vdash f$

から数量的に導かれる。 ただし, $S_{f}\cross 6_{f}$ の $C[\mathfrak{S}_{f}]$ への作用は, basis である $\mathfrak{S}_{f}$ の元への

作用を $(w_{1}, w_{2}):w\mapsto w_{1}ww_{2}^{-1}$ によって定める。

さらに, $(RS)$ の具体形とこの分解との関係を与えるのが, 一つは Springer 表現を使った

議論であり, また A 型 Hecke 環の basis $C_{w}$ を使う議論であると考えられる。

(B) 重複を許す順列の場合

伊達・神保三輪氏が意味を与えたのはこの version である。

$n$ を自然数とするとき $[n]=\{1,2, \ldots, n\}$ と略記する。 $[n]$ の元をいくつか並べたものを $([n]$

上の) word と呼び, 長さが $f$ の word 全体の集合を $[n]^{f}$ で表すことにする。要するに重複

を許した順列である。 word $w$ に対しても, 数字 $i$ の現れる回数を $m;(w)$ とおいてできる数

列 (mmml $(w),$ $m_{2}(w)$ , . . . ) を $w$ の weight といい, $wt(w)$ で表す。

Robinson および Schensted は次のような全単射を構成した。

$(\overline{RS})$

$[n]^{f}\ni w-\sim(P(w),Q(w))\in SSTab_{n}(\lambda)\cross STab(\lambda)l($

しかも, $wrightarrow P(w)$ は weight-preserving である o

11
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対称群の場合の $(RS)$ は, この中に weight が (1) の word の場合として含まれる。一方,

(RS) の性質を少し調べることにより, Schensted 自身がやったように, $(\overline{RS})$ を $(RS)$ の特殊

な場合と見ることもできる。 (\S 2.2参照)

(RS) は, $(C^{n})^{\otimes f}$ の $GL(n, C)$ と $\mathfrak{S}_{f}$ に関する分解 (Schur または $\backslash \cdot 1^{\tau}ey1$ の相互律) を数

量的に反映している。

簡単のため $V=C^{n}$ とおく。 $GL(n, C)$ の $V$ への自然な作用 (縦ベクトルに行列を左から

かける作用) から, 各 $f$ に対して $V^{\otimes f}=V\otimes V\otimes\cdots\otimes V$ ( $f$ {固) への作用が次のように定ま

る。

$g\cdot(v_{1}\otimes v_{2}\otimes\cdots\otimes v_{f})=g\cdot t_{1}\otimes g\cdot\tau_{2}\otimes\cdots\otimes g\cdot v_{f}$

また, $\mathfrak{S}_{f}$ の $V^{\otimes f}$ への作用が次のように定まる。

$w\cdot(v_{1}\copyright v_{2}\Theta\cdots\otimes v_{f})=v_{w^{-1}(1)}\otimes v_{w^{-1}(2)}\otimes\cdots\otimes v_{u^{-1}(f)}$

この $GL(n, C)$ の作用と $\mathfrak{S}_{f}$ の作用は, 互いに他の commutant を張っている。 そして,

$\iota\cdot\text{・^{}7\otimes f}$ は $GL(n,$ $C)$ と $\mathfrak{S}_{f}$ の二つの群の作用のもとで

$(S1^{1}\backslash /)$

$V^{\otimes f}\cong GL(n,C)\cross \mathfrak{S}_{f}$
$\bigoplus_{\lambda\vdash f}\lambda_{GL(n,C)}\otimes\lambda_{\mathfrak{S}_{f}}$

$l(\lambda)\leqq n$

と分解することが知られている。 これが Schur 及び $\backslash h^{v}\prime ey1$ の相互律である。 (上の (S\Delta \eta りは

Schur と $\backslash \eta_{t^{v}}ey1$ のつもりである。)
$V^{\otimes f}$ の basis として最も素朴なのは $e_{u(1)}\otimes e_{w(2)}\otimes\cdots\otimes e_{w(f)}(w\in[n]^{f})(e_{1},$

$\ldots,$
$e_{n}$

は $V$ の標準的な基底) である。 この元は $T$ の関する weight vector であり, その weight

は $u\rangle$ $t(w)$ に等しい。一方 $Schur-\backslash 1^{\gamma}ey1$ 相互律の右辺を考えれば, 同じ $\iota\prime’’\otimes f$ の basis とし

て垣 $SSTab_{n}(\lambda)\cross STab(\lambda)$ をとることができ, その元 $(P, Q)$ の $T$ の関する weight は
$\lambda\vdash f$

$l(\lambda)\leqq n$

$wt(P)$ に等しい。 これからわかるように, $(\overline{RS})$ のような weight-preserving な全単射が在在

するのは, 分解 $(SW)$ の反映である。

別の立場からいえぼ, (RS) は分解 ( $S\backslash 1$りの $GL(n, C)$ に関する部分を組合せ論的に証明す

るものともいえる。すなわち, $(\overline{RS})$ の両辺の weight 母関数をとると

$(t_{1}+t_{2}+\cdots+t_{n})^{f}=$
$\sum_{\lambda^{\llcorner}f}\neq STab(\lambda)s_{\lambda}(t_{1_{J}}.t_{2,}\ldots. .t_{n})$

$l(\lambda)\leqq n$

12
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となる。左辺は $V^{\otimes f}$ の character に等しいから, \S 1.4に述べたことを思い出せぱ, これは

$V^{\otimes f}$ 中の $\lambda_{GL(n,C)}$ の重複度が#STab(\mbox{\boldmath $\lambda$}) であることを示している。

(C) Knuth 対応 D. E. Knuth (TEXを作った Knuth) は, [Kn70] で $(\overline{RS})$ をさらに次の

ように拡張した。

自然数 $m,$ $n$ と $0$ 以上の整数 $f$ に対して

$II_{n,m}^{f}( Z\geqq 0)=\{(a_{ij})_{1\leqq i\leqq n,1\leqq J\leqq m}|a_{ij}\in Z\geqq 0, \sum_{i,j}a_{ij}=f\}$

とおく。 このとき, Knuth は次のような全単射を構成した。

(Kn) $M_{n,m}^{f}(Z_{\geqq 0})$
$arrow^{\sim}$

$\prod_{\lambda\vdash f}$

$SSTab_{n}(\lambda)\cross SSTab_{m}(\lambda)$

$l( \lambda)\leqq\min\{n,m\}$

この対応は, $w\in[n]^{f}$ に対し行列 $A=(a$のを

$a_{ij}=\{\begin{array}{l}l(=\text{の場合})0(\text{そうでな合}\end{array}$

で定めることにより $(\overline{RS})$ を含んでいる。特に $(RS)$ も $A$ が置換行列の場合として含んでい

る。

この Knuth 対応は, 次の意味で (2重に) weight-preserving となる。左辺の元である行列
$A$ の第 $i$ 行の和を $m_{i}(1\leqq i\leqq n)$ , 第 $j$ 列の和を $k_{j}(1\leqq j\leqq n)$ とする。 このとき, $A$ に

対応する右辺の元を $(P, Q)$ とすれば, $wt(P)=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n}),$ $wt(Q)=(k_{1}, k_{2}, \ldots , k_{n})$

となる。

Knuth 対応に関係のある表現論的な現象は, $Jf_{n,m}(C)$ ( $C$ 上の $n\cross m$ 行列の空間) の上の

symmetric algebra の $GL(n, C)\cross GL(m, C)$ に関する分解である。 $GL(n, C)\cross GL(m, C)$

の作用は, $AI_{n,m}(C)$ への作用

$GL(n, C)\cross GL(m, C)\ni(g_{1}, g_{2}):X\mapsto\div g_{1}X{}^{t}g_{2}$

からひきおこされるものとする。すなわち, 防と巧をそれぞれ $GL(n, \mathbb{C})$ と $GL(\uparrow n, C)$ の

自然表現の空間として, $ltt_{n,m}(C)=V_{1}\otimes$ 巧とみなす。

13
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その既約表現への分解は次のようになることが知られてい-る。 ( $S^{f}$ は symmetric algebra の

$f$ 次の part を表す。)

$S^{f}(-\lambda f_{n,m}(C))\cong GL(n,C)\cross GL(m,C)$ $\bigoplus_{\lambda\vdash f}$

$\lambda_{GL(n,C)}\otimes\lambda_{GL(m.C)}$

$l(\lambda)\leqq Ini_{1}\iota\{\mathfrak{n},m\}$

$(Kn)$ の左辺でラベ Jづけされる素朴な basis としては, 次のものがとれる。 $A^{J}I_{n,m}(C)$ の

basis として matrix unit $E_{ij}$ をとると, (symmetric algebra の元に多項式のような表記を用

いれば) $S^{f}(fT_{n,m}(C))$ の $bas$ is として $E_{11^{11}}^{o}E_{12^{12}}^{a}$ . . . $E_{nn}^{a_{nn}}((a_{ij})\in AI_{n^{f},m}(Z_{\geqq 0}))$ がとれる。

($$-の basis element $t’f,$ $GL(n, C)00$ maximal torus $T_{1}$ と $GL(7n, C)$ の maximal torus $T_{\underline{9}}$

に関して同時に weight vector であり, $T_{1}$ に関する weight が $(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})$ , 乃に関す

る weight が $(k_{1}, k_{2}, \ldots , k_{n})$ である ( $7n;,$ $k_{j}$ は上と同様にそれぞれ ( $a$のの行和, 列和を表

すものとする)。

一方, 上の既約分解に則した形で, 同じ shape の semistandard tableau の pair $(P_{j}Q)$ に

対応して, $T_{1}$ に関する weight が $wt(P)$ に等しく, $T_{2}$ に関する weig配が $wt(Q)$ に等しい

weight vector である basis をとることが可能である。従って (Kn) のような対応の存在は,

$S^{f}(M_{n,m}(C))$ の既約分解の反映である。

一方の立場からは, 次のようになる。 (Kn) の両辺の weight 母関数を, $(n_{1}, m_{\backslash }2, \ldots, 7n_{n})$

には変数の組 $x=(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})$ を, $(k_{1}, k_{2}, \ldots, k_{n})$ には $y=(y_{1}, y_{2}, \ldots, y_{n})$ を用いて作

る。 $f$ をすべて動かしてその和をとったものは, 適切なべき級数環の中で意味があって, 次の

Cauchy identity と呼ばれるものになる。

$\frac{1}{\prod_{i=1}^{\eta}\prod_{j=1}^{m}(1-x_{i}y_{j})}=$
$\sum_{\lambda\in \mathcal{P}}$

$\grave{s}_{\lambda}(x_{1}, x_{2}, \ldots, x_{n})s_{\lambda}(y_{1}, y_{2_{JC}}\ldots. .y_{m})$

$l( \lambda)\leqq\min\{n,m\}$

この左辺は $S(\lrcorner\eta_{/}I_{n,m}(C))$ の $GL(n, C)\cross GL(m, C)$ に関する character と見ることができて,

対応 (Kn) は $S(M_{n,m}(C))$ の既約分解を組合せ論的に証明しているものともいえる。

(D) dual Knuth 対応 Knuth は同じ [K70] において, dual Knuth 対応と呼ぼれる次の

ような対応も構成した。

$\wedge\uparrow/I_{n.,m}^{f}(\{0,1\})=\{(a_{ij})_{1\leqq i\leqq n.1\leqq j\leqq 771}|\dot{a}_{ij}\in\{0,1\}, \sum_{i.j}a_{i.;}=f\}$
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とおく。 このとき

$(Kn^{*})$ $\lambda I_{n,m}^{f}(\{0,1\})$
$arrow^{\sim}$

$\lambda\vdash fI\lrcorner$

$SSTab_{n}(\lambda)\cdot\cross S@Tab_{m}(\lambda’)$

$\lambda\subset\square n,m$

ここで, $\square _{n,m}$ は $n\cross m$ の長方形型の Young 図形を表す。 また partition $\lambda$ に対し, $\lambda’$ は

$\lambda$ の conjugate partition と呼ばれるもので, Young 図形のことぱでいえば, 主対角線に関し

て折り返した図形に対応するものである。

これに対応する表現論的な現象は

$\wedge^{f}(I/I_{n,m}(C))\cong GL(\tau t,C)\cross GL(m,C)$
$\bigoplus_{\lambda\vdash f}$

$\lambda_{GL(n,C)}\otimes\lambda_{GL(m,C)}’$

$\lambda\subset\coprod_{1,m}$

である。 ( $\wedge^{f}$ は外積代数の $f$ 次の part を表す。)

(E) Berele の対応 ( $(B)$ の $Sp$ 版) $GL$ の多項式表現の weight の重複度を数える SSTab

の $Sp,$ SO への拡張について [Ko-Te] で扱った。 $GL$ の混合テンソル表現については [Ko]

がある。

$Sp$ の場合の tableau を最初に作ったのは R. C. King [Ki] である。A. Berele [Ber] は

それを用いて, $V=C^{2n}$ を $Sp(2n_{\tau}.C)$ の自然表現 (vector 表現) の空間とするとき, (B) の

analogue として, $V^{\otimes f}$ の分解を数量的に反映した (または組合せ論的に証明する) 次のよう

な対応を構成した。

$[\overline{n}]^{f}$ $arrow^{\sim}$ $I1$ $Sp_{2_{71}}Tab(\lambda)\cross L^{\bigvee_{1}}DTab_{n,f}(\lambda)$

$\lambda\vdash f$ or $f-2$
or...

$l(\lambda)\leqq n$

ここで, $[\overline{n}]$ は全順序集合 $1<\overline{1}<2<\underline{\overline{9}}<\ldots<n<\overline{\uparrow z}$ の略記である。 また $Sp_{2n}Tab(\lambda)$ は

partition $\lambda$ に対応する $Sp(2n, C)$ の既約表現の weight の重複度を数えるのに用いられる

tableau の集合であり, 具体的には \S 3で定義する。 なお, $Sp(2n, C)$ の既約な多項式表現と

partition との対応は H. $\backslash \cdot\backslash \sim e_{3^{r}}1$ の古典的な書 $[\backslash t^{\gamma}ey]$ に扱われている。

また,

$UDTab_{n,f}(\lambda)=\{(\phi=\lambda^{(0)}\lambda^{(1)}!. : \ldots , \lambda^{(f)}=\lambda)\in P^{f+1}|$

$l(\lambda^{(i)})\leqq n$ $(0\leqq i\leqq f).\lambda^{(i)}\succ\lambda^{(i-1)}$ $*\infty\succ\llcorner$ }$g$ $\lambda^{(i)}\prec\lambda^{(i-1)}$ }
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である。 このようなものを Sundaram は [Su86] で up-down tableau と名づけた。 $\lambda\vdash f$ の

とき STab$(\lambda)=UDTab_{ff}(\lambda)$ とみなせることに注意していただきたい。

$[\backslash \forall ey]$ で示されているように, $V^{\otimes f}$ における $Sp(2n, C)$ の commutant としては Brauer

algebra と呼ばれるものが現れる。 (正確には Brauer は直交群の場合にこのことを示し, 類似

の algebra が $Sp$ の場合にも使えることは\\eta [eyl 自身の結果である旨の記述が $[\backslash 1^{\gamma}ey]$ にある。

直交群の場合の algebra と $Sp$ の場合の algebra は, パラメタを含む形で統一的に定義できる

ので, 現在どちらも Brauer algebra と呼ばれているようである。)最近, Birman, $\backslash 1^{\prime^{v}}enz1$ お

よびは $J$ . Murakami は, $UDTab_{n,f}(\lambda)$ の元を basis とする vector space の上に, Brauer

algebra およびその q-analogue の既約表現を構成した $\circ$

(F) $GL(n, C)$ の mixed tensor 表現の場合の Stembridge の対応 $J$ . R. Stembridge は

[ $S$ te87] の中で, $B$ erele の対応と類似の方法を用いて, $l^{r\otimes r}/\otimes(V^{*})^{\otimes s}$ 上の $GL(n, C)$ の表現

の分解に対応する次のような全単射を構成した。 $c=(\epsilon_{1}, \epsilon_{2,\ldots,\vee r+s}c)$ を 1を $r$ \iota 乱 $-1$ を $s$

個含むベクトルとする。 このような $\epsilon$ ごとに次のような対応が定義される。

$[n]^{r}\cross[n]^{s}$ $arrow^{\sim}$

$(\lambda,\mu)\in \mathcal{P}\cross \mathcal{P}LI$

$RatTab_{n}(\lambda, \mu)\cross UDScTab_{n,\epsilon}(\lambda, \mu)$

$r-|\lambda|=s-|\mu|\geqq 0$

$l(\lambda)+l(\mu)\leqq n$

$GL(n, C)$ の有理表現は, $\{(\lambda, \mu)\in P\cross P|l(\lambda)+l(\mu)\leqq n\}$ によってもラベルづけさ

れる。 $RatTab_{n}(\lambda, \mu)$ は, ここでは定義しないが, $(\lambda, \mu)$ に対応する $GL(n, C)$ の既約有理

表現のweig競の重複度を数えるのに使われる, ある条件を満たす semistandard tableau の対

の集合である ([Ko] 参照)。 $UDScTab_{n,\underline{\Leftrightarrow}}(\lambda, \mu)$ は (これもここでは定義しないが) up-down

staircase tableau と呼ばれる, ある条件を満たす partition の pair の列の集合である。

(G) $SO(2n+1, C)$ の場合の Sundaram の対応 $SO(2n+1_{1}.C)$ の $l^{\prime^{r}\otimes f}$ 上の表現の分

解に対応する version を S. Sundaram が構成した。われわれが現在持っているのは非公式な

ノートであるが, [Su] に含まれるはずである。彼女の対応は, $SO(2n+1_{j}C)$ の既約指標と

$Sp(2n_{:}C)$ の既約指標の問の関係に基づいている。

(H) $O(N, C)$ の場合の Proctor の対応 最近 R. Proctor は $N$ が偶数, 奇数の場合を含め

て直交群の version を構成した。 (彼の preprint [P] には, 初版 88年 7月, 改訂 89年 4月

とある。 )R. Proctor の方法の特徴は, $SO$ の表現ではなく $O$ の表現をとらえ, 既約表現の

ラベルづけにも (
$l( \lambda)\leqq n=[\frac{A^{\tau}}{\underline{9}}]$ なる $\lambda$’だけではなくて, determinant の作用も区別する
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.

[Weyl のラベリングを用いたところにある。 (実は筆者も 2月ごろこれを試みようとしたが,

残念ながら成功しなかった。 )

(I) $o(2n+1, C)$ の spinor 表現も含めた Benkart, Stroomer の対応 さらに最近 (1989

年 6月付), Benkart および Stroomer が, $o(2n+1, C)$ の多項式または spinor 表現と spin

表現のテンソ J積, 及び spinor 表現と自然表現 ( $C^{2n+1}$ 上の vector 表現) のテンソル積に対

応する insertion を構成した [Be-Str]。 (insertion は, Robinson-Schensted 型の対応の基

礎になる写像である。 )

(J) Sagan, Worley の shifted tableau の version Sagan [Sa] は shifted tableau (図

5のような図形に数字を書き込んだ tableau) に対して, (A) や (C) に似た対応を構成した。

対称群の普通の表現の代わりに射影表現が, Schur 関数の代わりに Schur の $Q$ 関数と呼ばれ

るもの (Hall-Littlewood 対称関数 $Q(x;t)$ の $t$ に $-1$ を代入したもの) が関係する。 $7l^{\gamma}or1ey$

[Wo] も同様の対応を構成した。また最近 Stembridge が [Ste89] の中で, Schur $Q$ 関数の積

の分解公式 (Schur 関数の場合の Littlewood-Richardson 法則に対応するもの) をこれを用い

て作った。

図 5. shifted shape の例

(K) Berele, Regev による (B) の Lie superalgebra $p1(k, l)$ 版 Berele, Regev [Ber-

${\rm Re}]$ は Lie superalgebm $p1(k, l)(B^{\text{【}(k}/l)$ とも書かれる) に対する $Schur-\backslash \eta^{\vee}/ey1$ 相互律の類似

を追求し, その中で $(k, l)$ semistandard tableau と全単射 $(k, l)- RoSch$ を構成した。

(L) spinor 上の $(C_{m}, C_{n})$ dual pair の version 長谷川浩司氏が [Has87], [Has88] で

発見した spinor 上の dual pair のうち $(C_{m}, C_{n})$ の場合に対応する全単射を, Berele の写像

を利用して作ることができる [Te]。

注意 以上では, 表現論を既知とする立場からはこれらの全単射を “表現論的な現象を数量的

に反映するもの” と表現し, また一方, 全単射による証明を重視する立場からは, これらの全

単射は対応する character の等式, 表現の分解を組合せ論的に証明するものだとも表現してき

た。
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いずれの立場でも, 古典的な character の計算だけからは得られない惰報が得られることを

示すことが, これから重要だと考えられる。 その意味で, [D-Ji-M] は新しい局面の始まりと

なることが大いに期待されるわけである。

2. ROBINSON-SCHENSTED 対応の具体的定義と性質

この \S では, \S 1.5 (B) の全単射 (重複を許した順列に, 形の等しい semistandard tableau

と standard tableau の対を対応させる対応) を, Knuth [Kn70] の流儀で定義する。

以下, \S 2.1で semistandard tableau に新しい文字を一つ挿入する row insertion と呼ばれ

る方法を定義し, \S 2.2でそれを用いて \S 1.5 (B) の Robinson-Schensted 対応を定義する。 ま

た対称群の場合, 逆元をとると P-symbol と $Q$ -symbol が入れ替わるという性質や, Knuth

の基本関係を紹介する。 \S 2.3では column insertion と呼ばれるもう一つの挿入を定義し, そ

れとの関係から順列 (重複のない場合) を左右ひっくり返すと P-symbol が転置になるという性

質を紹介する。 \S 2.4では, Sch\"utzenberger の $jeu$ de taquin と呼ばれる algorithm との関係

を用いて, 左右をひっくり返した順列の Q-symbol を記述する。

Robinson-Schensted 対応の定義のしかたにも, column insertion を用いるものや inser-

tion を行う順が逆のものなどいろいろあるが, その間の関係もこれで明らかになる。文献に

あたるときは注意していただきたい。

2.1. Schensted row insertion の定義

Schensted は [Sche] の中で, insertion と呼ばれる操作を 2種類定義 $\llcorner$ た。 この節では,

そのうち後に row insertion と呼ばれるようになったほうを, [Kn70] の拡張された formula-
tion で定義する。

注意 $Sp$ の表現に関係する $B$ erele の対応 (\S 1.5 (E) で述べたもの) においても, この row

insertion のほうが基礎として使われる (\S 3参照) $\circ$

定義 $T\in SSTab_{n}(\lambda),$ $r\in[n]$ とする。 このとき新しい $Tarrow r$ と書かれるものを次め

ように帰納的に定義する。ただし, 終結の場合は $T=\phi$ のときを含む。 また継続の場合,

$r’=T(1, j)$ とおき, $Tarrow r$ の第 1行は $T$ の第 1行の (1,のを $r$ で置き換えたものとす

る。第 2行以降は, $T$ の第 2行以降 $\overline{T}$ にこの操作を帰納的に適用して $r’$ を挿入したものと
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する。最終的には必ず終結の場合に到達する。

$j$

$Tarrow r$ $=$

$T(1, \lambda_{1})\leqq r$ のとき $T(1, j-1)\leqq r<T(1, j)$

(終結の場合) のとき (継続の場合)

この操作を row insertion と呼び, 略して (RI) と書くことにする。 (第 1行, 第 2行, . . .
の順に数字を挿入していくからである)。

注意注意 [D-Ji-Ml ではこれを $T\downarrow r$ で表し, 上からの insertion と呼んでいる。 この記事では

[Sche] の記号 $Tarrow r$ を用いる。

例

1 1 2 3 1 1 2 2 1 1 2 2
2 2 3 4 $\underline{-/}$ $\angle-$ 3 任

$arrow 2$ $=$ $=$

3 $arrow 3$3

4 4

1 122

2233

34

4

注意 Schensted は [Sche] の中で, もとの tableau の中身の数字がすべて相異なっていて,

挿入する数字もそれらのどれとも異なる場合の row insertion を定義した。 これをあとの説明

のために $(RI)$ の distinct version と呼ぼう。 この場合定義の中の $\leqq$ は $<$ で置き換えてよ

い (Schensted はそう定義している)。 ここで定義した形は Knuth の [Kn70] のものであり,

Knuth はこれを $Schensted\cdot s$ insertion などと呼んでいる。
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(RI) において最も基本的な考察は次のものである。少し技術的な statement であるが, す

べての性質の証明の基礎になるものである。

補題 $2.1$ $\lambda$ は partition, $T\in SSTab_{n}(\lambda),$ $r\in[n]$ とする。 $Tarrow r$ の操作において, $rl^{*}>$

収まった第 1行中の位置を $(1, j_{1})$ , 追い出した文字を $r_{1}$ とおく。以下 $i=2,3,$ $\ldots$ に対し

て順に $r_{i-1}$ が収まった第 $i$ 行中の位置を $(i, j_{i})$ , 追い出した文字を $r_{i}$ とおく。最後に第 $k$ 行

において $r_{k-1}$ が行の最後について $Tarrow r$ の操作が終結したもとのし ( $k$ をそのように定め),

rk-l の収まった位置を $(k, j_{k})$ とおく。 このとき次が成立する。

$r<r_{1}<r_{2}<\cdots<r_{k-1}$

$j_{1}\geqq j_{2}\geqq\cdots\geqq j_{k-1}\geqq j_{k}$

証明 $k$ に関する帰納法で示す。 $k=1$ , すなわち $Tarrow r$ が第 1行で直ちに終結するなら

ば, 示すことは何も存在しない。そうでない場合, $r_{1}(=T(1,j_{1}))$ は $r<T(1, j_{1})$ となるよ

うに選んだのだから, $r<r_{1}$ は成立する。 もし第 2行が $j_{1}$ より真に短けれぼ, $j_{2}$ はたかだ

か (第 2行の長さ)+1であるから $j_{2}\leqq j_{1}$ が成立する。そうでなくて $T(2, j_{1})$ が存在する場

合は, $T$ の semistandard 性 (特に列の strict 性) により $r_{1}=T(1, il)<T(2, j_{1})$ である。

$j_{2}$ は $r_{1}<T(2$ ,のなる $j$ の最小のものであるから, $j_{2}\leqq j_{1}$ が成立する。 $r_{1}$ 以降の部分と $j_{2}$

以降の部分は, 終結までの行数が一つ少ない $\overline{T}arrow r_{1}$ の場合に帰着される。 I

この考察から, 次の命題で述べるように, $(RI)$ の行き先が $\ovalbox{\tt\small REJECT}_{SSTab_{n}(\mu)}$ に含まれること
$\mu\succ\lambda$

がわかる。

命題 2.2 $\lambda$ は partition, $T\in SSTab_{n}(\lambda),$ $r\in[n]$ とする。 このとき $Tarrow r$ も semistandard

tableau で, その shape は $\lambda$ に一つ箱を付け加えたものである。

証明 $k,$ $j_{i},$ $r_{i}$ は上の補題と同じ意味に用いる。 $k=1$ ならば, shape が Young 図形になる

ことは明らかだし, 新しい隣接関係は $T(1, \lambda_{1})$ とその右に収まった $r$ だけで, ここで semis-

tandard 性が保たれていることは, 場合分けにおける終結の場合の条件から明らかである。

そうでない場合, 上の補題により $j_{k}\leqq j_{k-1}$ であるから, 新しくふえた場所の上にはもとか

ら箱が存在する。従って $Tarrow r$ の shape は Young 図形になっている。行ごとに semistan-

dard 性が保たれていることは, 定義における $r$ や $r_{i}$ の収まり場所の選びかたから明らかであ

る。 問題は $r_{i}$ と, $r$ ; の新しく収まった場所 $(i+1, j_{i+1})$ の上隣 $(i, j_{i+1})$ との大小関係であ
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る。 $j_{i+1}\leqq j_{i}$ であるから, (新しい) 第 $i$ 行の広義増加性により, 上隣の元は $(i, j_{i})$ に収まっ

た $r_{i-1}$ 以下である。 $r_{i-1}<r_{i}$ であるから, $r_{i}$ は上隣の元より真に大きい。従って $Tarrow r$ は

semistandard tableau である。 1

それのみならず, (RI) は次の全単射を与える。

定理 2.3 partition $\lambda$ を fix するとき,

(RI) $SSTab_{n}(\lambda)\cross[n]\ni(T, r)$
$(T arrow r)\in\prod_{\mu\succ\lambda}SSTab_{n}(\mu)-$

は全単射である。

証明 (RI) の逆写豫になるべき写像を次のようにして作ることができる。deletion と呼ぶこ

とが多いが, ここでは inverse row \’insertion を略して (IRI) と呼ぶ。 $U$ を右辺の元とする。

$U$ の shape は $\lambda$ の Young図形から箱一つだけはみ出している。 はみ出している箱の行番号を

$k$ とし, はみ出している箱の中身を $r_{k-1}$ として, $U$ からこの箱を削除する。第 $k-1$ 行の中

で $r_{k-1}$ より真に小さい最も左の箱の中身を $r_{k-2}$ とおき, この箱の中身を $r_{k-1}$ で置き換え

る。以下第 $k-2$ 行, 第 $k-3$ 行, . . . と進み, 第 1行まで置き換え終わった tableau を

$T$ とおいて, 第 1行で消された中身 (上の記号でいえば $r_{0}$ ) を $r$ とおく。 このとき $(T, r)$ を

(IRI) による $U$ の像とする。 これが $(RI)$ の逆写豫であることは, 比較的容易にわかる。 I

注意 (RI) は, $GL(n, C)$ の表現でいえぱ次の事実に対応している。

$\lambda_{GL(n,C)}\otimes\coprod_{GL(n,C)}GL(n,C)\cong$
$\oplus\mu_{GL(n,C)}$

$l(\mu)\leqq n\mu\succ\lambda$

$\square cL(n,C)$ は $GL(n, C)$ の自然表現 (vector 表現) である。

なお \S 2.3で, 同じ集合の問の全単射をもう一通り紹介する。それが Schensted の定義した

もう一つの insertion で, column insertion と呼ぼれるものである。

2.2. row insertion に基づく Robinson-Schensted 対応の定義

row insertion を繰り返して word $w$ の P-symbol と Q-symbol を定める。
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定義 $w\in[n]^{f}$ . とする。 $w$ の P-symbol $P(w)$ を

$P(w)=(\cdots((\phiarrow w(1))arrow w(2))arrow\cdots)arrow w(f)$

で定める。また, $(\cdots((\phiarrow w(1))arrow w(2))arrow\cdots)arrow w(i)$ の shape を $\lambda^{(i)}$ とおくとき,

partition の列
$(\phi=\lambda^{(0)}, \lambda^{(1)}, \lambda^{(2)}, \ldots, \lambda^{(f)}=P(w)q)$ shape)

に対応する standard tableau (\S 1.3参照) を $w$ の Q-symbol と呼び, $Q(w)$ で表す。

定理 2.4

(RS) $[n]^{f}\ni w$ $(P(w), Q(w))\in$ $\prod SSTab_{n}(\lambda)\cross STab(\lambda)$

$\lambda\vdash f$

$l(\lambda)\leqq n$

は全単射である。

証明 $Q(w)$ は一つずつふえてい \langle shape の履歴を記録したものであるから, これを逆にたど

りながら (IRI) を繰り返せば, $(\overline{RS})$ の逆写像が得られる。 I

注意 定理 2.4の写像 $(\overline{RS})$ が \S 1.5 (B) で述べた重複を許した順列に対する Robinson-

Schensted 対応である。

Schensted は [Sche] において, \S 2.1で述べた $(RI)$ の distinct version だけを用いて, 同

じやり方で \S 1.5 (A) で述べた対称群の場合の $(RS)$ を定義した。従って $(RS)$ は $(\overline{RS})$ にお

いて, $n=f$ で $w$ が 1から $f$ までの文字を一つずつ含む word の場合に限ったものである。

対称群の場合の $(RS)$ において, 大小関係で隣り合う二つの自然数 $i,$ $i+1$ の P-symbol や

Q-symbol の中での位置関係と, もとの $\mathfrak{S}_{f}$ の元の間には次のような関係がある。

命題 2.5 $w\in \mathfrak{S}_{f},$ $1\leqq i\leqq f-1$ とする。

(1) $w(i),$ $w(i+1)$ の大小と $Q(w)$ の中での $i$ と $i+1$ の位置関係の間には次の関係があ

る。

$w(i)<w(i+1)$ $\Leftrightarrow$ $Q(w)$ 中 $i+1$ は $i$ より右の行にある

$w(i)>w(i+1)$ $\Leftrightarrow$ Q(切中 $i+1$ は $i$ より下の列にある
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(2) $w$ を $[n]^{f}$ の元 $w(1)u)(2)\cdots w(f)$ とみなす。 $w$ 中に $i$ と $i+1$ の現れる位置 (すな

わち $u)^{-1}(i)$ と $u)^{-1}(i+1)$ の大小関係) と, $P(w)$ の中での $i$ と $i+1$ の位置関係の

間には次の関係がある。

$w=$ . . . $i\cdots i+1\cdots$ $\Leftrightarrow$ $P(w)$ 中 $i+1$ は $i$ より右の行にある

$w=$ . . . $i+1$ . . $i\cdots$ $\Leftrightarrow$ $P(w)$ 中 $i+\backslash 1$ は $i$ より下の列にある

ここでは証明は省略する。証明はむずかしくない。

注意 1 (1) は, $w(i)<w(i+1)$ の $<$ を $\leqq$ にすることにより, 重複を許した順列にも拡

張される。

注意 2 Schenst$ed$ はいま述べた (2) を利用して, 対称群の場合の $(RS)$ を重複を許した順列

に対する $(\overline{RS})$ に拡張した。 Schensted の方法は次の通りである。
11 ヨヨ

$w\in[n]^{f}$ とする。例えば $w=231231332$ としよう。 このとき $P(w)=223$
1 らア 8 3

$Q(w)=349$ である。 ここで, $w$ の中で 2度以上現れる同じ文字をすべて区別し, 大
6

小関係は早く現れるものほど小さいと定めることにしよう。そのように見直したものを $w^{*}=$

$2_{1}3_{1}1_{1}2_{2}3_{2}1_{2}3_{3}3_{4}2_{3}$ (ここで文字の大小は $1_{1}<1_{2}<2_{1}<2_{2}<2_{3}<3_{1}<3_{2}<3_{3}<$

$3_{4})$ とする。 これを $\mathfrak{S}_{9}$ の元 (行き先のほうは数字が 1,
$2_{1_{1}1_{2}2_{3}},9_{3}$

ではなく
$1_{1},1_{2},\ldots,3_{4}125\overline,8$

と書

かれているが) と思って $(RS)$ を適用すると, $P(w^{*})=2_{1}2_{2}3_{2}$ $Q(w^{*})=349$ であ
$3_{1}$ 6

る。 ここで例えば $2_{1},2_{2},2_{3}$ は大小関係において連続した文字で, $w^{*}$ 中にこの順で現れるか

ら, (2) により, $P(w^{*})$ 中この 3文字は一つの horizontal strip (\S 1.4参照) を占め, $2_{1,2}\underline{\circ}$ ,

$2_{3}$ はその中にこの順で左から現れることが保証される。 これは 2に限らずどの数字について

もいえる。言い換えれば, 文字の添字を落としてできる tableau は semistandard になること

が保証される。

逆に, $P\in SSTab_{n}(\lambda),$ $Q\in STab(\lambda)$ とするとき, $P$ において同じ数字は一つの horizon-

$tal$ strip を占めているから, それらに左から順に 1, 2, . . と添字をつけた tableau を $P^{*}$ とす

ると, $(P^{*}, Q)$ に $(RS)$ の逆写像を適用して得られた word $w^{*}$ は, 例えば $2_{1},2_{2},$ $\ldots$ を左か

らこの順で含む。従って $(P, Q)$ に $w^{*}$ の添字を消した word を対応させる写像が逆写像にな

る。

こ う して

同じ数字に左から添字をふる $arrow(RS)arrow$ 添字を消す
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は $[n]^{f}$ から $I\lrcorner$ $SSTab_{21}(\lambda)\cross STab(\lambda)$ への全単射になる。
$\lambda\vdash f$

$l(\lambda)\leqq n$

これが Schensted が $(RS)$ を重複を許した順列に拡張した手順である。

Schensted の手順に従うとき, 実は insertion の操作中常に, 例えば $2_{1},\underline{?}_{2}$ $2_{3}$ の位置

関係について (2) が適用できるから, 同じ行に 2が二つ並ぶようなことがあるときは, 必ず

左の 2のほうが添字が若い。従って同じ数字を区別しなくても, 同じ数字が横に並んだとき

は右のもののほうが大きいのと同じに扱って insertion を行えば, $P(u)^{*})$ の文字の添字を落と

した tableau と同一の tableau ができる。 shape の成長のしかたも同一である。すなわち,

Schensted の手順と, ここで説明したような拡張した $(RI)$ を使った $(\overline{RS})$ とは一致するので

ある。

Schensted の手順で見ると, $(\overline{RS})$ は $(RS)$ の特別の場合と見ることができる。例えば, 上

で例に用いたような 2個の 1 と 3個の 2 と 4個の 3からなる順列に対する $(RS)$ は, $1_{1}.$,

$1_{2},2_{1},2_{2},2_{3},3_{1}.,$ $3_{-},$ $3_{3},3_{4}$ の順列のうちで, $1_{1}$ と 12など主たる数字が同じものは添字の小

さい順に左からあるという条件を満たすものに限定して (RS) を適用したのと同じだからであ

る。

対称群の元に対する $(RS)$ は, 逆元をとると P-symbol と Q-symbol が入れ替わるという

美しい性質がある。 このことは Robinson が [Ro] の中で述べているが, そこには it is not

diMcult to see” と書かれているだけである。後に Sch\"utzenberger が [Sch\"ul に証明を発表

した。
–

$(RS)$ にはこれに対応する statement はないが, $(RS)$ をさらに拡張した Knuth 対応 (\S 1.5

(C) 参照) までいくと, $n=m$ のとき, $-\prime tf_{n,n}(Z\geqq 0)$ の元を転置すると P-symbol と Q-

symbol が入れ替わる ‘\acute , という statement に拡張されて, これも成立する。

ここでは対称群の場合の証明の概略を [Kn68] に沿って示す。 $lf_{W}^{\Xi}’*\mathfrak{h}^{\backslash }\text{法_{}[oslash]^{i_{J}^{\backslash }}i}\underline{g}fflT^{*}$ き るように

$[Sch\ddot{u}]_{-}$. [Kn68] に\nearrow 従って $\mathbb{N}$ の任意の二つの $f$ 元部分集合の問の全単射 $w=$ $p_{1}^{1}qp_{2}^{2}q$

$pq:\{$

に対して P-symbol $P(w)$ との定義を拡張する。ここで $lL^{\backslash }=$
$p_{1}^{1}qp^{2}q_{2}$ $pq$:

は定義域が $\{q_{1}, q_{2}, \ldots, q_{f}\}$ (ただし $q_{1}<q_{2}<$ $<q_{f}$ ), 値域が $\{p_{1}, p_{2\cdots\backslash }p_{f}\}$ で,

$q_{i}\mapsto Pi(1\leqq i\leqq f)$ なる写像を表す。P-symbol は word $p_{1}p_{2}$ $p_{f}$ の P-symbol. Q-symbol

は鍛の挿入で増えた場所に (対称群の元ならば $i$ を書き込むところを) $q_{i}$ を書き込んででき

るものである。

定理 26 $q_{1}<q_{2}<\cdots<q_{f}$ をすべて自然数とし, また $p_{1},$ $p_{2},$ $\ldots,$ $p_{f}$ を $f$ 佃の互いに異な
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る自然数とする。 $w=(_{p_{1}^{1}p_{2}^{2}}^{qq}$ $pq:)$ に対し, $P(w^{-1})=Q(- u’)$ , また $Q(w^{-1})=P(\iota\iota’)$ であ

る。特に $w\in \mathfrak{S}_{f}$ に対してこれが成立する。

証明の概略 $P(u))$ の shape を $\lambda$ とし, $l(\lambda)=l$ とおく。 $1\leqq t\leqq l$ なる $t$ に対し, $(_{p_{i}^{j}}^{q})$

が $w$ において class $t$ に属するとは, $\phi$ に $p_{1},$ $p_{2}$ , . . . , $p_{i}$ の順に挿入したとき $p_{i}$ が位置

(1, t) におさまることとする。 $w$ における class $t$ の pair の全体を $(_{p_{1}^{j_{1}}}^{q_{1}}.),$ $(_{p:_{2}^{2}}^{q_{j}}),$ $\ldots$ $(_{p;_{k}^{k}}^{qj})$ ,

$q_{i_{1}}<q_{i_{2}}<\cdots<q_{i_{k}}$ とすると $p_{i_{1}}>p_{i_{2}}>\cdots>p_{i_{k}}$ であり, $P(w)$ と $Q(w)$ の (1, t)-成分

はそれぞれ $p_{i_{k}},$ $q_{i_{1}}$ である。 また, $P(w),$ $Q(u)$ の 2行目以降は, $(\begin{array}{lll}q_{2}| \cdots q_{k}p_{\dot{2}} \cdots pj_{k}\end{array})$ をすべての $t$

に対してあわせて $q$ の小さい順に並べたもの (これを $w’$ とおく) の P-symbol と Q-symbol

になる。

さて $(_{p}^{q}$) が $u$) 中で class $t$ に属することは, $q_{i_{1}}<q_{i_{2}}<\cdots<q_{i}$. $=q$ かつ $p_{i_{1}}<p_{i_{2}}<$

$<p_{i_{1}}=p$ となるような $i_{1},$ $i_{2},$
$\ldots,$

$i_{s}$ の長さ $s$ の最大値がちょうど $t$ であることを意味

する。 $w^{-1}$ は $(_{q_{1}}^{p_{1}}),$ $(_{q_{2}}^{p_{1}}),$
$\ldots$

$(_{q_{f}}^{p_{f}})$ を $p$ の小さい順に並べ換えたものであるから, このことよ

り $(;)$ が $w$ 中で class $t$ に属すれば, $(_{q}^{p})$ も $w^{-1}$ 中で class $t$ に属することがわかる。

従って $w^{-1}$ 中の class $t$ の pair の全体を $w^{-1}$ の中で左にあるものから並べると, $(_{q_{k}}^{p\dot{:}_{k}})$ ,

$(_{q_{*}}p;_{k-1}k-1),$ $(_{q:_{1}^{1}}^{p_{\mathfrak{i}}})$ となり, $P(w^{-1}),$ $Q(w^{-1})$ の (1, t)-成分はそれぞれ $q_{i_{1}}$ と $p_{i_{k}}$ となる。

これが各 $t$ に対して成立するから, $P(w^{-1}),$ $Q(w^{-1})$ の第 1行はそれぞれ $Q(w),$ $P(w)$ の

第 1行に一致する。 また $P(w^{-1}),$ $Q(w^{-1})$ の第 2行以降は, $(\begin{array}{lll}p_{k-1} \cdots p_{1}q_{i_{k}} \cdots qj_{2}\end{array})$ をすべての $t$

に対してあわせて $p$ の小さい順に並べたものの P-symbol, Q-symbol となる。 これはちょう

ど $w^{\prime-1}$ に相当するから, 行数に関する帰納法に訴えて, 第 2行以降についても P-symbol と

Q-symbol が入れ替わることがわかる。 嫁

一般の重複を許した順列に対する (RS) に戻ろう。 同じ P-symbol を持つ word に対して,

Knuth は [Kn70] で次のことを示した。

定理 2.7 $[n]^{f}$ 上の同値関係 $\equiv$ を

$w\equiv w’\Leftrightarrow P(w)=P(w’)$

によって定義すると, $\equiv$ は次の 2種類の基本関係で生成される。

(KE1) $x<y\leqq\sim\vee$ のとき $yxz\cdots\equiv$ $y_{\sim}^{\sim}x$

(KE2) $x\leqq y<z$ のとき $xzy\cdots\equiv$ $zxy\cdots$
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証明の概略 まず (KEI) と (KE2) が成立することを示す。左側の の部分の word の P-

symbol を $T$ とおく。 (KE1) は, $x$ の挿入は $y$ の挿入の軌跡を含めて牟側にしか影響せず,

2の挿入は $y$ の挿入の軌跡の真に右側にしか影響しないことをちょっと注意深く見ればよい。

(KE2) を示すために, $T$ に $z,$ $x,$ $y$ の順で挿入したときの, 補題 2.1でいう $\mathfrak{j}_{1}$ をそれぞれ

$m_{1},$
$l_{1}$ , il とする。 $l_{1}\leqq m_{1}$ であるが, $I_{1}<m_{1}$ のときと $i_{1}=m_{1}$ のときに分ける。 $l_{1}<m_{1}$

のときは, 二通りの順番の挿入で第 1行は同じ結果になり, 第 2行以降 $\overline{T}$ に挿入するもの $z’$ ,

$x’,$ $y’$ も同じく (KE2) の条件 $x’\leqq y’<z’$ を満たすので, あとは行数に関する帰納法にかか

る。 $l_{1}=m_{1}$ のときは, 第 1行の結果が同じになることを注意深く見るとともに, 第 2行以

降丁への挿入が (KE1) の条件を満たすことを示して行数に関する帰納法にかける。

逆に同じ P-symbol を持つ word どうしが必ず (KEI) と (KE2) を使って互いに移りあえ

ることを見るには, 例えば次のようにすればよい。 $T\in SSTab(\lambda),$ $l(\lambda)=l$ に対し, $T$ の第 $i$

行に並ぶ数字をそのままの順で word と見たものを勾と書くとき,

$\rho(T)=T_{l}T_{l-l}$ $T_{1}$ (word $T_{l}$ から婿までをこの順に並べたもの)

とおく。 $P(\rho(T))=T$ は容易にわかる。任意の word $w$ に対し, (KEI) と (KE2) の変形で

$w$ から $\rho(P(w))$ にいけることを示せばよい。実際, $T\in SSTab(\lambda),$ $r\in \mathbb{N}$ に対し, (KEI)

と (KE2) の変形で $\rho(T)r$ (この意味は $\rho(T)$ のあとに 1文字 $r$ をつけ々した word) から

$\rho(Tarrow r)$ にいけることを, row insertion の定義と並行した議論で示すことができる。 これ

を繰り返せぱよい。 I

. $c$ 意注意 この基本関係の形から, word 全体が word の連結という演算に関してなす単位的半群

は, semistandard tableau 全体の集合に quotient として落ちることがわかる。 この視点は

Knuth によって [Kn70] の中で指摘され, その後 Lascoux, Sch\"utzenberger が強調してい

る。

2.3. column insertion と reverse word の P-symbol

さて, 別の全単射として column insertion というのもあり, それと row insertion との関

係から Robinson-Schensted 対応のもう一つの著しい性質が導かれる。

定義 $T\in SSTab_{n}(\lambda),$ $r\in[n]$ とする。 このとき新しい $rarrow T$ と書かれるものを次のように
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帰納的に定義する。

$rarrow T$ $=$

$T(l(\lambda), 1)<r$ のとき $T(i-1,1)<r\leqq T(i, 1)$

(終結の場合) のとき (継続の場合)

ただし, 終結の場合は $T=\phi$ のときを含む。 また継続の場合, $r’=T(i, 1)$ とおき, $rarrow T$

の第 1列は $T$ の第 1列の $(i, 1)$ を $r$ で置き換えたものとする。第 2列以降は, $T$ の第 2列

以降丁にこの操作を帰納的に適用して $r’$ を挿入したものとする。最終的には必ず終結の場合

に到達する。

この操作を row insertion に対して column insertion と呼ぶ (第 $1$ 列 $,$ 第 $2$ 列, . . . の

順に書き換えていくからである)。

column insertion では等しい文字をあとから挿入するもののほうが小さいかのように扱っ

ていることに注意されたい。

ここで row insertion と column insertion に右からの矢印と左からの矢印を用いるのは,

次の著しい性質と関係がある。 (このことは対称群の元の場合に Schensted が示した [Sche]。

一般の場合はそれから導かれる。)

命題 2.8 $T\in SSTab_{n}(\lambda),$ $r,$ $s\in[n]$ とする。 このとき次が成立する。

$rarrow(Tarrow s)=(rarrow T)arrow s$

証明の概略 $rarrow T$ における挿入の軌跡 (変化の生じた場所の集合) と $Tarrow s$ における挿入の

軌跡は, 高々一つの箱で交わる。交わらなければ, 交換可能はやさしい。交わる場合, $rarrow T$

でそこに入る元 $r’$ と $/Tarrow s$ でそこに入る元 $s’$ の大小を $r’\leqq s’$ と $r’>S’$ の場合に分けて,

この付近がどうなるかを注意深く見ればよい。 1

これを用いると次が示せる。
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命題 2.9 $w\in[\uparrow\tau]^{f}$ に対して次が成立する。

$w(1)arrow(\cdotsarrow(w(f-1)arrow(w(f)arrow\phi))\cdots)$

$=(\cdots((\phiarrow w(1))arrow u(2))arrow\cdots)arrow u(f)$

証明 定理 28から形式的にすぐ従う。 I

これを対称群の元の場合に適用して言い換えれぱ, 次が得られる。 これも Schensted によ

る。

命題 2.10 $\mathfrak{S}_{f}$ の最長元 $(\begin{array}{llll}1 2 \cdots ff f-l \cdots 1\end{array})$ を $w_{0}$ で表すとき, $\mathfrak{S}_{f}$ の任意の元 $u$ に対して次が

成立する。

$P(ww_{0})=P(u))’$

(ただし, / は左上から右下に向かう対角線に関して転置した tableau を表す。 [M] における

conjugate partition の記号を tableau にも応用したものである。 )

証明 数字がすべて異なるので, row insertion, column insertion とも場合分けに等号はい

らない。 その場合 $(Tarrow r)’=rarrow(T’)$ が成立する。 このことと, 定理 2.9 を $u$} $w_{0}=$

$w(f)w(f-1)\cdots w(1)$ に適用したものとから出る。 $l$

2.4. sliding algorithm と reverse word の Q-symbol

$w$ と $ww_{0}$ の Q-symbol の問の関係を見るために, Sch\"utzenberger が明らかにした $jeu$ de

taquin (もしくは shding algorithm) との関係が重要である。後に述べる Berele の $Sp$ 版の

中でも必要になるので, 少し一般的に定義しておく。

定義 $\lambda$ は partition, $(i., j)\in\lambda$ ( $\lambda$ はの部分集合とみなす) とすると き, 写像 $T:\lambda\backslash$

$\{(i, j)\}arrow \mathbb{N}$ を shape $\lambda$ の ( $i$ , j)-punctured tableau という。 $(i., j)$ をその穴という。

( $i$ ,j)-punctured tableau $Tp_{1}^{a}$semistandardがであるとは, 穴を飛ばして, 各行が非減少 $(\leqq)$

数列, 各列が増加 $(<)$ 数列であることをいう。

注意
$\backslash \underline{\backslash }$

意 次の例では, 穴に数字を埋めて, punctured でない semistandard tableau にする方法
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はないが, それでも punctured tableau としては semistandard であるという。

1 3 3

2 4

3 4 5

定義の続き $T$ を shape $\lambda$ の ( $i$ , j)-punctured tableau とするとき,

(1) $R(T)$ は $T$ の穴と右隣を交換したもの (右隣がなければ undefined),

(2) $D(T)$ は $T$ の穴と下隣を交換したもの (下隣がなければ undefined),

(3) $L(T)$ は $T$ の穴と左隣を交換したもの (左隣がなければ undefined),

(4) $U(T)$ は $T$ の穴と上隣を交換したもの (上隣がなければ undefined)

とする。

注意 1 以上は Berele [Ber] の記号である。 ただし, undefned とするところは Berele の定

義を少々変更した。

注意 2 $T$ は semistandard な punctured tableau であるとすると,

(1) 穴に右隣も下隣もある場合, $R(T)$ と $D(T)$ のいずれか一方のみが semistandard であ

る。

(2) 穴に右隣があるが下隣がない場合, $R(T)$ は semistandard である。

(3) 穴に下隣があるが右隣がない場合, $D(T)$ は semistandard である。

$U(T)$ と $L(T)$ についても同じことがいえる。

定義の続き $T$ を semistandard な punctured tableau とするとき,

(1) $D(T)$ と $R(T)$ のうち semistandard のほうを $\overline{A}(T)$ とおく (両方 undefined –

すなわち穴が shape の凸角にある – なら $A(T)$ は undefined とする)。 そして列
$(T, \overline{\wedge 4}(T)-\cdot\overline{A}^{2}(T)$ , . . . ) において undefined になる直前を $A(T)$ とおく。

(2) $L(T)$ と $U(T)$ のうち semistandard のほうを $\overline{B}(T)$ とおく (両方 undefined – すなわ

ち穴が $(1, 1)$ にある – なら $\overline{B}(T)$ は undefined とする)。 そして列 $(T_{;} \overline{B}(T), \overline{B}^{2}(T).$

,

. . . ) において undefined になる直前を $B(T)$ とおく。

ここでは $A$ を sliding, $B$ を inverse sliding と呼ぶ。
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Young diagram の凸角とは, 次の図の黒い部分のような cell のことである。

注意 $Sp$ 版以外の場合の議論にも用いることを意図しているため, $\overline{A}$, ii7の定義も Berele の

ものと微妙に異なる。

partition $\lambda$ を fix したとき, $A$ と $B$ は次のような全単射を与える。

穴が shape $\lambda$ の $(1, 1)$ にある

punctured semistandard tableaux

ゑ $\downarrow\uparrow B$

穴が shape $\lambda$ の凸角にある

punctured semistandard tableaux

無論 weight は保存される。

定義 $T$ を成分がすべて異なる semistandard tableau とするとぎ, $(1, 1)$ 成分を取り除いて

punctured tableau を作り, それに上で定義した A を施した結果を shape が $\lambda$ より一つ小さ

い tableau と見たものを $\triangle(T)$ と書く。

重要なのは Sch\"utzenberger の示した次の事実である。

命題 2.11 $q_{1}<q_{2}<\cdots<q_{f}$ をすべて自然数とし, また $p_{1}$ , $p_{2},$
$\ldots,$ $p_{f}$ を $f$ 個の互いに異

なる自然数とする。 $w=(\begin{array}{llll}q_{1} q_{2} \cdots q_{J}p_{1} p_{2} \cdots p_{f}\end{array}),$ $w’=(\begin{array}{lll}q_{2} \cdots q_{J^{\ell}}p_{2} \cdots Ff\end{array})$ とおくとき, 次が成立する。

$Q(u_{?}’\backslash )=\triangle(Q(u\backslash ))$

証明は省略する ([Sch\"ul 参照)。

これを用いると, 対称群の元 $u$ } と $u$ } $u$ )
$0$ の $Q$ -symbol の問の関係を記述することができる。
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定義 $\lambda\vdash f$ とし, $T\in STab(\lambda)$ とするとき, $T^{I}\in STab(\lambda)$ を (帰納的に) 次で定める :

$\triangle(T)$ は数字 2から $f$ までが 1個ずつ現れる ta\’oleau となるが, 数字を 1ずつ小さいものに

書き換えてできる standard tableau を $\overline{\triangle(T)}$ で表すことにする。 このとき

とおく。 ただし数字 $n$ は $T$ に属するが $\triangle(T)$ には属しない箱に書き込む。

こう定めると,

命題 212 $W\in \mathfrak{S}_{f}$ に対して次が成立する。

$Q(ww_{0})=(Q(w)^{I})’$

(ただし, ’は左上から右下に向かう対角線に関して転置した tabZeau である。)

3. BERELE による $Sp$ の $\backslash .r_{ERSION}$

A. Berele は [Ber] において, \S 1.5 (B) の Robinson-Schensted 対応の $Sp$ 版とい う べき

\S 1.5 (E) のような対応を構成した。 ここでは Berele の対応を具体的に紹介する。 $|$

この様な全単射を構成する前提として, semistandard tableau と standard tableau に相 $|$

当するものを見つける必要がある 。 semistandard tableau の類似物 (P-symbol として使うも

の) は, $Sp(2n, C)$ の既約表現の重複度を数えるのに使えるもので, できれば既約表現の空間 $|$

の basis として解釈可能なものが望ましい。 standard tableau の類似物 (Q-symbol として

使うもの) は $V^{\otimes f}$ の既約成分のラベルづけに使えるもので, 既約表現 $\lambda_{Sp(2n,\mathbb{C})}$ と自然表現

(vector 表現) のテンソル積の既約分解の規則から作ることができるはずである。

3.1. $Sp(2n)$-tableau

まず既約表現のラベ Jづけからはじめる。 $Sp(2\uparrow?\backslash ?C)$ を定義するのに, $C^{2n}$ 上の $nonsingu-|$
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$lar$ な交代形式はすべて $GL(2\uparrow\iota, C)$ のもとで共役であるから, どれをとってもよいが, 行列

$J=[_{-1}$

$-1$

$-1$

1

1

$1]$

に対応する交代形式をとれば, maximal torus として

$T=\{t=diag(t_{1}, t_{2}, \ldots, t_{n}, t_{n}^{-1}, \ldots, t_{2}^{-1}, t_{1}^{-1})|t_{i}\in C^{*}(1\leqq i\leqq n)\}$

をとることができ, $\hat{T}=Hom_{rat}(T, C^{*})$ とおくと,

$\hat{T}\ni\chi_{m} m=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})\in Z^{n}$ ただし $\chi_{m}(t)=t_{1}^{m_{1}}t_{2}^{m_{2}}\ldots t_{n}^{m_{n}}$ $(t\in T)$

により $\hat{T}\cong Z^{n}$ である。

$m=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n}),$ $m^{/}=(\prime n_{1}’., m_{2}’, \ldots 7\eta_{n}’)$ のとき, $\hat{T}\ni\chi_{m},$
$\chi_{m’}$ の問に順序 $\geqq$ を

$\dot{x}_{m}\geqq/$ , $\Leftrightarrow$ $\{\begin{array}{l}\sum_{j=1}^{i}\uparrow n_{j}\geqq\sum_{j=1}^{i}m_{j}’(1\leqq i\leqq n)\Sigma^{n}m_{j}\equiv\Sigma^{n}m_{j}’(mod2)j=1j=1\end{array}$

$p_{1}\sim\supset$

で定義する。 (実は $J$ を上のようにとると, $B=Sp(2n, C)$ \cap {上半三角行列} が $B$ orel sub-

group になり, $\chi_{ln}\geqq\chi_{m’}$ は $\chi_{m}-\chi_{m’}$ が $B$ に対応する positive roots の和で書けるという条

件である。 )

$Sp(2n, \mathbb{C})$ の既約多項式表現 $(Sp(2n, C)$ の場合は, 既約有理表現といっても同じになる)

は, この順序に関する highest weight をとることにより, dominant integral weight の集合

$\{m=(m_{1}, m_{2}, \ldots, m_{n})\in \mathbb{Z}^{n}|7n_{1}\geqq m_{2}\geqq\cdots\geqq m_{n}\geqq 0\}$
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と 1対 1に対応する。 これは長さ $n$ 以下の partation の集合と見なしてよい。 この意味で長

さ $n$ 以下の partition $\lambda$ に対応する $Sp(2n, C)$ の既約表現を $\lambda_{Sp(2n,C)}$ で表す。

King の定義した, $\lambda_{Sp(2n,C)}$ の weight の重複度を数えるための tableau は次のようなもの

である。記号, 証明は [Ko-Te] にあわせてある。

定義 $[\overline{7^{-}l}]=\{1, \overline{1}.2, \overline{2}, \ldots, n, \overline{\uparrow l}\}$ とおく。 ただし, $[\overline{7l}]$ の元の問には

$1<\overline{1}<2<\overline{2}<\cdots<n<\overline{|\tau}$

のように全順序が入っているものとする。以下では, partition $\lambda$ を表す Young 図形の中に
$[\overline{n}]$ の元を書き込んだものを, shape が $\lambda$ の tableau と呼ぶことにする $o$ shape $\lambda$ の tableau
$T$ が $Sp(2n)$-tableau であるとは,

(Spl) $T(i, 1)\leqq T(i, 2)\leqq\cdots\leqq T(i,.\lambda_{i})$ $(1 \leqq i\leqq l(\lambda))$ ,

(Sp2) $T(1_{J}j)<T(2, j)<\cdots<T(\lambda_{j}’, j)$ $(1\leqq j\leqq\lambda_{1})$ ,

(Sp3) (shape chain 条件) $T(i_{)}, j)\geqq i$ $(1\leqq i\leqq l(\lambda))$

の三つの条件を満たすことをいう。

$T$ を Sp(2n)-tableau とするとき, $1\leqq i\leqq n$ の各 $i$ に対して, $m_{i}(T)=$ ( $i$ の個数) $-$

( $\overline{i}$ の個数) とおいてできる数列 $(m_{1}(T), m_{2}(T),$ $\ldots/\cdot m_{n}(T))$ を $T$ の weight という。 shape

が $\lambda$ の Sp(2n)-tableau 全体の集合を $Sp_{2n}Tab(\lambda)$ で表し, shape が $\lambda$ で weight が $m=$

$(\uparrow n_{1}, m_{2,\ldots\prime}.m_{n})$ の $Sp(2n)$ -tableau 全体の集合を $Sp_{2n}Tab(\lambda;m)$ で表す。

注意 1 Sp(2n)-tableau は [Ko-Te] の用語であり, [Ber] では Sp-standard tableau と呼ん

でいる。

注意 2 $(Sp3)$ は, $1\leqq i\leqq n$ の範囲のすべての $i$ に対して, $i,$
$\overline{i}$ 以下の文字が占めている部

分の行数が $i$ 以下であることと同値である。

$\chi\in\hat{T}$ に対し, $\lambda_{Sp(2n_{:}C)}$ の weighf $\chi$ に属する weight space を $l_{\chi}^{r}/$ で表すとき, $m\in Z^{n}$

に対して

$\dim 1_{\chi_{m}}/^{f}=\neq Sp_{2n}Tab(\lambda;m)$

が成立する。

これは次のことから来ている。
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$\lambda_{Sp(2n,C)}$ を $Sp(2n, C)$ の部分群

ただし $(\begin{array}{ll}A BC D\end{array})\in Sp(2n-2, C),$ $t_{n}\in C^{*}$

に制限すると,

$\lambda_{Sp(2n,C)}\downarrow Sp(2n-2,C)\cross c*$ $\cong$ $\sum$ $\nu_{Sp(2n-2,C)}\otimes\chi|\mu/\nu|-|\lambda/\mu|$

$(\mu,\nu)s.t$ .
$\lambda/\mu,$ $\mu/\nu$ : hor. strips

$i(\nu)\leqq n-1$

と分解する (multiplicity-free ではない)。 そこで $\lambda/\mu$ の部分に $\overline{??}$ を, $\mu/I/$ の部分に $n$ を書き

込むことにする。 この分解を続けていくと $T$ まで到達し, weight の重複度と Sp(2n)-tableau

の関係が得られる。

3.2. up-down tableau

$\lambda$ を長さが $n$ 以下の partition どし, $\square s_{P}(2n,\mathbb{C})$ を $Sp(2n, C)$ の自然表現 (vector 表現) と

すると, $\lambda_{Sp(2n,\mathbb{C})}$ と $\square _{Sp(2n,C)}$ のテンソル積は次のように分解する。

$\lambda_{Sp(2n,C)}\otimes\square _{Sp(2n,C)}\cong$ $\oplus$
$\mu_{Sp(2n_{:}\mathbb{C})}$

$\mu\succ\lambda$ or $\mu\prec\lambda$

$l(\mu)\leqq n$

従って, $\Pi_{Sp(2n_{:}C)}$ の表現空間を $V$ とおくとき, $V^{\otimes f}$ 中の $Sp(2n, C)$ に関する既約成分は

$(\text{\’{o}} =\lambda^{(0)}, \lambda^{(1)}, \ldots, \lambda^{(f)})\in \mathcal{P}^{f+1}$ , ただし

$l(\lambda^{(i)})\leqq n_{l}$ $\lambda^{(i-1)}\prec\lambda^{(i)}$ または $\lambda^{(i-1)}\succ/\backslash ^{(i)}$ $(1 \leqq j\leqq f)$
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なる列によってラベ J\check づけされる。 これは \S 1.5 (E) で定義した up-down tableau 正確には

n-symplectic up-down f-tableau すなわち $UDTab_{n,f}$ の元にほかならない 0 これが standard

tableau の概念の拡張であることも \S 1.5 (E) に述べた。

3.3. Berele の insertion

Berele の対応を構成する基本ステップは, $\lambda_{Sp(2n,C)}\otimes\square _{Sp(2n,C)}$ の分解に対応する次のよ

うな全単射を定義することである。 (これを Berele の row $ins$ ertion (BRI) と呼ぼう。)

$Sp_{2n}Tab(\lambda)\cross[\overline{?\tau}]$
$arrow^{\sim}\mu\succ\lambda or\mu\prec\lambda I\lrcorner Sp_{2,\iota}Tab(\mu)$

$l(\mu)\leqq n$

定義 $T\in Sp_{2n}Tab(\lambda)$ 及び $r\in[\overline{7l}]$ とするとき, 新しい tableau $Tarrow Br$ を次のように定あ

る。

(1) $Tarrow r$ (Schensted の意味の row insertion によって得られる tableau) が $Sp(2n)-$

tableau ならば$Tarrow Br=Tarrow r$ とする。

(2) $Tarrow r$ が Sp(2n)-tableau でないとき

$Tarrow r$ は semistandard ではあるから, Sp(2n)-tableau でないということは, 定義中の条

件 $(Sp3)$ を満たさない場所があるということである。 $k$ 及び $r_{1},$ $r_{2},$ $\ldots,$ $r_{k-1}$ それに $j_{1},$ $j_{2}$ ,

. . . , $j_{k}$ を補題 2.1 と同じ意味に定める。 $T$ と $Tarrow r$ の違いは, $r$ が $(1, j_{1})$ に入ったこと

と, $r_{i}$ が $(i, j_{i})$ から $(i., j_{i+1})$ に移動した $(1 \leqq i\leqq k-1)$ ことである。第 1行に入った $r$ は

条件 $(Sp3)$ には抵触しえないから, $r_{i}(1\leqq i\leqq k-1)$ の中に, $r_{i}\leqq\overline{i}$ なのに第 $i+1$ 行に送

られてしまったものがある。そういう $i$ のうち最小のものを $i^{*}$ とおく。

このとき

(1) $r_{i}\cdot=\overline{i^{*}}$,

が成立しなくてはならない。 なぜならぱ, まず (1) は, $i^{*}$ の選びかたより $r_{i^{*}}\leqq\overline{i^{*}}$ でなけ

れぼならないが, 仮に $r_{i^{s}}\leqq i^{*}$ とすると, 補題 2.1 により $r_{i^{*}-1}<i^{*}$ でなければならない

ので $i^{*}$ の最小性に反することになるからである。 (2) は, (1) と補題 2.1 により $r_{i^{*}-1}\leqq i^{*}$

でなければならないが, 仮に $r_{i^{*}-1}<i^{*}$ とすると上と同様に $i^{*}$ の最小性に反することにな
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るからである。 (3) は, (1) により $T(i^{*}, j_{i}\cdot)=\overline{i^{*}}$ であることと semistandar\’aness, そして

$Sp(2n)$-tableau の定義 $(Sp3)$ により第 $i^{*}$ 行には $\overline{i^{*}-1}$ 以下の元は現れ得ないことによる。

ここで, $r_{i^{*}-1}$ 以前の移動を行ったあと, 第 $i^{*}-1$ 行から追い出された $r_{i-1}=i^{*}$ と, まだ

第 $i^{*}$ 行にある $r_{i}\cdot=\overline{i^{*}}$ とを捨て去り, $(i^{*}, j_{i}*)$ を穴にして semistandard punctured tableau

を作る。 これに \S 2.4の punctured tableau のところで定義した $A$ を施して得られた ta\’oleau

を $Tarrow Bf$ と定める。

注意 1 上で作った semistandard punctured tableau は, 穴以外の中身に関しては $Sp(2n)-$

tableau の条件 $(Sp3)$ を満たす。操作 $A$ は中身を左と上に動かすだけだから, できあがった

$Tarrow Br$ も $Sp(2n)$-tableau になる 。

注意 2 上では定義の自然さから $(i^{*},j_{i}\cdot)$ を穴にしたが, そのかわりに, $(i^{*}, j_{i^{*}})$ の $\overline{i^{*}}$ を取

り去ったあと第 $i^{*}$ 行の $i^{*}$ を一つずつ右に移動させて $(i^{*}, 1)$ を穴にして $A$ を施すどしても同

じものが定義できる。 $A$ を施すと, $i^{*}$ が順に左に戻って穴が $(i^{*}, j_{i^{r}})$ まで移動していき, 上

で定義した punctured tableau と同じものになるからである。Berele は $(i^{*}, 1)$ を穴にして定

義している。 $(i^{*}, 1)$ を穴にするほうが, 全単射の証明はしやすい。

定理 3.1 $\lambda$ を長さ $n$ 以下の partition とするとき,

(BRI) $Sp_{2n}Tab(\lambda)\cross[\overline{n}]\ni(T, r)$
$(Tarrow Br)\in\mu\succ\lambda or\mu\prec\lambda LI^{Sp_{2n}Tab(\lambda)}$

$l(\mu)\leqq n$

は全単射である。

証明 逆写縁になるべき写像 (IBRI) (inverse Berele row insertion) を作る 。
$U$ を右辺の元

とする。 $U$ の shape を $\mu$ とする。 $\mu\supset\lambda$ ならば, (RI) の逆写像 (IRI) を $U$ に施して得

られる $(T, r)$ を (IBRI) による $U$ の豫と定める 。 (IRI) は semistandardness 条件を保つ上

に, 文字を上に移動するだけだから shape chain 条件も保つ。従ってこのときの $T$ はちゃん

と Sp(2n)-tableau になる。

$\mu\subset\lambda$ ならば, $U$ を穴が $\lambda$ の凸角にある punctured tableau とみなし, \S 2.4で定義した

inverse sliding $B$ を少し修正したものを施す。

その修正を述べるために, まず上で述べた通り, 穴を飛ばして Sp(2n)-tableau の条件を満

たしている punctured tableau を, punctured $Sp(2n)$ -tableau と呼ぶことに. $1_{\vee}$ よう。 そし
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て $T$ が punctured Sp(2n)-tableau のとき, 穴が第 2列以降にあれば, $B(T)$ は再び punc-

tured Sp(2n)-tableau になることに注意しよう。 これを確かめるには, semistandardness 条

件については $B(T)$ の定義から明らかであるから, shape chain 条件だけ考慮すればよい。

$B(T)=L(T)$ ならば数字は縦方向には移動していないので, $T$ が shape chain 条件を満た

していることから $B(T)$ も満たしていることは明らかである。

次に $B(T)=U(T)$ の場合を考える。穴の位置を ( $i$ ,のとすれぱ, 穴の左隣も, 第 $i$ 行にあ

るから $T$ の shape chain 条件より $i$ 以上である。 (穴は第 2列以降にある場合を考えている.

から, 左隣は存在する。 ) $B(T)=U(T)$ になるのは定義により (穴の左の元)\leqq (穴の上の元)

の場合であるから, $B(T)$ で新たに穴の位置に降りてくる元 (もと穴の上隣だった元) は $i$ 以上

であり, この元も shape condition に反することはない。

以上により, $B(T)$ が punctured Sp(2n)-tableau でなくなるのは, 穴が $(i, 1)$ の位置に

あって, 上隣の元 $T(i-1,1)$ が $\overline{i-1}$ 以下の場合だけである。そこで, $U(T)$ の定義を変更

して, この場合には undefined とし, $B(T)$ もそれにともなってこの場合には ($L(T)$ も $U(T)$

も undefined となるので) undefined とする。すると, この意味ぞ $B(T)$ が undefined な

Sp(2n)-tableau 全体と $A(T)$ が undefined な Sp(2n)-tableau 全体は, $A$ およびこの意味の

$B$ とによって全単射で結ばれる。

{穴第上隣が c 列\beta r\not\in q・ae)ろ第 FS\mbox{\boldmath $\lambda$}2pと行の ns\downarrow (-h‘\acute )$\int$l-a-,tpFalににあっn\check 6‘c条てる件かかつに反する}
$A\downarrow\uparrow B$

穴が shape $\lambda$ の凸角にある

punctured $Sp(2n)$-tableaux

話をもとに戻し, このように修正した $B$ を $U$ に施してできた穴の位置を $(i^{*}, 1)$ としよ

う。 (もし第 $i^{*}$ 行に文字 $i^{*}$ があればそれらを左に詰めて穴を右に移動してから) 穴に $-\dot{\iota}^{*}$ を入

れる。 (これが Sp(2n)-tableau であることは明かである。 )そして (IRI) と同様にして, $U$ の

第 $i^{*}-1$ 行までの部分に, 文字 $i^{*}$ を戻していく。 $(\overline{RS})$ の逆写像も Sp(2n)-tableau という

性質を保存するから, その結果得られる tableau $T$ はやはり Sp(2n)-tableau である。第 1行

から飛び出してきた元を $r$ とおき, $(T, r)$ を (IBRI) による $U$ の像と定める。

これが (BRI) の逆写像になることは容易に確かめられる。 I
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3.4. Berele の対応

次が目的の, $V^{\otimes f}$ の $Sp$ に関する分解に対応する, Berele の全単射である。

定理 3.2 自然数 $n$ と $0$ 以上の整数 $f$ を fix するとき,

(Ber) $[\overline{n}]^{f}\ni w$ $(P^{B}(w)’.Q^{B}(w))\in$ LI $Sp_{2n}Tab(\lambda)\cross UDTab_{n,j}(\lambda)$

$\lambda\vdash f$ or $f-2$
$l^{\circ r}\lambda)\leqq n$

は全単射である。 ここで $P^{B}(w)$ は $\phi$ に $w(1),$ $w(2)$ , . . . , $w(f)$ をこの順で (BRI) で insert

してできる Sp(2n)-tableau, $Q^{B}(w)$ はその挿入に伴う shape の変化を表す up-down tableau

である。

証明 定理 3.1を反復適用すればよい。 1

S. Sundaram は [Su86] の中で, この性質を詳しく調べているので, 詳しいことはそちら

に譲ることにする。
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