
22

$J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$ の数値解法と誤差解析について
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筑波大大学院 菊池 靖 (Yasushi Kikuchi)

筑波大電情 藤代 一成 (Issei Fujishiro)

1. はじめに

$f(z)=J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$ の根の局所化の必要性は, 深さの変化する

水面上の重力波の解析, あるいは, 傾斜した海岸での孤立波

の遡上の解析に現れる $[1][9]$ . 根は, 複素平面上の下半分のみに

存在し, また虚軸に対して対称に分布する, すなわち $Im(z)<0$ ,

$f(z)=0$ ならば $f(-\overline{z})=0$ であることぶ知られている $[6][8]$ . さらに [5]

ではの根の漸近展開形が与えられ、第 4 象限の原点に近い 30

根が最高 8 桁の精度で計算されている. 本稿では, $J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$

を解く問題を無限複素対称三重対角行列の固有値問題として

定式化し. 近似根の計算法と誤差解析について述べる. 本論文

はべッセ ル関数及びその導関数の零点計算法として考え出され

た手法 $[2][3]$ の延長線上にあるが, 問題の行列は複素対称非正

規行列であるため, 誤差解析が相当複雑化する. 誤差解析に

中心的役割を果たすのは $*$ 一般化レイリ $-$ 商 [10, p.179] である.

2. 手法
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定理 21. 任意の $z\neq 0$ に対して次式が成り立つ.

(2.1) $Av= \frac{2}{z}v-\{\begin{array}{l}J_{0}(z)-iJ_{1}(z)0|\end{array}\}$ ,

こ こ に

(22) $\{A_{v}==[I_{1}^{f_{0^{2}}^{if_{2}..\cdot 0}}(z),\sqrt{2}J_{2}(z),\sqrt{3}J_{3}(z)^{f_{k}}\cdots]^{T}[f^{0_{3}f_{0^{3}}}.\cdot..]=\frac{1}{\sqrt{k(k-1)}}$

, $k=2,3,$ $\cdots$ ,

また, 任意の $z\neq 0$ に対して $v\neq 0$ かつ $v\in l^{2}$. また $A$ は非正規行列

であり, $xrightarrow Ax$ は \ell 内 のコンパクト写像を表す.

定 $\ovalbox{\tt\small REJECT} 22$.

(a) $J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$ が成立するための必要十分条件は $Yz\neq 0$ かつ $2/z$

が $A$ の固有値であることである.

(b) $A$ の固有値はすべて単純固有値である. すなわち, $A$ は二階

の一般固有ベクトルを持た ず, かつ, $A$ の各固有値に対応 す

る一次独立な固有ペクトルは一個しかない.

(c) 行列 $A$ は, 適当な対角相似変換によって 次のような非対称実

$-$ 重対角行列 Aに 変換される.

(23) $\tilde{A}=[^{-f_{2}}01$

$-f_{3}f_{0^{2}}$

$f_{0^{3}}$

.
$0.\cdot]$

次の定理はコンパクト写像に対して良く知られた定理の特

別の場合で あ る [4, Theorems 18.1, 18.3] .
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定理 23. \mbox{\boldmath $\lambda$}が $A$ の固有値である必要十分条件は, 適当な A,の 固有

値\mbox{\boldmath $\lambda$},の 列参 $narrow\infty$ のとき $\lambda$に 収束することである. また $v\in l^{2}$が $A$ の

固有ペクトルであるための必要十分条件は $*$ 適当なへの 固有

ベクトルの列鰯が $narrow\infty$ のとき, vに 収束することである.

実際の近似計算では孟の $nxn$ 主座小行列塩 ( $A$ の $nxn$ 主座小行

列 A,に 相似) の固有値\mbox{\boldmath $\lambda$},を , EISPACK[7] 中の QR 7 ル ゴリズムル $-$ チ

ン HQR を使用 して計算し, $\lambda_{n}arrow\lambda(narrow\infty)$ の と $g$ , $z_{n}=2/\lambda_{n}$を z=2/\mbox{\boldmath $\lambda$}の

近似とする.

3. 誤差解析

近似根の相対誤差は次式で精密に評価される.

定理 31. 近似根擁の 相対誤差は,

(3.1) $\frac{z_{n}-z}{z}=\frac{J_{n}(z)J_{n+1}(z)}{iJ_{0}^{2}(z)}(1+O(n^{-2}))\simeq\frac{\pi}{2}J_{n}(z)J_{n+1}(z)arrow 0(narrow\infty)$

で与えられる. ここに第 4 象限の根 $z$に対して, 漸近的に $J_{0}^{2}(z)\simeq i(-2/\pi)$

である.

$A$ の固有値を\mbox{\boldmath $\lambda$}, A,の 固有値を\mbox{\boldmath $\lambda$}, と すると. 相対誤差は

(32) $\frac{z_{n}-z}{z}=\frac{1}{\lambda_{n}}(\lambda-\lambda_{n})\simeq\frac{1}{\lambda}(\lambda-\lambda_{n}),$ $( \lambda=\frac{2}{z}, \lambda_{n}=\frac{2}{z_{n}})$

で与えられる. ここで, $A_{n}$の一般化レイ $|J$ $arrow$ 商\mbox{\boldmath $\mu$}n $=v_{n}^{T}A_{n}v_{n}/v_{u}^{T}v_{n}$ (但 し

$v_{n}=[J_{1}(z), \sqrt{2}J_{2}(z),\cdots, \sqrt{n}J_{n}(z)]^{T})[10,p.179]$ を $\hslash$ $v_{1}$ て ,

(3.3) $\lambda-\lambda_{n}=(\lambda-\mu_{n})+(\mu_{n}-\lambda_{n})$
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と分解すると,

(3.4) $|\lambda-\mu,$ $|\gg|\mu,$ $-\lambda_{n}|$

であることが証明できる. (31) の最後の量 $(\pi/2)J_{l}(z)J_{n+1}(z)$ は, $(\lambda-\mu_{n})$

の近似に相当 す るものである.

Fig.1, Fig 2 に そ れ ぞ れ , 第 4 象 限 で の $log_{l0}|J_{0}(z)|$ と $log_{10}|J_{1}(z)|$ の 等

高線を示す. また $*$ Fig.3 に $log_{10}|J_{0}(z)-iJ_{1}(z)|$ の等高線を示す. これよ

り, $f(z)=0$ の根は, 定理 3.1 の主張どおり, ほぼ $|J_{0}(z)|=\sqrt{2}/\pi\emptyset$ 等高線

に沿って 分布していることが見て取れる.

誤差評価式 (3.1) の評価例を Table 1 に掲 げ る. この例では (3.1) が

誤差の精密な評価を与えていることがわかる.
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Fig.1 第 4 象限での $Iog_{10}|J_{0}(z)|$ の等高線. $x$ 印は $J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$ の根,

点線は $|J_{0}(z)|=\sqrt{2/\pi}$を 表す.

Fig 2 第 4 象限での $log_{10}|J_{1}(z)|$ の等高線. $x$ 印は $J_{0}(z)-iJ_{1}(z)=0$ の根,

点線は $|J_{1}(z)|=\sqrt{2/\pi}$を 表す.



28

$log_{10}|J_{0}(z)-iJ_{1}(z)|$
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Fig 3 第 4 象限での $log_{10}|J_{0}(z)-iJ_{1}(z)|$ の等高線.

第 4 象限第 1 根

第 4 象限第 2 根

Table 1 相対誤差と評価式の値


