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Relationship among Various Types of
Cone-Convexity of Vector-Valued Functions *\dagger

弘前大学 理学部 情報科学科
田中 環 (Tamaki TANAKA \ddagger )

1. Introduction

最適化理論の分野においては、ベクトル空間の凸集合はもちろん、その上で定義された
(実数値) 凸関数が重要な役割を演ずることはよく知られたことである。特に、非線形 (凸)
計画問題やミニマックス定理などには多くの重要な結果を与えてきた ([6] や [7] などを見
よ) 。そして、さらに色々な凸関数のー般化を考えることにより、最適条件やミニマックス
条件の緩和を試みてきた ([1], [2], [9], and [19] などを見よ) 。
一方、最近ではベクトル値関数にっいての最適化問題もかなり研究されており、色々な
解が提案され、特徴づけられ 計算によって求められている (たとえば、 [5], [8], [17], [20]
などを見よ) 。 そのような (多目的最適化) 問題においては、関数は実ベクトル空間 (有限
次元だけでなく無限次元の場合も取り扱う) に値をとるため、そのベクトル空間にある選
考基準となる順序を定める凸錐が与えられているのが通常である。そのような順序を一般
に preference order と呼び、そのような凸錐を domination cone と呼ぶ。 たとえば、その
preference order が空間の中で一様ならば、ー般には次のように定義される。

A convex cone $C$ in a vector space $V$ induces the preference ordering
$\leq c$ in $V$ as follows: For $z_{1},$ $z_{2}\in V$ , we write

$z_{1}\leq cz_{2}$ if $z_{2}-z_{1}\in C$ . (1)

さらに、その domination cone $C$ が pointed (i.e., $C\cap(-C)=\{0\}$ ) ならば、その preference
ordering $\leq c$ は antisymmetric (反対称) となり、その空間 $(V,$ $\leq c)$ は判跡空間となる。
そして、この順序に関して、実数値凸関数に類似したベクトル値関数の凸性を定義して最
適条件が議論されてきた。特に、最近は色々なタイプのベクトル値凸関数が取り扱われて
きており、たとえば、ベクトル最適化では [5] や [18] の中に、ベクトル値ミニマックス定理
では [3], [4], [11], [12], [16] の中に、多目的ゲームでは [13], [14] の中に見ることができる。
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これらのベクトル値関数の色々な凸性を総称して、 (cone-cOnVexity’ と呼ぶことにしよ
う。著者のこれまでの研究の中では、次のような cone-convexity が扱われている。

(1) 多目的最適化問題における解を適当なスカラー最適化問題の解として特徴づける時
に、 Convex Separation Theorems や Cone Separation Theorems を用いることが多
い。 そのため、ベクトル値関数 $f$ : $Xarrow V$ ( $V$ は $R$上のベクトル空間) について、
その目的空間 $Y=f(X)$ がある種の凸性 (C-convex) を持っていることを仮定する。

(2) ベクトル値ミニマックス問題において、錐鞍点の存在を証明する場合に (Browder
等の) —致点定理 (不動点淀理) を利用することが多い。そのため、ベクトル値関数
$f$ : $X\cross Yarrow V$ ( $V$は $R$上のベクトル空間) について、それぞれの決定空間における
各最適反応戦略集合が凸集合となるように関数 $f$がある種の凸性 (C-convex または
properly quasi C-convex) を持っていることを仮定する。

しかし、残念なことに、これらの cone-convexity の問の関係があまりはっきりしていない。
そこで、本報告では [15] に沿ってこれらの関係を考察することにする。っまり、新しいタ
イプの cone-convexity (natural C-convexity) を定義して、それを中心に (次の章で定義さ
れる) ベクトル値関数の 5 っの凸性の関係を明らかにしよう。まず、それらの今までに知ら
れている関係を一覧表にしておく。

Prop. 4.2 in [3]

Lemma 3.1 in [18]
Theorem 3.1 in [20]
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2. Relationship among various types of cone-convexity

本報告を通して、 $E$ と $Z$ は 2 っの実線形位相空間 (t.v. $s.$ ) とし、凸錐 $C\subset Z$ [i.e.,
$\lambda C\subset C$ for every $\lambda\geq 0$ , and $C+C\subset C$ ], はベクトル空間 $Z$にある preference ordering
$\leq c$ を与えるものとする。また、ここで考察するベクトル値関数は空間 $E$のある集合 $X$で

定義され、 Z\iota こ値をとるものとする。 さらに、誤解のない限り、c1A は位相空間 $E$及び $Z$

の集合 $A$ の閉包を表すものとする。また、集合 $X\subset E$の $f$による像を $f(X)$ と書くことに
する。つまり、 $f(X):=\{f(x)|x\in X\}$ である。
まず最初に、いちばん主要な最も早くから取り扱われてきた cone-convexity である C-

convex” から述べることにしよう。

Definition 1. Let $X$ be $a$ convex set in $E$ . A vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$

is said to be C-convex on $X$ if

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq c\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})$ (2)

$[ i.e., f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\in\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})-C ]$ ,

for every $x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ .

この性質は実数値凸関数 (convex function) のベクトル値版であり、多くの文献の中で取
り扱われている。たとえば、 [3], [4], [8], [12], [13], [14], [15], [16], [17] 等を見よ。
次に、実数値準凸関数 (quasiconvex function) のベクトル nである (

$\zeta properly$ quasi $c$:
convex” 関数の定義をしよう。

Definition 2. Let $X$ be a convex set in $E$ . A vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$

is said to be properly quasi C-convex on $X$ if either

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cf(x_{1})$ or $f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cf(x_{2})$ (3)

$[i.e., f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\in(f(x_{1})-C)\cup(f(x_{2})-C) ]$ ,

for every $x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ .

この性質は [31, $[41, [11]$ , $[13|, [14],$ [ $15|,$ [ $16|$ の中で取り扱われている。

Remark 1. As shown in Proposition 4.2 of [3], a C-convex function is not always
properly quasi C-convex, and vice versa.

3番目に、実数値の convexl-ike 関数のベクトル値版である “C-convexlike” 関数を考えよ
う。 これについては [15], [18] の中に取り扱われている。また、この名前で言及されていな
いが、 この性質は色々な論文の中で見ることができる (次の Lemma 1参照) 。

3



125

Definition 3. Let $X$ be a set in $E$ . A vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$ is said
to be C-convexlike on $X$ if, for every $x_{1},$ $x_{2}\in X$ and A $\in[0,1]$ , there exists $x\in X$ such
that

$f(x)\leq c\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})$ (4)

$[ i.e., f(x)\in\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})-C ]$ .

この cone-convexity については、次のような性質がある。特に ‘ Lemma 1は [18] の中
の Lemma 3.1や [20] の中の Theorem 3.1に述べられているように重要な性質である。

Lemma 2. Let $X$ be a convex set in E. Every C-convex function on $X$ is also a
C-convexlike function.

Remark 2. Lemma 2.3 in [17] is proved immediately by Lemmas 1 and 2.

最後に、実数値準凸関数 (quasiconvex function) のもう一っのベクトル値版である (quasi

C-convex” 関数の定義を述べよう。これにっいては [3] と [5] の中に取り扱われているが、
定義は異なっている。 しかし、 [15] で述べられているように、それらは同値である。 ここ
では、読者のために、その証明も与えておこう。
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Definition 4. Let $X$ be a convex set in $E$ . A vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$

is said to be quasi C-convex on $X$ if it satisfies the two equivalent conditions:

$\forall z\in Z$, $A(z):=-\{x\in X|f(x)\leq cz\}$ is convex or empty, (5)

$\forall x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ , $f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cz$ for all $z\in C(f(x_{1}), f(x_{2})),$ $(6)$

where the set $C(f(x_{1}), f(x_{2}))$ is the set of upper bounds of $f(x_{1})$ and $f(x_{2})$ , i.e.,

$C(f(x_{1}), f(x_{2}))$ $:=$ { $z\in Z|f(x_{1})\leq cz$ and $f(x_{2})\leq cz$ }.

Lemma 3. Let $X$ be a convex set in E. The conditions (5) and (6) are equivalent
to each other.

PRooF. We assume that $the\cdot condition(5)$ holds for a vector-valued function $f$ : $Xarrow$

$Z$ , and let $x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ . For all $z\in C(f(x_{1}), f(x_{2})),$ $x_{1},$ $x_{2}\in A(z)$ and
$A(z)$ is a nonempty convex set. Therefore, we have $\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2}\in A(z)$ , and hence
$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cz$ . Conversely, we assume that the condition (6) holds for a
vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$ . If, for any $z\in ZA(z)=\emptyset$ , then the condition (5)
holds obviously. Assume that $A(z)\neq\emptyset$ . Let $x_{1},$ $x_{2}\in A.(z)$ and $\lambda\in[0,1]$ , then we have
$\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2}\in X$ and

$f(x_{i})\leq cz$ $i=1,2$ ,

and hence $z\in C(f(x_{1}),f(x_{2}))$ . By assumption, we have $f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cz$ , and
thus $\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2}\in A(z)$ 口

さて、 ここで新しい cone-convexity を定義しよう。そして、これまでに見てきた色々な
cone-convexity の間の関係を探って行こう。

Definition 5. Let $X$ be a convex set in $E$ . A vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$

is said to be natural C-convex on $X$ if

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\in[f(x_{1}), f(x_{2})]-C$ (7)

for every $x_{1,2}x,\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ , where

$[f(x_{1}), f(x_{2})]$ $:=\{z\in Z|z=\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2}), \lambda\in[0,1]\}$ .

この性質は他の cone-Convexity の中央に位置し、それぞれの COne-COnVexity を結ぶ役割
を果たしている。また、この性質によってベクトル値ミニマックス問題ではいくつかの新し
い結$\ovalbox{\tt\small REJECT}$が得られるが、本報告ではそめ話にはふれない。それではこれらの cone-convexity
の関係を見て行こう。
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Theorem 1. Let $X$ be a convex set in E. Then the following statements hold:

(i) Every C-convex function is natural C-convex.

(ii) Every properly quasi C-convex function is natural C-convex.

PROOF. (i) If a vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$ is C-convex, for every $x_{1},$ $x_{2}\in X$

and $\lambda\in[0,1]$ we have (2), and hence the condition (7) holds.
(ii) If a vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$ is properly quasi C-convex, for every
$x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ we have (3), and hence the condition (7) holds. $\square$

Theorem 2. Let $X$ be a convex set in E. Every natural C-convex function on $X$

is also a quasi C-convex function.

PROOF. Assume that a vector-valued function $f$ : $Xarrow Z$ is natural C-convex, and
let $x_{1},$ $x_{2}\in X$ and $\lambda\in[0,1]$ . Then there exists $\mu\in[0,1]$ such that

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq c\mu f(x_{1})+(1-\mu)f(x_{2})$ , (8)

and we have
$\mu f(x_{1})+(1-\mu)f(x_{2})\leq cz$ (9)

for all $z\in C(f(x_{1}), f(x_{2}))$ . From (8) and (9), it follows that

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq cz$

for all $Z\in C(f(x_{1}),$ $f(x_{2}))$ 口

PROOF. Let $f$ : $Xarrow Z$ be a continuous natural C-convex function, and $x_{1},$ $x_{2}\in X$

and $\lambda\in[0,1]$ . If $f(x_{1})\leq cf(x_{2})$ or $f(x_{2})\leq cf(x_{1})$ , then obviously the condition (4)
holds. Assume that $f(x_{1})\not\leq cf(x_{2})$ and $f(x_{2})\not\leq_{c}f(x_{1})$ . We suppose to the contrary that
the function $f$ is not C-convexlike. Then, there exists a scalar $\lambda_{0}\in(0,1)$ such that

$f([x_{1}, x_{2}])\cap(\lambda_{0}f(x_{1})+(1-\lambda_{0})f(x_{2})-C)=\emptyset$ , (10)

where $[x_{1}, x_{2}]=\{x\in E|x=\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2}, \forall\lambda\in[0,1]\}$ . Also, we define the following
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sets:
$C(\lambda)$ $;=\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})-C$ ,

$H_{0}$

$:= \bigcup_{0\leq\lambda\leq\lambda_{0}}C(\lambda)\backslash C(\lambda_{0})$
,

$H_{1}$

$;= \bigcup_{\lambda_{0}\leq\lambda\leq 1}C(\lambda)\backslash C(\lambda_{0})$
.

We are going to show that

cl $H_{0}\cap H_{1}=\emptyset$ and $H_{0}\cap c1H_{1}=\emptyset$ .

In order to show that cl $H_{0}\cap H_{1}=\emptyset$ , we suppose to the contrary that there exists $z\in$

cl $H_{0}\cap H_{1}$ . Then, by $z\in c1H_{0}$ , there are nets $\{\lambda_{\alpha}\}\subset[0, \lambda_{0}$ ) and $\{d.\}\subset C$ such that

$z= \lim_{\alpha}(\lambda_{\alpha}f(x_{1})+(1-\lambda_{\alpha})f(x_{2})-d_{\alpha})$

and
$\lambda_{\alpha}f(x_{1})+(1-\lambda_{\alpha})f(x_{2})-d$

。
$\not\in C(\lambda_{0})$

for each $\alpha$ . Since the set $[f(x_{1}), f(x_{2})]$ is compact, there exist subnets $\{\lambda_{\beta}\}$ and $\{d_{\beta}\}$ such
that

$\lim_{\beta}\lambda_{\beta}=\hat{\lambda}$

for some $\hat{\lambda}\in[0, \lambda_{0}]$ and

$\lim_{\beta}d_{\beta}=\hat{\lambda}f(x_{1})+(1-\hat{\lambda})f(x_{2})-z$ .

We denote the latter limit by $\hat{d}$ , and then $\hat{d}\in c1C=C$ . On the other hand, by $z\in H_{1}$ ,
there are $\lambda^{*}\in(\lambda_{0},1$ ] and $d^{*}\in C$ such that

$z=\lambda^{*}f(x_{1})+(1-\lambda^{*})f(x_{2})-d^{*}\not\in C(\lambda_{0})$. (11)

Now, we put
$z_{1}$

$:=\hat{\lambda}f(x_{1})+(1-\hat{\lambda})f(x_{2})$ ,

$z_{2}$ $;=\lambda^{*}f(x_{1})+(1-\lambda^{*})f(x_{2})$ .

Then we have $z_{1}=z+$
バ

and $z_{2}=z+d^{*}$ Since

$0 \leq\frac{\lambda^{*}-\lambda_{0}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}\frac{\lambda_{0}-\hat{\lambda}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}\leq 1$

and $\hat{d},$ $d^{*}\in C$ ,

$\frac{\lambda^{*}-\lambda_{0}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}z_{1}+\frac{\lambda_{0}-\hat{\lambda}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}z_{2}=z+\frac{\lambda^{*}-\lambda_{0}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}\hat{d}+\frac{\lambda_{0}-\hat{\lambda}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}d^{*}\in z+C$.

7
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Also, we have
$\frac{\lambda^{*}-\lambda_{0}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}z_{1}+\frac{\lambda_{0}-\hat{\lambda}}{\lambda^{*}-\hat{\lambda}}z_{2}=\lambda_{0}f(x_{1})+(1-\lambda_{0})f(x_{2})$ ,

and hence $z\in C(\lambda_{0})$ . This is a contradiction to (11).
Similarly, we can show that $H_{0}\cap c1H_{1}=\emptyset$ . Thus the sets $H_{0}$ and $H_{1}$ are separated.

Moreover, from natural C-convexity of $f$ and (10), it follows that

$f([x_{1}, x_{2}])\subset H_{0}\cup H_{1}$ .

Also,
$f([x_{1}, x_{2}])\cap H_{i}\neq\emptyset$ $(i=0,1)$ .

3. Conclusions

これまでに、ベクトル値関数の 5 っの凸性を見てきたが、その相互関係は次の表のとお
りとなる。ただし、残念なことに Theorem 3においては domination cone $C$ の閉性を仮
定しなければならなかったことである。たぶん、 これは緩和される条件であると思う。ま
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た、ベクトル値関数の凸性にっいての問題はまだたくさんあると思うし、これらの結果に
よって最適化理論の色々な方面で新しい結果が得られることと思う。

Lemma 1

最後に、本報告においてはいくつかの貴重なご質問やご指摘があったので、 それについ
て触れておく。富山大学経済学部の白石俊輔氏からは natural C-convex 性は実数値関数で
はどんな凸性に対応しているのか、また、実数値関数の色々な凸性との対比から考察して
いるのかというご質問をいただいた。これにっいては、本報告ではベクトル値関数の側面
からの考察であって、実数値関数の色々な凸性との比較は細かくしていない。 それは実数
値関数の凸性の単なる拡張ではなく、多目的最適化問題の中に現れる凸性にのみ着目して、
ベクトル値関数ならではの関係や特徴づけを考察したかったからである。ただし、実数値
関数との対比は今後、考察してみたいと思う。また、京都大学工学部の福島雅夫氏のご指
摘のとおり、natural C-convex 性は実数値関数では準凸に対応する。それは Definition 5
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の (7) の式において、 $f$ が実数値関数ならば

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\leq m_{(}’\iota x\{f(x_{1}), f(x_{2})\}$

となるからである。従って、実数値準凸関数に対応するベクトル値関数として、ここでは
properly quasi C-convex 、 natural C-convex 、 quasi C-convex の 3 っが考察されたこと
になる。 さらに、福島氏からは凸性のー般化に関しては、線形関数を含むような凸性が望
ましいとのコメントと狭義性にっいてのご質問をいただいた。一般の線形関数は properly
quasi C-convex ではなく、この凸性は自然ではない。 しかし、C-convex 性や natural C-
convex 性は線形関数でも成立する凸性である。また、狭義な凸性はベクトル値関数の場合、
domination cone として $C$ の代わりに、 int $C\cup\{0\}$ を考えることにより、同様に定義でき
る。 たとえば、C-convex 性は次のように定義されている (See Definition 3.5 in [14]) 。

また、 properly quasi C-convex 性についても同様に定義されている。 [11] の Definition
4.3や [14] の Definition 4.4を見よ。 さらに、上の (12) のかわりに

$f(\lambda x_{1}+(1-\lambda)x_{2})\in\lambda f(x_{1})+(1-\lambda)f(x_{2})-(C\backslash \{0\})$ ’

で定義したものも考えられる。 しかし、 ここでは 5つの凸性に絞ることでその関係をはっ
きりさせるために、あえて狭義性については触れなかった。
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