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1 はじめに

時相論理は、古典的な論理体系に時間の概念を表すための様相演算子を加えたものであ

り、 命題論理をもとにした体系と述語論理をもとにした体系がある。 とくに、「常に」 $r\sim$

がなりたつまでずっと」などの概念を表す演算子をもつ命題論理の種々の体系は、有限状態

機械の動作と対応づけることができ、また充足可能性判定問題や系列集合に対する論理式の

真偽値判定問題が決定可能という特徴がある。 このため、有限状態機械の動作の形式的記述、

設計検証にもちいられてきた $[1, 2]$。

また、 この過程で古典的な時相論理表現能力を改善するため、さまざまな拡張が試みられ

てきている。 しかし、 これらの拡張は有限状態の機械を記述できるよう拡張したもの、すな

わち正則集合と同等な表現能力をもつように改良したものである [3]。

正則言語よりも広い言語のクラスを記述可能な命題時相論理では、充足可能性判定などの

問題が、決定不能になるという問題があるが、記述言語という観点からみたとき、命題時相

論理はどのような拡張により、 どの程度の記述能力をもつことができるかという点は興味深

い 0
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本稿では、 より広い言語のクラスを表現する命題論理として、 ITL [4] を取り上げ、その

サブクラスとして、正則言語、文脈自由言語と等価な表現能力を持つクラスを不動点演算子

を用いて特徴づける。

2 区間時相論理 (Interval Temporal Logic, ITL)

ITL は Moszkowski によって提案された時相論理である [4]。通常の命題時相論理では、

原子命題の真偽が割り当てられた状態の系列に対し、論理式の真偽値が定められるが\mbox{\boldmath $\tau$} ITL

では区間 (interval) に対して、原子命題の真偽値が割り当てられており、 これをもとに論理

式の真偽値もさだめられる。

論理式に対応する系列の集合を考えた場合、系列上の各区間で原子命題の真偽値が定まる

ため、言語集合との対応をとりにくいという問題がある。 そこで、本稿では、以下の QITL

を用いることにする。

定義 1 QITL(Quantifled Interval Temporl Logic)

構文 : 原子命題 $p\in AP$ , 命題変数 $v\in PV,$ $\neg w,$ $w_{1}\vee w_{2},$ $Ow,$ $w_{1;}w_{2},$
$\exists v.w$ は全て QITL

の論理式である (ただし、 $w,$ $w_{1},$ $w_{2}$ は QITL の論理式)。

論理式に命題変数の自由な出現がないとき、この論理式を QITL の文という。

モデル : 原子命題と命題変数の真偽値は区間に対して定まる。

$\Sigma$ を状態の集合、 $M$ を各区間 $s_{0}s_{1}\cdots s_{n}\in\Sigma\Sigma^{\uparrow}$ に原子命題と命題変数の真偽値 $M_{*0*1*n}[u]$

$u\in AP\cup PV$ を定める写像としたとき、 $(\Sigma, M)$ をモデルとよぶ。

区間 $s_{0}s_{1}\cdots s_{n}\in\Sigma\Sigma\dagger$ の長さは、 $n$ であると定義する。本稿での定義では、長さ $0$ の区

間 $s\in\Sigma$ は考慮しない。すなわち、かならず、 1以上の長さの区間 $s_{0}s_{1}\cdots s_{n}(n\geq 1)$ のみ

を対象にしている。
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原子命題 $p\in AP$ に対する真偽値の割り当てに関しては、次の条件が仮定される。

$M_{s_{0*1*n}}\ldots[p]=M_{s_{0}\iota_{1}}[\rho]$

これは、原子命題の区間に対する真偽値は、区間の最初の長さ 1の部分で決定することを

意味する。

意味 : 文に対してのみ定められる。

$\bullet$ $M_{*0*n}[\neg w]=true\Leftrightarrow M_{0}[\neg w]=false$

$\bullet$ $M_{*0\cdots s_{\hslash}}[w_{1}\vee w_{2}]=true\Leftrightarrow M_{*0\cdots s_{n}}[w_{1}]=true$ または $M_{so\cdots s_{n}}[w_{2}]=true$

$\bullet$ $M_{*0\cdots*n}[Ow]=true\Leftrightarrow n\geq 2l^{a}\cdot\supset M_{1i_{\hslash}}[w]=true$

$\bullet$ $M_{*\text{。}*n}[w_{1}; w_{2}]=$ $true\Leftrightarrow 1\leq i\leq n-1$ なる $i$ が存在して、 $M_{s_{1*:}}\ldots[w_{1}]$ かつ

$M_{*\cdots\iota_{\hslash}}i[w_{2}]$ .

$\bullet$ $M_{\iota_{0n}}\ldots*[\exists v.w]=true\Leftrightarrow v$ に対する真偽値の割当のみが $M$ と異なるモデル $M’$ が存在

して、 $M_{0\cdots*n}’[w]=true$

口

$M_{s_{0}\cdots*n}[w]$ を $s_{0}\cdots s_{n}\models w$ と書く場合もある。

定義 2論理式 $w$ が定義する言語 $L(w)$

$\Delta=2^{AP}$ としたとき、 $L(w)$ は $\Delta^{\uparrow}$ 上の言語で、次の条件を満足するものと定義する。

$L(w)=$ { $\delta=d_{1}d_{2}\cdots d_{n}|s_{0}\cdots s_{n}\models w$ かつ $d;=\{p|s_{i-1}s_{i}\}$ } 口

略記法として、 $\wedge,$ $\equiv,$
$\Rightarrow$ も通常の意味で用いる。 また、次の記法を用いる。

$\bullet O_{a}w=(V_{T};w;V_{T})\vee(w;V_{T})\vee(V_{T};w)\vee w$

$\bullet\square _{a}w=\neg O_{a}(\neg w)$

$\bullet O_{t}w=(V_{T};w)\vee w$

$\bullet\square _{t}w=\neg\theta_{t}(\neg w)$

3



60

$\bullet$ skip $=\neg O$ true (長さ 1の区間を表す)

$\bullet\underline{w}=skip\wedge w$

3 不動点演算子

本節では、次節以降で用いる不動点の性質を述べる。

$\subseteq$ は $2^{\Delta^{\gamma}}\cross 2^{\Delta^{T}}$ 上の半順序関係とし、 $x\subseteq y\Leftrightarrow x\subseteq y$ と定める。 このとき $2^{\Delta^{\uparrow}}$ はこの半

順序関係のもとで完備束になる。 $T$ と $\perp$ はそれぞれ $2^{\Delta^{f}}$ でのトップとボトムである。 (i.e.

$T=\Delta\dagger$ また $\perp=\emptyset$ ).

$D=2^{\Sigma}\dagger$ とする。任意の $x,$ $y\in D$ に対して、 $xuy$ と $x\cap y$ は $\{x, y\}$ のそれぞれ上限と

下限である。集合 $X\subseteq D$ に対して $UX$ と口 $X$ はそれぞれ $X$ の上限と下限を表す。

定義 3 $\varphi$ : $Darrow D$ が monotonic $\Leftrightarrow\forall x,\forall y\in D,$ $x\subseteq y$ ならば、 $\varphi(x)\subseteq\varphi(y)$ . 口

定義 4 $\varphi$ : $Darrow D$ が n- 連続 $\Leftrightarrow n\{\varphi(x:)|i\geq 0\}=\varphi($ロ $\{x:|i\geq 0\})$ が $D$ 上の任意の単調減

少列 $x_{0}\supseteq x_{1}\supseteq x_{2}\ldots x:\supseteq X:+1\cdots$ に対して成立する。

$\varphi$ : $Darrow D$ が u- 連続 $\Leftrightarrow u\{\varphi(x:)|i\geq 0\}=\varphi(u\{x_{i}|i\geq 0\})$ が $D$ 上の任意の単調増加列

$x_{0}\subseteq x_{1}\subseteq x_{2}\ldots x;\subseteq X:+1\cdots$ に対して成立する。 $\square$

定理 1(不動点定理) $\varphi$ が n- 連続ならば、一意に定まる $\varphi$ の最大不動点 $(\nu x.\varphi(x))$が存在

し、次の等式を満足する。

$\nu x.\varphi(x)=\cap:\geq 0\varphi(x:)$ ,

ここで、 $x_{0}=T$ また $X;+1=\varphi(x_{*}\cdot)(i\geq 0)$ 。

$\varphi$ が u- 連続ならば、 一意に定まる $\varphi$ の最小不動点 $\mu x.\varphi(x)$ が存在し、次の等式を満足

する。

$\mu x.\varphi(x)=u_{i\geq 0}\varphi(x:)$ ,

ここで、 $X_{0}=\perp$ かっ $x_{i+1}=\varphi(x;)(i\geq 0)$。 口
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4 正則言語と不動点

本節の議論は、文献 [5] を参考にしている。

2節で定義したように、ある ITL 式は $\Delta=2^{AP}$ をアルファベットとする系列の集合をあ

らわしている。 さらに Y ITL の命題変数 $v$ は系列に対して真偽が定まることから、 $2^{\Delta^{2}}$ 上の

変数とみなすことができる。

ITL の部分クラスに最小不動点演算子を導入して、次の RITL (Regular Interval Tempo-

ral Logic) を構成する。

定義 5 RITL

構文 : 原子命題、 $Ow,$ $\neg w$ , $w_{1}\vee w_{2}$ および、 $\mu v.\Psi(v)$ が RITL の文である。 ここで、 $\Psi(v)$

は命題変数 $v$ を含む RITL 式であり、 $v$ は偶数回の否定のもとで出現する。

意味 : $\mu v.\Psi(v)$ についてのみ示す。

$\bullet$ $M_{*0}[\mu v.\Psi(v)]=true\Leftrightarrow s_{0}s_{1}\cdots s_{n}$ が $\Psi$ の最小不動点に含まれる

口

不動点演算子に関して次の定理を示すことができる。

定理 2 $M_{*0}\ldots s_{n}[\mu v.\Psi(v)]=true\Leftrightarrow\exists v.$[$v\wedge$ 口 t(v\Rightarrow -\Rightarrow $\Psi(v))$ ] 口

したがって\mbox{\boldmath $\tau$} RITL は QITL に含まれる。

定理 3任意の正則集合 $R$ に対して、 $L(w)=R$ なる RITL 式 $w$ が存在する。 口

上述の定理に関して例を示す。正則文法として、

$V_{1}$ $arrow a|bV_{1}|cV_{2}$

$V_{2}$ $arrow d|eV_{1}|fV_{2}$

を考える。 ここで、 馬 $b,$ $c,$ $d,$ $e,$ $f$ は終端記号、 巧と $V_{2}$ は非終端記号である。

$\Delta=2^{AP}$ の要素を $a,$ $b,$ $c,$ $d,$ $e,$ $f$ に割り当て、原子命題を使って、 $p_{a}=\neg p_{1}\wedge\neg p_{2}\wedge\neg p_{3}$

$(p_{i}\in AP)$ などと表現する。 $V_{1},$ $V_{2}$ に対して、命題変数 $v_{1},$ $v_{2}$ を対応させると、
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$\mu v_{1}.(\underline{p_{a}}\vee(\underline{p_{b}}\wedge Ov_{1})\vee(\underline{p_{c}}\wedge O(\mu v_{2}.(\underline{p_{d}}\vee(\underline{p_{e}}\wedge Ov_{1})\vee(\underline{p_{f}}\wedge Ov_{2})))))$

により、 $V_{1}$ が生成する言語が表現できる。

この定理の逆も成立する。

定理 4任意の RITL 式 $w$ に対して、 $L(w)$ は正則集合である。

(略証) $w$ には Y $O\vee,$ $\neg$ および $\mu v.\Psi(v)$ が用いられうる。 $w,$ $w_{1},$ $w_{2}$ が正則集合なら

ば、 $Ow,$ $w_{1}\vee,$ $\neg w$ の表現する言語は、正則集合である。

また、 $\Psi(v)$ については、 $\vee$ と $O$ の連続性と $v$ に対する否定の出現の仕方から連続性が

示せる。 したがって、不動点定理より、 $\mu v.\Psi(v)=\Psi(\emptyset)\cup\Psi(\Psi(\emptyset))\cup$であるから、 $\mu v.\Psi(v)$

も正則集合になることを示せる。 口

5 文脈自由言語と不動点

前節の RITL に含まれていない連接演算 ; を不動点演算子中に書くことを許したものが

次の CFITL である。

定義 6 CFITL(Context Free Interval Temporal Logic)

構文 : 原子命題、命題変数、 $Ow,$ $w_{1}\vee w_{2},$ $w_{1}$ ; $w_{2}$ および、 $\mu v.\Psi(v)$ が CFITL 式である。

ここで、 $\Psi(v)$ は命題変数 $v$ を含む CFITL式である。 (否定は含まない。)

意味 : $\mu v.\Psi(v)$ についてのみ示す。

$\bullet$ $M_{so\cdots\iota_{n}}[\mu v.\Psi(v)]=true\Leftrightarrow s_{0}s_{1}\cdots s_{n}$ が $\Psi$ の最小不動点に含まれる

口

定理 5 $M_{s_{0}\cdots*n}[\mu v.\Psi(v)]=true\Leftrightarrow\exists v.[v\wedge\square _{a}(v\Rightarrow\Psi(v))]$ $\square$

定理 6任意の文脈自由言語 $R$ に対して、 $L(w)=R$ なる CFITL 式 $w$ が存在する。 $\square$

例を示す。文脈自由文法として、
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$V_{1}$ $arrow$ $aV_{2}b|ab$

$V_{2}$ $arrow$ $cV_{1}d|cd$

を考える。 ここで、 $a,$ $b,$ $c,$
$d$ は終端記号、 防と $V_{2}$ は非終端記号である。

このとき、 防の生成する言語を表現する CFITL 式は、

$\mu v_{1}(\underline{p_{a}};\mu v_{2}.(\underline{p_{c}};v_{1};\underline{p_{d}}\vee\underline{p_{c}};\underline{p_{d}});\underline{p_{b}}\vee\underline{p_{a}};\underline{p_{b}})$

となる。

定理 7任意の CFITL 式 $w$ に対して $L(w)$ は文脈自由言語である。

(略証) CFITL が否定を含まず、また、文脈自由言語が連接、和、代入に関して閉じているこ

とと、 ; 演算が連続であることを用いて、定理 4と同様にして示せる。 口

また、文脈自由文法は共通集合をとる演算に関して閉じていないため、 $\wedge$ を許している

QITL は CFITL を真に含んでいることがわかる。

6 おわりに

本稿では、 QITL のサブクラスとして、正則言語および文脈自由言語と表現能力が等価

な体系を示した。 これらの関係は、 RITL $\subset CFITL\subset QITL$ となる。 RTIL と CFITL は、

許されている時相演算子の種類 ( $O$ か;) のぞくと、ほぼ同様の形式で不動点演算子を用いて

定式化できる。

文脈依存言語については、文法規則の左辺に 2つ以上の非終端記号が出現するため、 同様

の定式化はできないと思われる。また、従来の時相論理で時間に関する概念を表現するため

に導入された演算では、文脈依存言語を表現することは困難ではないかと考えられる。
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