
外力項を伴う非線形波の方程式について
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\S 1. 序

流体中の波動はさまざまな外力によって作り出されるが、 そのなかには波の非線形性が

挙動を理解する上で重要であるものも多い。 このレビューではそのようなもののうち、水

面波に関するもので、比較的簡単な非線形発展方程式系で記述できるいくつかの例を紹介

する。

\S 2. 共鳴的鉛直加振によって細長い容器内に作られる水面波

図 1のように水を深さ $h$ まで入れた幅 $W$ 長さ $L$ の細長い $(L\gg W)$ 長方形容器を考

え、水平方向の座標を長さ方向に $x$ , 幅方向に $y$ とし、鉛直方向座標を $z$ とする。 この容

器内の定在水面波は、線形理論では自由表面変位 $z=\zeta$ に対して

$\zeta=(o^{\cos}(\frac{m\pi x}{L}I^{\cos}(\frac{n\pi y}{W})\cos(\omega_{m,n}t-\varphi_{0}), (1)$

と書ける。 ここで $m,$ $n$ はそれぞれ容器の長さ方向、幅方向のモード数をあらわす整数で

あり、 $\omega_{m,n}$ は $(m, n)$ モードの固有振動数、 $t$ は時聞、 $\varphi_{0}$ は定数である。そしてとくに

$(0,1)$ モードに対しては、その固有振動数 $\omega_{1}(=\omega_{0,1})$ は次のように書ける。

$\omega_{1}=\sqrt gkt\sim UT$ , (2)

ここで $k=\pi/W,$ $g$ は重力加速度である。

この長方形容器を鉛直方向に、その変位が $z=\hat{a}_{0}\cos 2\omega t$ となるように正弦波的に加振

する場合を考え、

$\omega\sim\omega_{1}$ , (3)
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であると仮定すると、パラメータ共鳴により $(0,1)$ モードの水面波が主に励起されうる。

このような場合に対して、 (水面波の波高)/W が $O(\epsilon)$ で $\epsilon$ $\ll$ 1 とし、 また $\hat{a}_{0}/W=$

$O(\epsilon^{2}),$ $\omega-\omega_{1}=O(\epsilon^{2})$ と仮定する。 そして

$X=\epsilon x/W$ , $\tau=\epsilon^{2}\omega t$ , (4)

によってひきのばされた無次元化 $x$ 方向座標、無次元化時間を定義し、 $L\gg W$ というこ

とから $(0,1)$ モードの $x$ 方向へのゆっくりした変調を許して、

$\zeta/W=\epsilon[p(X, \tau)\cos\omega t+q(X, \tau)\sin\omega t]\cos ky$ , (5)

とおくと、複素振幅

$A(X, \tau)=p(X, \tau)+iq(X, \tau)$ , (6)

に対して、次の非線形発展方程式が導かれる。

$i \frac{\partial A}{\partial\tau}+b\frac{\partial^{2}A}{\partial X^{2}}+(\beta+i\alpha)A+c|A|^{2}A+\gamma A^{*}=0$ , (7)

ここで $*$ は複素共役を示し、 $\beta$ は

$\beta=(\omega^{2}-\omega_{1^{2}})/\epsilon^{2}\omega_{1^{2}}$ , (8)

で定義される $O(1)$ の量である。 また $\alpha$ を含む項は、容器の側壁等での散逸効果をあらわ

すためにあとから人工的に付加したもので、 $\alpha$ は正定数としている。 (7) の左辺の最後の

項はパラメータ共鳴による外力を表わすもので、 $\gamma$ は $\hat{a}_{0}$ に比例する正の定数である。 ま

た $T=\tanh kh$ としたとき、分散項の係数 $b$ は $T+kh(1-T^{2})$ に比例する定数で、つね

に正である。 しかし非線形項の係数 $c$ は $6T^{4}-5T^{2}+16-9T^{-2}$ に比例し、その符号は $kh$

の値によって変化する。すなわち、 $kh>1.022$ をみたす比較的深い場合は $c>0$ であり、

$kh<1.022$ をみたす比較的浅い場合は $c<0$ となる。

Larraza $\ Putterman^{1)}$ は理論的にこの細長い容器の鉛直加振の問題を調べ、 (7) で

$\alpha=\gamma=0$ とした方程式 (nonlinear Schr\"odinger 方程式 [以後 NLS 方程式と呼ぶ] )

を導出して、その解を $c>0$ の場合について調べた。また Miles2) は方程式 (7) の解を

$\alpha\neq 0,$ $\gamma\neq 0,$ $c>0$ の場合について調べ、Guthart $\ Wu^{3)}$ は $\alpha\neq 0,$ $\gamma\neq 0,$ $c<0$ の場

合の解を調べた。 これらの結果をまとめると次のようになる。
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まず $\alpha=\gamma=0$ の場合には、 NLS 方程式についてよく知られているように、 (7) は $c$

の符号に関係なく静止解

$A\equiv 0$ , (9)

および一様振幅解

$A=A_{0}\exp[i\{(\beta+cA_{0}^{2})\tau+\varphi\}]$ , ( $A_{0},$ $\varphi$ は任意) (10)

をもち、前者は波のまったく励起されていない状態、後者は振幅が容器の長さ方向に全く

変化しない幅方向の定在波に対応している。また $c>C$ の場合には $b$ と $c$ が同符号なので、

よく知られた孤立波解 (で速さ $0$ のもの)

$A=A_{0}$ sech $( \sqrt{\frac{c}{2b}}A_{0}X)\exp[i\{(\beta+\frac{c}{2}A_{0}^{2})\tau+\varphi\}]$ , ( $A_{0},$ $\varphi$ は任意) (11)

が存在する。 この解は容器の長さ方向に局在した定在波に対応している。 また $c<0$ の場

合は、 kink 解

$A=A_{0}\tanh(\sqrt{-\frac{c}{2b}}A_{0}X)\exp[i\{(\beta+cA_{0}^{2})\tau+\varphi\}]$ , ( $A_{0},$ $\varphi$ は任意) (12)

が存在する。

一方、方程式 (7) で $\alpha\neq 0,$ $\gamma\neq 0$ の場合には、静 $\text{止^{}\ovalbox{\tt\small REJECT}}$ 解 (9) は依然として存在するが、

一様振幅解は $\gamma\geq\alpha$ すなわち外力の強さが散逸効果の強さより充分大きいときに限って

存在し、 その形は

$A=A_{0}\exp(i\varphi)$ , (13)

ただし

$A_{0}=\pm\sqrt{}\overline{\frac{-\beta\pm\sqrt{\gamma^{2}-\alpha^{2}}}{c}}$ , (14)

$\cos 2\varphi=\mp\sqrt{1-\frac{\alpha^{2}}{\gamma^{2}}}$ , (15)

である。 ここで (14) の $\Gamma$ の中の複号と (15) の複号は同順である。この解は、 $\alpha=\gamma=0$

のときの解 (10) とちがって $A_{0}$ と $\varphi$ が任意でなく、 $\tau$ 依存性もない。そして、 $c>0$

のときを考えると、 (14) の形からわかるように、 $\beta>0$ (すなわち $\omega>\omega_{1}$ ) の場合は、
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$\gamma\geq\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}$ のときにのみ一組 ((14) の $\sqrt{}^{-}$ の中で $+$ の方を選んだ正と負の $A_{0}$ ) の解

が存在し、 $\beta<0$ (すなわち $\omega<\omega_{1}$ ) の場合は、 $\alpha\leq\gamma\leq\emptyset$・$\mp\beta^{2}$ では二組 ( (14) の $V^{-}$

の中が $+$ とーの両方) の解、 $\gamma>\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}$ では一組の解が存在する。 さらに $c>0$ の

ときには、 $\gamma\geq\alpha$ の条件下で孤立波解

$A=A_{0}$ sech $(\sqrt{\frac{c}{2b}}A_{0}X)\exp(i\varphi)$ , (16)

も存在する。 ここで

(17)

$\cos 2\varphi=\mp\sqrt{1-\frac{\alpha^{2}}{\gamma^{2}}}$, (18)

であり、 (17)の’ の中の複号と (18) の複号は同順である。 (14) と (17) の形の類似性

からわかるように、孤立波解の存在する $(\alpha, \beta, \gamma)$ の値の範囲は一様振幅解のときと全く

同じである。一方 $c<0$ のときには、 kink 解

$A=A_{0}\tanh(\sqrt{-\frac{c}{2b}}A_{0}X)\exp(i\varphi)$ , (19)

が存在する。 ここで $A_{0},$ $\varphi$ は (14), (15) をみたす。

$c>0$ のときの方程式 (7) の解 (9), (13), (16) の安定性については Laedke $\ Spatschek^{4)}$

が調べており、それによると、 $\gamma\leq\alpha$ のときには $\beta$ の値にかかわらず静止解 (9) は安定で

ある。一方 $\gamma>\alpha$ の場合には、 $\beta$ の符号によって挙動が異なり、 $\beta>0$ では解 (9), (13),

(16) はいずれも不安定である。 また $\gamma>\alpha,$ $\beta<0$ では、 $\alpha<\gamma\leq\emptyset$・$\mp\beta^{2}$ に対しては

静止解 (9), 孤立波解 (16) がともに安定であり (複数個の安定状態) 、 $\gamma>\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}$ に対

してはどの解も不安定である。 なお、一様振幅解 (13) はその存在するパラメータ領域のほ

とんどすべてにおいて不安定である。一方 $c<0$ のときの解の安定性については詳しくは

調べられていない。

また、方程式 (7) の $X$ 方向に周期的な解は一般に楕円関数で表わされ、$c>0$ のときに

cn 型の解 (cnoidal wave) . dn 型の解が存在しうることが、それぞれ Miles2) と Umeki5) に

よって示された。一方、 $c<0$ のときには sn 型の解が存在しうる 6)。Laedke $\ s_{P^{af}1schek^{4)}}$
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は $c>0$ の場合について、 $\gamma/\sqrt{\alpha^{2}+\beta^{2}}=1.13,$ $\beta=-1$ のときの不安定な孤立波解 (16)

を初期値として (7) の数値積分を行ない、解が最終的に安定な cnoidal wave に漸近してい

く、 という結果を得た。

次に、 この問題に対する実験は Wu ら 7) によって最初に行なわれ、彼らは $c>0$ に相

当する比較的深い場合について、孤立波解 (16) に対応する水面波が実際に観測できること

を示した。ただしその自由表面変位の $y$ 方向の形は $\cos$ 型からかなりずれており、山の方

が高くて鋭く、谷の方が低くてなだらかになっている。これは高次の非線形性の効果であ

ると思われる。一方 $c<0$ に相当する比較的浅い場合の実験は最近 Denardo ら 6) によって

行なわれ、 ほぼ kink 解 (19) に近いものが得られている。ただし、 $|A|$ が $X$ 依存性をも

たない部分でのプラス側の振幅がマイナス側の振幅よりかなり大きく、 また $|A|$ の最小値

が完全には $0$ にならない、 という違いがある。

また、 Wu ら 7) は $c>0$ のときの実験において、 2 っ以上の孤立波を同時に作り出し、

その相互作用も調べている。それによると、 2つの孤立波が同位相 (各瞬間での $y$ 依存性

が同じ。言いかえると (17) の $A_{0}$ が同符号) のときには両者の間に引力的な相互作用がお

こり、逆位相 ( $y$ 依存性が逆符号) のときには斥力的な相互作用がおこる。そして同位相

の場合には、引力的相互作用による 2 っの孤立波の振動的なふるまいが観測された。

Umeki5) は $X$ 方向に周期的であるという境界条件の下で $c>- 0$ のときの (7) の解を詳

しく調べ、上の振動的なふるまいが cnoidal wave の解のホップ分岐によって生じる時間的

に周期的な解として説明できるとした。 また彼は充分大きい $\gamma$ の値に対してカオス的な解

の存在も示した。

\S 3. 造波機の共鳴的運動によって作られる水面波

図 2のように幅 $W$ の大変長い水槽 (水深 h) の一端に造波機があるとし、水槽の長

さ方向、幅方向の座標を $x,$ $y$ , 鉛直方向座標を $z$ とする。 そして造波機の時間平均位置を

$x=0$ とする。 この水槽において、 \S 2の最初で述べた線形の定在水面波のうち $(0, n)$ モー

ド (横方向の定在波) を共鳴的に励起するような造波機の動き方には 2種類ある。その一

つは図 3(a) のように、造波機の位置が $y$ 依存性を全く もたずに
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$x=\hat{a}_{0}f(z)\sin 2\omega t$ , (20)

の形をしており、かっ $\omega\sim\omega_{n}$ の場合である。 ここで $\omega_{n}$ は $(0, n)$ モードの固有振動数で

$\omega_{n}=\sqrt{gk_{n}\tanh k_{n}h}$ , $k_{n}=n\pi/W$ , (21)

である。 また $f(z)$ は $O(1)$ の無次元量である。 このときには造波機の運動により平面波

( $y$ 依存性を全くもたない波) が直接的に作り出される他に、パラメータ共鳴により $(0, n)$

モードが励起され、後者の波は通常 cross wave と呼ばれる。一方、図 3(b) のように、造

波機がいくっかの部分からなっていてそれぞれが $\omega_{n}$ に近い振動数 $\omega$ で動き、 その各部分

の動き方の関係が $(0, n)$ モードと対応するようなものであれば、 このモードが直接的な共

鳴により励起される。このような波についてははっきりと定まった名前はないが、 sloshing

wave と呼ばれる場合もあるので、 このレビューではそう呼ぶことにする。

\S 3.1 Cross wave

Cross wave についての理論的研究は Mahony8) が最初に行なったと思われるが、 その

後 $Jones^{9)}$ が弱非線形性の仮定に基き、支配方程式としての NLS 方程式及び造波機での境

界条件を導出した。 しかし彼は散逸の効果を全く無視したので、実験結果とよく合う解を

得ることはできなかった。 そこでその後多くの研究者たちが NLS 方程式や境界条件への

散逸効果の入れ方、入れたときの解の特徴などについて詳しく調べた $10\sim 16$ )。これらの結果

をまとめると以下のようになる。

まず (20) の形の造波機の運動で $\epsilon\equiv\hat{a}_{0}/W\ll 1,$ $(\omega-\omega_{n})/\omega_{n}=O(\epsilon^{2})$ と仮定すると、

この運動によって直接作り出される平面波は $O(\epsilon)$ の無次元化振幅をもち、 その自由表面

変位 $\zeta$ は次のように書ける。

$\zeta=a_{p}\{\cos(\kappa x-2\omega t)+G(x)\sin 2\omega t\}$, (22)

ここで $\kappa$ は

$2\omega=\sqrt{g\kappa\tanh\kappa h}$, (23)

をみたし、 (22) の右辺第一項は振動数 $2\omega$ の進行波を表わす。一方 $G(x)$ は $f(z)$ の形に
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よって決まる $O(1)$ の関数であり、 $G(x)arrow 0(xarrow\infty)$ をみたす。従って (22) の右辺第 2

項は造波機付近に局在した平面波を表わす。

一方、 cross wave に対応する $\zeta$ は

$\zeta=a_{c}\{-p(X, \tau)\sin\omega t+q(X, \tau)\cos\omega t\}\cos k_{n}y$ , (24)

と書けて、 $a_{c}/W=O(\epsilon)$ であるとする。 ここで、 $p,$ $q$ はひきのばされた無次元化 $x$ 方向

座標 $X=\epsilon x/W$ と無次元化時間 $\tau=\epsilon^{2}\omega t$ の $O(1)$ の関数である。 このとき cross wave の

複素振幅

$A=p+iq$ , (25)

に対する支配方程式として、NLS 方程式に類似した

$i \frac{\partial A}{\partial\tau}+b\frac{\partial^{2}A}{\partial X^{2}}+(\beta+i\tilde{\alpha})A-\vdash c|A|^{2}A=0$, (26)

が導かれ、 また造波機のところでの境界条件として、斉次型の

$\frac{\partial A}{\partial X}=i\tilde{L}A^{*}-i\tilde{\delta}A$ , at $X=0$ , (27)

が得られる。 ここで $\tilde{\alpha}$ と $\tilde{\delta}$ を含む項はあとから人工的に付加されたものであり、 $\tilde{\alpha}$ は水

槽の側壁での粘性の効果等をあらわす複素数、 $\tilde{\delta}$ は造波機のところでの粘性等の効果をあ

らわす複素数である。 そして $\tilde{\alpha},\tilde{\delta}$ の実部はいずれも $0$ 以上である。 また $\beta$ は

$\beta=\frac{\omega^{2}-\omega_{n^{2}}}{\epsilon^{2}\omega_{n^{2}}}-F$ , (28)

で定義される $O(1)$ の量であるが、その中の $F$ は平面波の存在による効果をあらわし $f(z)$

の形と 砺んの値から決まる定数である。 また $\tilde{L}$ は、 $\hat{a}_{0}$ に比例しており 砺ん と $f(z)$ か

ら決まる実定数であり、 (27) の $\tilde{L}$ を含む項が外力項となる。 また、 $b,$ $c$ は (7) における

$b,$ $c$ と同様に定義されるが、 $k$ のかわりに隔を使う必要がある。従って $b$ はっねに正で

あり、 $c$ は $k_{n}$ん $>1.022$ に対して正、 $k_{n}$ん $<1.022$ に対して負である。

粘性等による散逸効果のない場合 $(\tilde{\alpha}=\tilde{\delta}=0)$ の (26), (27) の解としては、まず

$A\equiv 0$ , (29)
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がある。 これは cross wave が励起されていなくて平面波のみの状態に対応する。また一様

振幅解

$A=A_{0}\exp(i\tilde{L}X)$ , (30)

も存在しうる。 ここで

$A_{0}=\pm\sqrt{\frac{b\tilde{L}^{2}-\beta}{c}}$, (31)

である。 また、

$c>0$ , $\beta<0$ , $|\tilde{L}|<\sqrt{-\frac{\beta}{b}}$ , (32)

の条件をみたすとき $lh$
、 造波機の付近にトラップされた定常解

$A=A_{0}$ sech $(\sqrt{-\frac{\beta}{b}}x+\theta)\exp(i\varphi)$ (33)

も存在する 10)。ここで

$A_{0}=\pm\ulcorner$, $\tanh\theta=\pm\tilde{L}/\sqrt{-\frac{\beta}{b}}$, $\varphi=\mp\frac{\pi}{4}$ , (34)

であり、後の 2つの複号は同順である。

一方、散逸効果のある場合 $(\tilde{\alpha}\neq 0,\tilde{\delta}\neq 0)$ には、 cross wave の励起なしの解 (29) は依

然としてつねに存在するが、一様振幅解は存在しない。そして解 (29) の安定性は Bernoff

ら 16) によって調べられ、

$\beta+i\tilde{\alpha}=\tilde{\beta}+i\alpha$, ( $\alpha,\tilde{\beta}$ は実数, $\alpha\geq 0$ ) (35)

によって $\tilde{\beta}$ と $\alpha$ を定義したとき、 $\alpha=\tilde{\delta}=0$ ならば、

$\tilde{L}^{2}>\frac{1}{b}\tilde{\beta}$ ( $\tilde{\beta}>0$ のとき )’ $\tilde{L}^{2}>-\frac{1}{b}\tilde{\beta}$ ( $\tilde{\beta}<0$ のとき), (36)

に対して (29) が不安定であることが示された。彼らはまた $\alpha>0,\tilde{\delta}\neq 0$ のときの (29) の

安定条件も数値的に求め、 どの $\tilde{\beta}$ に対しても充分 $|\tilde{L}|$ を大きくすれば (29) が不安定にな

ることを示した。 また造波機の付近にトラップされた定常解 ( $Xarrow\infty$ で $Aarrow 0$ ) は、 解

析的には表現できないもののたしかに存在することが $c>0,$ $\alpha>0,\tilde{\delta}=0$ の場合に対し
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て Miles $\ Becker^{12)}$ の数値計算によって示されている。 それによると、造波機のところ

$(X=0)$ から $|A|$ が単調に減少していく解のほかに、パラメータの値によっては、 $X>0$

のところで 1個あるいは複数個の $|A|$ の極大値をもっような解も存在する。 さらに $c>0$

に対する (26), (27) の直接数値積分によって、造波機のところでほぼ周期的に作られたソ

リトンが順次そこから離れて水槽内を伝播していく、 という挙動に対応する解が比較的大

きい $|\tilde{L}|$ に対して得られている 11, 14)。

次に cross wave に関する実験としては Barnard $\ Pritchard^{17)}$ によるものが先駆的で

あるが、 その後より精密な実験がいくっかなされている 14,18,19)。それによると充分小さい

$\hat{a}_{0}$ (造波機の振幅) に対しては、 (29) に対応する cross wave の励起されない状態が観測

され、 $\omega$ を固定して $a_{0}\wedge$ を増加させていくと cross wave が出現し、 トラップされた定常解

に対応する状態がみられる。この際パラメータの値によっては造波機から少しはなれたと

ころで振幅の極大値をもっようなものも存在する。 またもう少し 命を大きくすると、 ほ

ぼ周期的なソリトン生成の状態が観測される。 さらに大きな $\hat{a}_{0}$ ではカオス的な振幅変化

もみられる。 これらの挙動の大部分は $\tilde{\alpha},\tilde{\delta}$ の値を適当に選んだときの方程式系 (26), (27)

の解として説明できるが、 カオス的な振幅変化に相当する解にっいては、まだ明確には示

されていない。

\S 3.2 Sloshing wave

これについてはごく簡単に紹介するにとどめるが、 要点は次のとおりである。すなわ

ち、 (24), (25) によって定義される sloshing wave の複素振幅 $A$ は適当にひきのばされた

無次元化 $x$ 方向座標 $X$ と無次元化時間 $\tau$ に対して、 (26) の形の方程式に支配されるが、

(27) とちがって、造波機のところでは

$\frac{\partial A}{\partial X}=i\hat{L}-i\tilde{\delta}A.$ , at $X=0$ , (37)

の境界条件を満足する。 ここで $\hat{L}$ は造波機の振幅に比例した量で、 (37) の右辺第一項は非

斉次型の外力項となっている。 (26), (37) は cross wave のときと異なり $A\equiv 0$ の解をもた

ない。 しかし、造波機の付近にトラップされた定常解や周期的なソリトン生成に対応する

解、 さらに正弦波的な振幅変調を行なう解が存在する。実験においてもこれらの 3つの解
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に相当するものは観測されている。 しかしカオス的な振幅変化については、理論、実験と

も一応それらしいものは見っかっているが、まだ明確に示されたとは言い難い。 Sloshing

wave に関する実験、理論両面からの研究としては文献 20– 22があり、理論のみの研究

としては文献 23,24がある。

\S 4. まとめ

流体中の波動現象に関係した非線形発展方程式系に対する外力項の比較的簡単な入り方

としては、 \S 2で紹介した「支配方程式中の斉次形外力項」、 \S 3.1の「境界条件中の斉次形

外力項」、 \S 3.2の「境界条件中の非斉次形外力項」 の他に、「支配方程式中の非斉次形外力

項」がある。この代表的なものは、流体層に対して共鳴的な相対速度 $V$ をもつ底の地形変

化や自由表面での圧力変化によって作り出される長波を記述する forced K-dV 方程式

$\frac{\partial B}{\partial\tau}+\hat{b}\frac{\partial^{3}B}{\partial X^{3}}+\hat{c}B\frac{\partial B}{\partial X}+\hat{\beta}\frac{\partial B}{\partial X}+\hat{\kappa}\frac{\partial H}{\partial X}=0$ , (38)

である 25)。ここで共鳴的な速度とは $V\sim c_{p}$ (長波の位相速度) を意味し、 $B$ は長波に伴う

自由表面変位である。 また $X,$ $\tau$ は適当にひきのばされた水平方向座標、時間であり、 $\hat{\beta}$

は $V-c_{p}$ に比例した量である。 さらに $H$ は底の地形変化等に相当する量で、 $H$ の入った

項が非斉次形外力項となっている。なお $\hat{b},\hat{c},\hat{\kappa}$ は定数である。

流体中の波動を記述する方程式への外力の効果の入り方は、一般にはここで述べたよう

には簡単ではないが、 このレビューで紹介した方程式系の研究は、 直接関連した問題の考

察だけでなく、外力の効果を含むより複雑な問題を考えるときの手がかりとしての意味も

充分あると思われる。
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