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3SAT 問題のニューラルネットワーク解法
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1 はじめに

Hopfield らは、ニューロンが相互に結合されたニューラルネッ
トワークを TSP に対して用い、 ある種の組合せ最適化問題を
近似的ではあるが高速に解けることを示し [1]、また、このネッ
トワークに線形制約を扱うためのネットワークを付加すること

により、線形計画 (LP) 問題の解法器としても有効に働くこと
を示した [2]。
本稿では、NP 完全問題である $3SAT$ 問題を取り上げ、 この

問題を解くためのニューラルネットワーク解法にっいて考察す
る。ニューラルネットワークを用いた $3SAT$問題の解法として
は文献 $[3]$

、 [4] があるが、 ここでは、状態空間を変数次元の超
立方体内部として、目的関数と制約がともに双 1次形式である
ような最小化問題への変換を行ない、 ホップフィールドの LP
解法器としてのネットワークを多重 1次形式の制約を扱える
ように拡張する。

2 $3SAT$ 問題の変換

2.1 $nSAT$ 問題

$nSAT$ 問題を、 $n$乗法標準形 (n-CNF) で与えられたブール式
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中のクローズのうち、充足していないクローズの数が最小とな
るような変数の割当てを求める問題と定義する。

2.2 状態空間の拡張と双 1次形式の最小化問題への変換

$n$ 個の変数、 $m$ 個のクローズから成る 3-CNF のブール式 $B$

が与えられたとき、 これは $\{0,1\}^{n}$から $\{0,1\}$ への写像である

が、次のように $[0,1]^{n}$から $[0, m]$ への写像に変換する。
まず、 $B$の否定をとり、変数の定義域を $0\leq x_{i}\leq 1$ の実数

とする。そして、各リテラルの中で否定で表されているものを
$\overline{x_{i}}=1-x_{i}$ とおき、 $\vee$を算術加算演算、 $\wedge$を算術乗算演算と考
えると、次のような状態空間 $[0,1]^{n}$内での 3次関数の最小化問
題が得られる。

$\{\begin{array}{l}\min imizeF(x)subjectto0\leq x\leq 1\end{array}$ (1)

次に、ホップフィールドのネットワークヘマッピングするた

め、問題 (1) を目的関数と制約式がともに 2次の最小化問題に
変換する。
目的関数 $F$中の各々の 3次の項に対して、それを作ってい

る 3つの変数のうちの 2 っの変数の積を改めて新しい変数で
おき換える。たとえば、 3次項 $x_{i}x_{j^{X}k}$に対して元の $F$には含
まれていない変数 $x_{l}$を新たに導入して $x_{l}=x_{j^{X}k}$ とおき、 こ

の $x_{l}=x_{j^{X}k}$は制約条件と考える。 これをすべての 3次項に対
して行なえば、 目的関数と制約がともに 2次の最小化問題と
なる。

$\{\begin{array}{l}\min imize\tilde{F}(x’)subjecttoh(x)=0,0\leq x’\leq I\end{array}$ (2)
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なお、新しく導入される変数の数は、高々元のブール式 $B$中
のクローズ数である。
この問題 (2) は先の定義の $3SAT$ 問題と等価であり、問題

(1) の最小値を求めそれがゼロであれば、それを与える $x$が $B$

を充足する変数の割当てとなるから、 この問題のニューラル
ネットワーク解法を考えるのであるが、等式制約を扱うこと
は困難なため、 $m$本の等式制約ん (x’) $=0$ を $2m$本の不等式制
約 $h(x’)\leq 0,$ $-h(x’)\leq 0$ として扱う。

3 $CNF-3SAT$ 問題のニューラルネットワーク解法

3.1 LP 問題を解 \langle ホップフィールドニューラルネットワー
ク [2] の拡張

図 1: $CNF-3SAT$ 問題を解 \langle ためのニューラルネッ トワーク
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$n$ 個の変数から成る 3-CNF のブール式が与えられたとき、
$m$ 個の変数を新たに導入して次の問題を得たとする。

$\{subjecttominimize0\leq x_{i}\leq 1,i=1h(x)\leq 0,i=1F_{i}(x)...\cdot$

.
,

$2_{n}m_{+m}$
(3)

変数に対応する $(n+m)$ 個と制約を取り扱う $2m$個の計 $(n+$

$3m)$ 個のニューロンを用いて、 この問題 (3) を解くネッ トワー

クを図 1のように構成する。 これはホップフィールドの LP 問
題を解くネットワークを拡張したもので、 目的関数と制約違
反量の和を減少させるネットワークと制約の違反情報を作成
するネットワークから成り、 2次の制約を扱うためシグマーパ
イニューロン 1[5] を導入している。図 1中の (

$\cross$ 印で示した乗

算器からの出力を受けているニューロンが、シグマーパイニュー
ロンである

$o$ なお、 $w_{ij\text{、}}I_{i}$はそれぞれ、$F(x)=- \frac{1}{2}x^{T}Wx-I^{T_{X}}$

と変形したときの、対称行列 $W$の第 ( $i$ ,の要素とベクトル $I$の

第 $i$ 要素である。

3.2 ネットワークのダイナミクス

変数に対応するニューロンの入出力関係は、内部状態 $u_{i}$に

対して出力が $0\leq x_{i}\leq 1$ となる単調増加な関数 $g$で与え、

$x_{i}=g(u_{i})$ (4)

1シグマーパイニューロンは、 それに結合するニューロンの出力の多重 1
次形式で表現される量を、それへの入力とするニューロンである。それと

結合するニューロンの出力の線形和をそれへの入力とするような、一般に
用いられるニューロンは、シグマーパイニューロンの特殊な場合と考えるこ
ともできる。
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制約の違反量を計算するニューロンの出力 $y_{i}$を、

$y_{i}=f(h_{i}(x))$ (5)

$f(z)=\{\begin{array}{l}0,ifz\leq 0Kz,K>0ifz>0\end{array}$ (6)

で与えると、 このネットワークのダイナミクスは次式で表さ

れる。

$C_{i} \frac{du_{i}}{dt}=-(\frac{\partial F}{\partial x_{i}}+\frac{u_{i}}{R_{i}}+\sum_{j=1}^{2m}\frac{\partial h_{j}}{\partial x_{i}}f(h_{j}(x)))$ (7)

ここで、次式のエネルギーを考える。

$E=F(x)+ \sum_{i=1}^{n+m}\frac{1}{R_{i}}\int_{0^{x_{i}}}g^{-1}(z)dz+\sum_{i=1}^{2m}Z(h_{i}(x))$ (8)

$f(z)= \frac{dZ(z)}{dz}$ (9)

$E$を時間で微分すると、

$\frac{dE}{dt}=\sum_{i=1}^{n+m}\frac{dx_{i}}{dt}(\frac{\partial F}{\partial x_{i}}+\frac{u_{i}}{R_{i}}+\sum_{j=1}^{2m}\frac{\partial h_{j}}{\partial x_{i}}f(h_{j}(x)))$ (10)

となり、 (7) 式を考慮すれば、

$\frac{dE}{dt}=-\sum_{i=1}^{n+m}\frac{dx_{i}}{dt}C_{i}\frac{du_{i}}{dt}$

$=- \sum_{i=1}^{n+m}C_{i}g’(u_{i})(\frac{du_{i}}{dt})^{2}\leq 0$ (11)

となる。 したがって、 目的関数と制約違反量の和を減少させ

るネットワークが、制約の違反情報を作成するネットワーク
より十分速く動作すると仮定すれば、 (7) 式で定義されるネッ
トワークは (8) 式のエネルギーを減少させるように動作する。

$dE/dt=0\}$ま $du/dt=0$ を意味しており、出力関数 $g$がハイー
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ゲインとして (8) 式の右辺第 2項を無視すれば、 $E$は下から押
えられているから $E$の極小点に到達する。

3.3 局所最適解の探索動作について

(6)、 (9) 式から、 (8) 式の右辺第 3項はペナルティ関数である
ことがわかり、 ここで提案したネットワークはペナルティ関数

を導入して問題 (3) を解いていると見ることができる。 (8) 式
の右辺第 2項を無視したとき、ペナルティ係数 ((6) 式の $K$ ) を
大きくとれば、制約の違反量が小さく押えられながら $E$は減

少する。制約を扱うネットワークを持たない場合には、超立方
体の頂点で安定することが解析的に知られており $[6]$

、
$K$が十

分大きければ、制約を満たしながら $F$が小さくなる方向に遷

移すると考えられ、 したがって、 $F$の局所最小解が求まること
が期待できる。この局所的な最適性に関しては、計算機シミュ
レーションにより良好な結果を得ている。なお、 $K$の値は与え

られたプール式のクローズ数程度とした。

4 おわりに

シグマーパイニューロンの導入により、非線形制約を含む最
適化問題に適用できる相互結合型のニューラルネットワークを
提案し、 $3SAT$問題をこのネットワークにマッピングする方法

について述べた $0$
シグマーパイニューロンが $n$重 1次形式で表

現された入力を処理できるものとすれば、このネットワークは
$n$ 重 1次形式の制約をもつ問題に対しても適用でき、 したがっ
て、 $(n+1)SAT$問題を、与えられた問題の節数と同じオーダー
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の数のニューロンから成るニューラルネットワークで、近似的
に解くことができる。しかしながら、大域的な最適性にっいて
は未解決であり、今後の課題として残されている。
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