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malign measure による a priori measure の
特徴づけについて

東工大・理 小林孝次郎 (Kojiro Kobayashi)

1 はじめに

アルゴリズム $A$ にサイズ $n$ の入力を与えたときの最悪実行時間を $t_{A}^{wo}(n)$ とし, アルゴリ

ズム $A$ にサイズ $n$ の入力を確率分布\mbox{\boldmath $\mu$}に従って与えたときの平均実行時間を $t_{A}^{av,\mu}(n)$ とする

と, 常に $t_{A}^{av,\mu}(n)\leq Aw\circ(n)$ がなりたち, また多くの場合 $t_{A}^{1\nabla O}(n)$ は, $n$の関数として $t_{A}^{av,\mu}(n)$

よりも大きいオーダーの関数になる. Li &Vita\acute nyi([2] ) は, 入力の確率分布として a
priori probability” (より正確には (a priori measure”) の名で従来よりよく知られている

確率分布\mbox{\boldmath $\mu$}を選ぶと, どのようなアルゴリズム $A$ においても平均実行時間 $t_{A}^{av,\mu}(n)$ と最悪実

行時間 $t_{A}^{w\circ}(n)$ が同じオーダーの関数になってしまう, っまり

任意のアルゴリズム $A$ に対しある定数 $c(>0)$ が存在して, 任意の $n$ に対し
$t_{A}^{v;0}(n)\leq ct_{A}^{av,\mu}(n)$ ,

という性質がなりたっことを示した. その後 $Miltersen[3]$ は, 上記の性質を持つ確率分布\mbox{\boldmath $\mu$}

を “malign probability” (より正確には (($malign$ measure”) と名づけ, その性質を調べた.
以下では我々は, まず malign probability の定義の分析を行い, a priori measure が上の

ような現象のより本質的な原因と思われる確率分布のある性質を持っことを指摘し, この性

質を持つ確率分布を “strongly malign probability” と名づける. 続いて a priori probability
と strongly malign probability の関係について考察し, 両者の本質的な違いがどこにある
のかを明らかにすることを試みる.

2 基本概念

$\Sigma=\{0,1\}$ を 2 っの記号 0,1からなる集合, $\Sigma^{n}$を\Sigma の記号の長さ $n$ のすべての列の集
合, $\Sigma^{*}$ を集合\Sigma 0\cup \Sigma 1\cup \Sigma 2\cup . .. とする. \Sigma *の要素を語と呼び, 語 $x$ の長さを国で表す
measure とは, \Sigma *から $R$ (すべての実数の集合) への関数\mbox{\boldmath $\mu$}で, 任意の $x$ に対し\mbox{\boldmath $\mu$}(x) $\geq 0$

かつ\mbox{\boldmath $\mu$}(\Sigma *) $<\infty$ であるようなものを意味するものとする (L\Sigma *に対し\mbox{\boldmath $\mu$}(L) は\Sigma x\in L\mbox{\boldmath $\mu$}(x)

を表す).

$f,$ $g$が $N$ から $R$ (あるいは\Sigma *から R) への関数で, ある定数 $c(>0)$ が存在して任意の
$n$ に対し $f(n)\leq cg^{(}n)$ がなりたっとき, $f_{\sim}<g$と書く. また $f_{\sim}<g$かつ $g_{\sim}<f$がなりたっとき
$f\approx g$と書く ( $N$ はすべての自然数の集合).
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“アルゴリズム” とは決定性チューリング機械のことであると考える. アルゴリズムはす
べて\Sigma *のある要素を入力として受取り, (もし止まる場合には) \Sigma *のある要素を出力するもの

と仮定する. アルゴリズム $A$ に入力 $x$ を与えたときの出力 (止まらない場合は “undefined’ )

を\phi A(x) で表す.
またアルゴリズム $A$ に入力 $x$ を与えたときの実行時間 (止まらない場合は “undefined”)

$time_{A}(x)$ としては, Blum が提案した 2っの公理 (Blum の公理, [1])

(1) $\phi_{A}(x)$ は定義される $\Leftrightarrow time_{A}(x)$ は定義される,

(2) $A,$ $x,t$ に関する述語 $time_{A}(x)\leq t$ ’は決定可能である,

を満足するような (値が自然数力\(‘undefined’) であるような) 任意の関数 $time_{A}(x)$ を, ア

ルゴリズムの実行時間の測り方として認めることにする.
実行時間の測り方 time$A(x)$ が 1 っ決められたとき, アルゴリズム $A$ の晟悪実行時間

$t_{A}^{wo}(n)$ と, measure \mbox{\boldmath $\mu$}に従って入力を与えたときの平均実行時間 $t_{A}^{av,\mu}(n)$ をそれぞれ, $t_{A}^{VlO}(n)$

$= \max_{x\in\Sigma^{n}}time_{A}(’\cdot L\cdot),$ $t_{A}^{av,\mu}(n)=\Sigma_{x\in\Sigma^{n}}(\mu(x)/\mu(\Sigma^{n}))$ time$A(x)$ によって定義する.

定義 1 measure \mbox{\boldmath $\mu$}は, 次の 2っの条件を満足するとき malign (‘悪意ある ” の意) である

という ([3]) :

(i) 任意の $n$ に対し\mbox{\boldmath $\mu$}(\Sigma n) $>0$ ,

(ii) どのような入力に対しても必ず止まるような任意のアルゴリズム $A$ に対し, $t_{A}^{wo}(n)$

$\sim<t_{A}^{av,\mu}(n)$ がなりたつ.

3 a priori measure

$a$ priori measure はよく知られている概念であり, いろいろな方法で定義することがで
きる. まず最初に, semicomputable measure の概念を用いる定義を示す.

measure \mbox{\boldmath $\mu$}は, $\Sigma^{*}\cross N$ から $Q$ への計算可能関数 $f$で, $n\leq n’$なら $f(n)\leq f(n’)$ かっ

$\lim_{narrow\infty}f(x, n)=\mu(x)$ であるようなものが存在するとき, semicomputable であるという
( $Q$ はすべての有理数の集#). semficomputable measure の中には, 任意の semicomputable
measure \mbox{\boldmath $\mu$}に対し\mbox{\boldmath $\mu$}\preceq \mbox{\boldmath $\mu$}\tilde がなりたっ, という意味で最大のもの\mbox{\boldmath $\mu$}\tilde が存在することが知られて
いる. このような性質を持つ semicomputable measure $\tilde{\mu}$を, $a$ priori measure と呼ぶ a
priori measure が存在することはよく知られている.

$a$ priori measure を定義する他の方法は, prefix-free algorithm の概念によるものであ
る. x, yが\Sigma *の元で yz=x なる z\in \Sigma *が存在するとき, yは x の prefix であるという. 集合
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$L\subseteq\Sigma^{*}$は, $x\in L$ なら $x$ と異なる $x$ の prefix は決して $L$ に含まれないとき, prefix-free な

集合であるという. L が prefix-free な集合なら, \Sigma x\in L2-回は 1以下の値になることに注意.

アルゴリズム $A$ は, $\phi_{A}$の定義域, っまり集合 { $x|\phi_{A}(x)$ は定義される} が prefix-free で

あるとき, prefix-free algorithm であるという. prefix-free algorithm の中には, 次のような

性質を持つもの Auが存在することがわかっている : 任意の prefix-&ee algorithm $A$ に対し

てある自然数 $i$ が存在し, 任意の $x\in\Sigma^{*}$に対し\phi AU $(0^{i}1x)=\phi_{A}(x)$ . このような prefix-free

algorithm $A_{U}$を, 万能な prefix-free algorithm と呼ぶ. 以下では, このような $A_{U}$を 1っ決

めて固定しておく.
$x\in\Sigma^{*}$に対し, 自然数 $H(x)$ と実数 $P(x)$ を次のように定義する :

$H(x)= \min\{|y||y\in\Sigma^{*},\phi_{A_{U}}(y)=x\}$ ,

$P(x)=\Sigma\{2^{-|y|}|y\in\Sigma^{*}, \phi_{A_{U}}(y)=x\}$ .

第 2の式の右辺は, $y\in\Sigma^{*},$ $\phi_{A_{U}}(y)=x$ であるようなすべての $y$に対する 2-|y|の総和を意

味する.
\mbox{\boldmath $\mu$}が apriori measure である, という概念を定義する第 2の方法は, “\mbox{\boldmath $\mu$}は semicomputable

でありかつ, $\mu(x)\approx 2^{-H(x)}’$ , という条件によるものであり, 第 3の方法は, “\mbox{\boldmath $\mu$}は semi-
computable でありかつ, $\mu(x)\approx P(x)$ , という条件によるものである. これらのいずれの
定義を採用しても, $a$ priori measure の概念として同じものが得られる. 以後ある $a$ priori

measure を 1 っ選び, 記号\mbox{\boldmath $\mu$}\tilde で表すことにする.

$\not\in\Phi 1([2])$ $a$ priori measure は malign である.

この定理の証明については, 文献 [2] を参照されたい. \mbox{\boldmath $\mu$}をある $a$ priori measure , $A$ を

任意のアルゴリズムとし, 長さ $n$ の最悪入九 っまり $time_{A}(x)$ を最大にする長さ $n$ の

語 $x$ (複数個ある場合には辞書式順序で最初のもの) を $w(n)$ で表すと, 任意の $n$ に対し
$\mu(w(n))\geq c\mu(\Sigma^{n})$ がなりたっような定数 $c(>0)$ が存在する, ということを実質的には証明
する.

4 strongly malign measure

Li &Vit\’anyi により $a$ priori measure はすべて malign measure であることが示され
たが, その逆がなりたたないことは容易に示せる. 従ってこの 2っの概念は異なるもので
あり, その間の関係を明らかにすることは興味ある問題である. しかしその前に, malign
measure の概念の定義そのものについて, 考察を行ってみる.

malign measure の概念の定義は明確ですっきりしているが, よく眺めてみると, 入力

のサイズの概念の取扱いが不自然であるように思われる.
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例としてソーティングについて考えると,\tilde サイズが $n$ の場合の入力は, $n$ 個の自然数
1, 2, $\ldots,$

$n$ の 2進表現をある順序でカンマで区切ってならべたもの (をさらにビット 0,1の

列によって表したもの) と考えてよいであろう. しかしこれは一般には\Sigma nの要素ではない.

他の問題のアルゴリズムにおいても, サイズが n の入力と見なされる入力は, 必ずしも\Sigma n

の要素ではない.
上の問題点を考慮して malign measure の定義を修正する方法としては色々なものが考

えられるが, いずれも得られた定義はかなり複雑なものになる. しかし, Li &Vit\’anyi の
(a priori measure は malign である” という結果は, m組 ign measure の定義を色々な形に
修正しても, 多くの場合そのままなりたっ.
ところで定理 1の証明においては, \mbox{\boldmath $\mu$}が apriori measure なら, 任意の n に対して\mbox{\boldmath $\mu$}(w(n))

$/\mu(\Sigma^{n})\geq c$ がなりたつような定数 $c(>0)$ が存在する, ということを証明した. この性
質は, 任意のアルゴリズム $A,$ $B$に対し $w(n)$ を\phi A(n) で, $\Sigma^{n}$を\phi B-l(n) $(=\{x|\phi_{B}(x)=n\})$

でおきかえてもそのままなりたっ. つまり $a$ priori measure \mbox{\boldmath $\mu$}は, “任意のアルゴリズム
$A,$ $B$ \iota こ対しある定数 $c(>0)$ が存在して, $\phi_{A}(n)$ が定義されるような任意の $n$ に対し
$\mu(\phi_{A}(n))/\mu(\phi_{B}^{-1}(n))\geq c$がなりたっ” という性質を持っ.
この性質は, measure に関するある本質的で重要な性質であるように思われる. 我々は

この性質を持つ measure を strongly malign measure と呼ぶことにする. Li &Vit\’anyi の

結果は本質的には a priori measure は strongly malign である” ということであり, この

strongly malign という性質の 1っのあらわれが (色々と修正した定義によるものも含めた)

malign という性質である, と考えることもできる.

定義 2 measure \mbox{\boldmath $\mu$}は, 次の 2っの条件を満足するとき strongly $m$瓠 ign であるという :

(i) $\mu(\Sigma^{*})>0$ ,

$(\ddot{u})$ 任意のアルゴリズム $A,$ $B$に対しある定数 c $(>0)$ が存在して, $\phi_{A}(n)$ が定義される

ような任意の $n$ に対し\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi A(n))/\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi B-l(n)) $\geq c$ がなりたっ.

$a$ priori measure が strongly malign であるということは, より強いかたちで次節で証

明する (定理 4と系 1). ここでは strongly m訓 ign という概念が malign という概念より真
に強い, ということを示す.

$\not\in\Phi 2$ strongly malign measure は malign である.

(証明) malign measure の定義の条件 (i) の証明は容易である. 条件 (ii) がなりたっこと

は, アルゴリズム $A,$ $B$として\phi A(n) $=w(n),$ $\phi_{B}^{-1}(n)=\Sigma^{n}$がなりたっようなものを選ぶこ

とによって, 定理 1の証明と同様の考え方によって示せる (証明終り)
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fiiMl 3 strongly mahhgnでない malign measure が存在する.

(証明) $\mu$ を $a$ priori measure とし, \mbox{\boldmath $\mu$}’を\mbox{\boldmath $\mu$}’(x) $=\mu(x)/|x|$ で定義した measure とする. 定

理 1により $\mu$ は malign であり, $|x|=n$ なら $\mu’(x)/\mu’(\Sigma^{n})=\mu(x)/\mu(\Sigma^{n})$ がなりたっから,
$\mu’$ も malign である. $\lim_{narrow\infty}\mu’(\phi_{A}(n))/\mu’(\phi_{B}^{-1}(n))=0$がなりたつようなアルゴリズム
$A,$ $B$の存在は容易に示せるので, \mbox{\boldmath $\mu$}’は strongly malign ではない. (証明終り)

5 $a$ priori measure と strongly malign measure の関係

\Delta \langle 節では, $a$ priori measure と strongly malign measure の関係について調べる. 次の定
理は, apriori measureの概念を strongly malign measureの定義によく似た形の条件によっ
て特徴づける.

定理 4 measure $\mu$ に関する次の 2つの条件は同値である.

(1) $\mu$ は apriori measureである.

(2) $\mu$ は次の 8っの条件を満足する.

(i) $\mu$ は semicomputableである.

(ii) $\mu(\Sigma^{*})>0$ .
(iii) ある定数 c $(>0)$ が存在して, 任意のアルゴリズム $A,$ $B$ と $\phi_{A}(n)$ が定義されるよ

うな任意の $n$ に対し, $\mu(\phi_{A}(n))/\mu(\phi_{B}^{-1}(n))\geq c\tilde{\mu}(A)\tilde{\mu}(B)$ がなりたっ.

(証明) $\Rightarrow$ 方向. $\mu$を apriori measure とする. 条件 (i) , (ii) の証明は容易である. 条件
(iii) の証明のアイディアは極めて簡単で, 以下のように述べることができる. $A$ の最短の

記述, Bの最短の記述, \phi B-l(n) に含まれる任意の語の任意の記述, の 3っから \phi A(n) を求

めることができる. 従って,

$\mu(\phi_{A}(n))$ $\approx$ 無限のビット列を選んだとき, それが $\phi_{A}(n)$のある記述ではじまる確率

$\sim>$ $2^{-H(A)}2^{-H(B)}$ . (無限ビット列を選んだとき, それが $\phi_{B}^{-1}(n)$ に含まれる

ある語のある記述ではじまる確率)

$=$ $2^{-H(A)}2^{-H(B)}P(\phi_{B}^{-1}(n))$

$\approx\tilde{\mu}(A)\tilde{\mu}(B)\mu(\phi_{B}^{-1}(n))$ .

$\Leftarrow$ 方向. $\mu$が条件 $(i)\sim(iii)$ を満足するものとする. $\Sigma^{*}$ の任意の要素 $x_{0}$ を選び,. 固定して

考える. $B$を $\phi p^{1}(0)=\Sigma^{*}$がなりたっようなアルゴリズムとする. 任意の $n$ に対し $\phi_{A}(n)=$
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x0がなりたっようなアルゴリズム Aが存在する. このような $A$ は x0によって決まるので,

そのことを明らかにするためにこのような $A$をん。と記すことにする. Ax。は $x_{0}$から決ま
るから $H(A_{x_{0}})\leq H(x_{0})+c_{1}$がなりたっような定数 $c_{1}$がある. 従って\mbox{\boldmath $\mu$}\tilde (Ax。) $\geq c_{2}\tilde{\mu}(x_{0})$ がな

りたっような定数 $c_{2}(>0)$ がある. 従って, $\mu(x_{0})=\mu(\phi_{A_{x\text{。}}}(0))\geq c\tilde{\mu}(A_{x\text{。}})\tilde{\mu}(B)\mu(\phi_{B}^{-1}(0))\geq$

$cc_{2}\tilde{\mu}(x_{0})\tilde{\mu}(B)\mu(\Sigma^{*})$ がなりたっ. 従って, $c_{3}=cc_{2}\tilde{\mu}(B)\mu(\Sigma^{*})(>0)$ とおくと, 結局すべて
の $x_{0}$ に対して\mbox{\boldmath $\mu$}(x0) $\geq c_{3}\tilde{\mu}(x_{0})$ がなりたっ. また $\mu$ は semicomputableである. 従って $\mu$ は $a$

priori measure である (証明終り)

系 1 $a$ priori measureは strongly malignである.

apriori measureの 1っの g$\ovalbox{\tt\small REJECT}$づけを与える定理 4と strongly malign measureの定義淀
義 2) を比較すると, この 2っの概念の本質的相違は 2っあることがわかる.
第 1の相違は, apriori measureが必ず semicomputableであるのに対し, strongly m訓 ign

measureは必ずしも semicomputableでなくてもよいことである.
第 2の相違は, n を動かしたときの値\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi A(n))/\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi B-l(n))の振る舞いに関するものであ

る. apriori measure においても strongly malign measure においても, この値は $A,$ $B$のみに

よって決まるある正の定数 cA,B より小さくなることはない. しかしながら, strongly malign
measure においてはこの値 $C_{A,B}$ は単に “存在する” だけであるが, $a$ priori measure におい
てはこの値 $c_{A,B}$ は, $A,$ $B$ の apriori measureの値 $\tilde{\mu}(A),\tilde{\mu}(B)$ と $A,$ $B$ に無関係なある
定数 $c(>0)$ によって, $c_{A,B}=c\tilde{\mu}(A)\tilde{\mu}(B)$ と表せるのである.
定理 5に示すように, semicomputableでない strongly malign measureが存在するので,

このことだけから apriori measureでない strongly malign measureが存在することがわか
る. そこで興味ある問題は, measureを semicomputable なものに限定したときに, $a$ priori
measureのクラス gstrongly malign measureのクラスが一致するか, つまり, \mbox{\boldmath $\mu$} が semicom-

putableであるとき,

$\forall A,$ $B\exists c(>0)\forall n$ [ $\phi_{A}(n)$ が定義される $\Rightarrow\mu(\phi_{A}(n))/\mu(\phi_{B}^{-1}(n))\geq c$ ]

なら必ず

$\exists c(>0)\forall A,$ $B\forall n$ [ $\phi_{A}(n)$ が定義される $\Rightarrow\mu(\phi_{A}(n))/\mu(\phi_{B}^{-1}(n))\geq c\tilde{\mu}(A)\tilde{\mu}(B)$ ]

がなりたっか, という問題であるが, これは未解決である.

$\ovalbox{\tt\small REJECT}_{5}$ semicomputableでない strongly malign measureが存在する.

定理 4と定義 2にでてくる値\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi A(n))/\mbox{\boldmath $\mu$}(\phi B-,$(n)$ ) に含まれる $n$ は, もともとの malign
measure の概念に含まれていた “入力のサイズ” の概念に対応している. しかし次の 2っの
定理が示すように, $n$

” を含まないもっとすっきりした形で apriori measure と strongly
malign measureの概念を特徴付けることも可能である.
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定理 6 measure $\mu$ に関する次の 2っの条件は同値である.

(1) $\mu$ は apriori measureである.

(2) $\mu$は次の 3つの条件を満足する.

(i) $\mu$ は semicomputableである.

(ii) $\mu(\Sigma^{*})>0$ .
(iii) ある定数 $c(>0)$が存在して, 任意のアルゴリズム $A$ と任意の $x$ に対し\mbox{\boldmath $\mu$}(x) /

$\mu(\phi_{A}^{-1}(x))\geq c\tilde{\mu}(A)$ がなりたつ.

定理 7 measure $\mu$ に関する次の 2っの条件は同値である.

(1) $\mu$ は strongly malign measureである.

(2) $\mu$ は次の 2っの条件を満足する.

(i) $\mu(\Sigma^{*})>0$ .
(ii) 任意のアルゴリズム $A$ に対してある定数 $c(>0)$ が存在して, 任意の $x$ に対して

$\mu(x)/\mu(\phi_{A}^{-1}(x))\geq c$がなりたっ.
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