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確率付グラフ上の点素な s-t Disjoint Paths の期待最大本数の計算問題
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[概要] 枝あるいは節点の切断の可能性を考慮する確率付グラフにおいて、指定され
た 2節点間の点素な路の最大本数の期待値はネットワークの信頼性の評価基準の
ひとつとして考えられる。その期待値を計算する問題は一般に NP 困難であるこ
とが知られている。本稿では、 その計算問題がグラフが平面又は s-t 出入双木で
ある場合にも NP 困難であることを証明する。更に、この期待値が効率良く求ま
るグラフを与える。

1 はじめに

通信網をはじめ、 ガス管網や輸送網などはグラフ

の構造を持つネットワークとして定式化できる。グ
ラフの指定された 2節点間の (節点あるいは辺) 素な
路の最大本数を求める問題はネッ トワークにおける

ひとつの基礎的問題であり、 それを効率良く求める
アルゴリズムが多く知られている $[4,5,9]$。但し、 そこ

ではグラフの節点や枝が故障しないことが仮定され
ている。一方、 節点 (Vertex) あるいは枝 (Edge) の
故障確率を考慮するグラフ (以下、確率付グラフと呼
ぶ) においては、 節点あるいは枝の故障によって指定
された 2節点閥の素な路の最大本数は変わるが、 そ

の期待値 (即ち、 平均値) が存在する。この期待値は
良く研究されている 2節点間の連結確率 [1,2,9] と同様
にネットワークの信頼性の評価基準のひとつとして
考えられる。

ところが、 [12] で与えられた確率付グラフにおい
て、 その 2節点間の辺素な路の最大本数の期待値が
いくつかの特殊なグラフに対して効率良く求まるこ
とを報告した。更に、 グラフが閉路を持たないグラ
フのクラスの部分クラスである s-t 出入双木 (s-t Out-
In Bitree) および平面グラフ (Planar Graph) であ
るときには、 この計算問題が NP 困難であることも
指摘した [12]。

本稿では、指定された 2節点間の確率付グラフ上
の点素な路、即ち互いに節点を共通しない路の最大
本数の期待値を計算する問題を考える。 まず、 2節
点間の連結確率の計算問題がこの計算問題に帰着で
きることを証明することによって、 平面グラフ及び
s-t 出入双木に対してその計算問題がいずれも NP 困

難であることを示す。 また、確率付 s-t 直並列グラフ
(s-tSeries Parallel Graph) および各節点の故障確率
が等しい節点への確率付 s-t 多段完全 2部グラフ
(s-t Multi-ranks Complete Bipartite Graph) に対
してその期待値がグラフのサイズに関する多項式時
間で計算できることを明らかにする。

2 準備

有向グラフ $G=(V, A, s, t)$ を考える。 ここで、
V は有限個の節点の集合であり、 $A$ は有向枝の集合
と呼ばれる $VxV$ の部分集合であり、その要素 (有
向枝) を $a=(u, v),$ $u,$ $v\in V$ とする。 $s,$ $t(s\neq t)$ は

それぞれソース $(Source)$、 シンク (Sink) と呼ばれる
$V$ の 2つの指定された節点である。以下では、 グラ

フに関する概念と記号は文献 $[8, 12]$ に従う。
グラフ $G=$ (V, $A,$ $s,$ $t$ ) において、節点の部分集

合 $S\subseteq V$ のすべての節点とその節点に接続するす
べての枝を除去したグラフを $G-S$ と記す。 $G$ の中

で互いに共通の節点を持たない s-t 路を点素な s-t 路
と呼ぶが、 与えられた $G$ に対して点素な s-t 路の最
大本数を $\kappa_{st}(G)$ と記す。
グラフ $G=(V, A, s,t)$ を

$V_{1}\cup V_{2}=V,$ $V_{1}\cap V_{2}=\phi$

$A_{1}\cup A_{2}\subseteq A,$ $A_{1}\cap A_{2}=\phi$ ,

$A-(A_{1}\cup A_{2})\subseteq V_{1}\cross V_{2}$ (1)

を満たす $T_{O(’)}=(V_{1}, A_{1}),$ $T_{I(t)}=(V_{2}, A_{2})$ に分離
できるとき、 $G$ を s-t 出入双木 ($s-t$ Out-In Bitree)
と呼ぶ。 ここで、 $T_{O(s)},$ $T_{I(t)}$ はそれぞれ根 $s$ からの

有向出木と根 $t$ への有向入木を表す。条件 (1) と有向
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木の性質を用いて、 s-t 出入双木が閉路を持たないこ
とを容易に導くことができる。 s-t 出入双木の例を図
1に示す。

(ffi) L,,(G).が閉路をもたないための必要十分
条件は $G$ に閉路が存在しないことである。

(iv) $G$ の単純な s-t 路 $\pi$ から $L_{st}$ によって定まっ
た $L_{st}(G)$ の単純な s-t 路 $\pi’$ は唯一である。

(v) $G$ の単純な s-t 路と $L_{st}(G)$ の単純な s-t 路
が一対一に対応するための必要十分条件は
$G$ が閉路をもたないことである。

(vi) $G$ の枝の部分集合 $U(\subseteq A)$ に対して、 $U$

に対応する $L_{st}(G)$ の節点の集合を $S_{U}$ と

する。

$L_{st}(G-U)=L_{st}(G)-S_{U}$ .

図 1. s-t出入双木 (証明). $L_{st}(G)$ の定義から $(i)-(iv)$ は明らか [7]。

(v). $L_{st}(G)$ の単純な s-t 路 $\pi’$ :

3 s-t 線グラフ

グラフ $G=(V, A, s,t)$ に対し、次のグラフ $L_{st}(G)$

$=(V_{L)}A_{L}, s, t)$ を s-t 線グラフ (s-t Line Digraph)
と呼ぶ。
まず、 $G$ の各枝 $a$ に対し、節点 $u_{a}$ を対応させる。

次に $G$ の枝 $a$ の終点と枝 $a’$ の始点が一致するとき、
枝 $(u_{a}, u_{a’})$ を作る。最後に節点 $s,t$ を加え、 $G$ で $s$

から枝 $a$ が出るときに枝 $(s, u_{a})$ を、 又、枝 a 力\sim に

入っているときに枝 $(u_{a)}s)$ を加え、 $G$ で枝 $a$ が $t$ に

入っているときに枝 $(u_{a}, t)$ を、 又、 $t$ から枝 $a$ が出

るときに枝 $(t, u_{a})$ を加える。以下に形式的に $V’,$ $A’$

を示す。

$V’=\{s,t\}\cup\{u_{a}|a\in A\}$ .

$s,$ $(s, u_{a_{1}}),$ $u_{a_{1}},$ $(u_{a_{1}}, u_{a_{2}}),$ $u_{a_{2}},$ $\ldots,$ $u_{a_{k}},$ $(u_{a_{k}}, t),t$

に対して、 $L_{st}(G)$ の定義より、 $i(a_{1})=s,$ $r(a_{k})=$

$t$ となり、枝 $(u_{a_{i}}, u_{a:+1}),$ $i=1,2,$ $\ldots,$
$k-1$ に対して

$i(a_{i})=r(a_{i+1})=v:(\in V)$ となる。従って、 $G$ の

s-t 路 $\pi$ :

$s,$ $a_{1}=(s,v_{1}),$ $v_{1},$ $\ldots,v_{k-1},$ $a_{k}=(v_{k-1},t),t$

が存在する。 $G$ の枝と $L_{st}(G)$ の $s,$ $t$ の以外の節点が

一対一に対応し、かつ $\pi’$ 上の $s,$ $t$ 以外の節点 $u_{a:}$ と

$\pi$ 上の枝 $a_{i}$ が一対一に対応すること、及び $u_{a_{1}},$ $u_{a_{2}}$ ,
..., $u_{a_{k}}$ が異なることによって、 $\pi$ が唯一である。次
に、 $v_{1},$ $v_{2},$

$\ldots,$ $v_{k-1}$ が相異なることを示す。 さもなけ
れば、 $v;=v_{j},$ $1\leq i<j\leq k-1$ が成り立つとする

と、

$A’$ $=$ $\bigcup_{v\in V-\{s.t\}}\{(u_{a’}, u_{a’’})|r(a’)=i(a’’)=v$ ,

$a’,$ $a”\in A$ }
$\cup\{(s, u_{a’})|i(a’)=sa’\in A\}$

$\cup\{(u_{a’}, s)|r(a’)=sa’\in A\}$

$\cup\cdot\{(u_{a’}, t)|r(a’)=ta’\in A\}$

$\cup\{(t, u_{a’})|i(a’)=ta’\in A\}$ .

但し、 $i(a),$ $r(a)$ はそれぞれ枝 $a$ の始点と終点を表す。

(補題 1) グラフ $G=(V, A, s, t)$ に対し、次のこと
が成り立っ。

(i) $G$ の枝は $L_{st}(G)$ の $s,$ $t$ 以外の節点と一対一

に対応する。

OD $L_{st}(G)$ は多重枝を持たない。

$v_{i},$ $a_{t+1}=(v_{i}, v_{i+1}),$ $v_{i+1},$ $\ldots,$ $v_{j-1},$ $a_{j}=(v_{j-1}, v_{j}),$ $v_{j}$

が $G$ の閉路である。 これはこの仮定に反する。故に、
$\pi$ は $G$ の単純な s-t 路である。
(vi). $G$ の枝の部分集合 $U(\subseteq A)$ に対し、 $U$ に対応
する $L_{st}(G)$ の節点の集合を $S_{U}$ とする。 $L_{st}(G)$ の

定義より $L_{st}(G)-S_{U}$ の節点と $G-U$ の枝は一対一

に対応する。 $u_{a’},$ $u_{a’’}\not\in\{s, t\}$ の場合について、枝
$(u_{a’}, u_{a’’})$ は $L_{st}(G)$ の枝であるとする。 $a’,$ $a”\not\in U$

であるので、 $u_{a’},$ $u_{a’’}\not\in S_{U}$ である。 また枝 $(u_{a’}, u_{a’’})$

が $L_{st}(G)$ の枝であるから、 $L_{st}(G)-S_{U}$ の定義よ
り、枝 $(u_{a’}, u_{a’’})$ は $L_{st}(G)-S_{U}$ の枝である。逆に

枝 $(u_{a’}, u_{a’’})$ は $L_{st}(G)-S_{U}$ の枝であるとする。

$u_{a’},$ $u_{a^{ll}}\not\in s_{u}$ から $a’,$ $a”\in A-U$ となる。 また、
節点 $r(a’)=i(a”)=v\in V$ は $G-U$ の節点であ
るので、枝 $(u_{a’}, u_{a’’})$ は $L_{st}(G)$ の枝である。 $u_{a’}\in$
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$\{s,t\}$ あるいは $u_{a’’}\in\{s,t\}$ の場合についても、同

様である。 $O$

更に、次のことがいえる。

(補題 2) 閉路をもたないグラフ $G=(V, A, s,t)$ に

対し、
$\lambda_{s\ell}(G)=\kappa_{st}(L_{st}(G))$

が成り立つ。但し、 $\lambda_{st}(G)$ は $G$ の辺素な s-t 路
の最大本数を表す。

(証明) $G$ の最大本数である辺素な s-t 路を $\pi_{1},$ $\ldots$ ,
$\pi_{\lambda_{\ell}(G)}$ とする。補題 l(iv) よりそれぞれ $\pi_{1},$

$\ldots,$ $\pi_{\lambda_{\ell}(G)}$

に対応して $L_{st}(G)$ の $\lambda_{st}(G)$ 本の異なる単純な s-t 路
$\pi_{1}’,$

$\ldots,$
$\pi_{\lambda.t(G)}’$ がある。補題 l(i) より、各餐上の $s,$ $t$

以外の節点とそれに対応する各 $\pi_{i}$ 上の枝が丁度一対
一に対応するので、 $\pi_{1},$

$\ldots,$ $\pi_{\lambda}t(c)$ が辺素な s-t 路で
あるという仮定より、 $\pi_{1}’,$

$\ldots,$
$\pi_{\lambda_{\ell}(G)}’$ が $L_{s\ell}(G)$ の点

素な s-t 路である。故に、 $\lambda_{st}(G)\leq\kappa_{st}(L_{st}(G))$ 。

逆に $L_{st}(G)$ の最大本数である点素な s-t 路を $\pi_{1}’,$
$\ldots$ ,

$\pi_{\kappa_{t}(L.\ell(G))}’$ とする。補題 l(v) より $\pi_{1}’,$
$\ldots,$

$\pi_{\kappa.\ell(L_{\ell}(G))}’$

に対応して $G$ の $\kappa_{st}(L_{st}(G))$ 本の異なる単純な s-t 路
$\pi_{1},$

$\ldots,$ $\pi_{\kappa_{t}(L_{\ell}(G))}$ がある。補題 l(i) より、各 $\pi_{i}$ 上の

枝とそれに対応する各 $\pi’$: 上の $s,$ $t$ 以外の節点が丁度

一対一に対応するので、 $\pi_{1}’,$
$\ldots,$

$\pi_{\kappa_{t}(L_{\ell}(G))}’$ が点素な

s-t 路であるという仮定より、 $\pi_{1},$
$\ldots,$ $\pi_{\kappa_{*\ell}(G’)}$ は $G$ の

辺素な s-t 路である。故に、 $\lambda_{st}(G)\geq\kappa_{st}(L_{st}(G))$

が成り立つ。 $\square$

点が故障していない状態である。各節点の故障が独
立に生じるという仮定より、各節点の故障状態の組
合せによって $2^{|Vl-2}$ 個の切断状態 $S$ に対応する部分
グラフ $G-S$ が生じる。従って、 $G-S$ の生起確率
$\psi(G-S)$ は

$\psi(G-S)\equiv\prod_{v\in S}p_{V}(v)\prod_{v\in V-\{st\}-S},(1-p_{V}(v))(2)$

となる。明らかに、 $\sum_{S\subseteq V_{-\cdot t}}\psi(G-S)=1$ とな

る。 $(G,p_{V})$ の点素な s-t 路の最大本数は節点の故障
状態 $S(\subseteq V_{-s}$のによって変わるが、その期待値 (す
なわち、平均値) が常に存在する。そこで、各故障状
態 $S(\subseteq V_{-s}$のにおける $G-S$ の点素な s-t 路の最大
本数 $\kappa_{st}(G-S)$ とその $G-S$ の生起確率 $\psi(G-S)$

の積の総和を点素な s-t 路の最大本数の期待値
$\Psi(G,p_{V})$ と呼び、次式

$\Psi(G,p_{V})\equiv\sum_{s\underline{\subset}V-\cdot\ell}\kappa_{st}(G-S)\psi(G-S)$
(3)

で定義する。確率付グラフ $(G,p_{A}),$ $(G,p_{\gamma,A})$ につい

て、 同様に $\Psi(G,p_{V}),$ $\Psi(G,p_{V},A)$ を定義する。
以下では点への確率付グラフ $(G,p_{V})$ の $\Psi(G, p_{V})$

の性質を調べていく。最大本数が丁度 $r(\leq k)$ 本で

ある点素な s-t 路が存在する確率 $\delta_{r}(G,p_{1^{\gamma}})$ を

$\delta_{f}(G,p_{V})\equiv$ $\sum$ $\psi(G-S)$

$\hslash.\ell(G-S)=r$なる $S\subseteq V-\cdot\ell$

4 点素な s-t 路の期待最大本数

$s,t$ 以外の節点の故障確率のベクトル $p_{V}(0\leq p_{V}(v)$

$<1,$ $v\in V-\{s, t\}$ ) を与えるグラフ $G=(V)A,$ $s,$ $t$ )
を点への確率付グラフと呼び、 $(G,p_{V})$ と記す。但し

各節点の故障が独立に生起し、節点が故障するとき
に節点が完全には切断し、 かつ、枝が故障しないと
仮定する。簡単のため、以下では $V-\{s,t\}$ を $V_{-st}$

と記す。

同様に枝の故障確率 $p_{A}$ や枝と節点ともの故障確率

$p_{v,A}$ を考慮するグラフを辺への確率付グラフや点辺
への確率付グラフと呼び、それらをそれぞれ $(G,p_{A})$ ,
$(G,p_{v,A})$ と記す。

4.1 定義

点への確率付グラフ $(G=(V, A, s, t),p_{V})$ におい

て、 節点は故障しているか、 していないかの 2つの

状態をもつ。故障状態 $S(\subseteq V_{-st})$ とは $S$ に属するす

べての節点が故障し、かつ、 それ以外のすべての節

と定義し、 最大本数が $r$本以上である点素な s-t 路
が存在する確率 $\delta_{f}^{*}(G,p)$ を

$\delta_{f}^{*}(G,p_{V})\equiv$ $\sum$ $\psi(G-U)$

$\kappa.t(G-S)\geq r$なる $U\subseteq A$

と定義する。明らかに、 $\delta_{1}^{*}(G,p_{V})$ は少なくとも 1本
s-t 路が存在する確率である。 $\delta,(G,p),$ $\delta_{f}^{*}(G,p)$ の定
義によって、次のことが成り立つ。

$\Psi(G,p_{V})$ $=$ $\sum_{r=1}^{k}\delta_{f}^{*}(G,p_{V})$ (4)

辺への確率付グラフ $(G,p_{A})$ および点辺への確率
付グラフ $(G,p_{v,A})$ についても、式 (4) は成り立っ。

42 計算複雑度

与えられた点への確率付グラフ $(G,p_{V})$ に対し、

連結確率、即ち、少なくとも 1本の切断されない s-
$t$ 路が存在する確率 $\delta_{1}^{*}(G,p)$ の計算問題が $\Psi(G, p_{V})$
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の計算問題に帰着できることを次の補題に示す。 こ

こで、 問題瑞を問題 $P_{1}$ に帰着できるとは問題 $P_{1}$ の

入カサイズの多項式時間で問題 $P_{1}$ を解けば問題瑞
の入カサイズの多項式時間で問題恥が解けることを
意味する [6]。

(補題 3) 点への確率付グラフ $(G,p_{V})$ において、

$\delta_{1}^{*}(G,p_{V})$ の計算問題は $\Psi(G, p_{V})$ の計算問題に

帰着できる。

(証明) $(G=(V, A, s, t),p_{V})$ に対し、 $(G’=(V\cup$

$\{s’\},$ $A\cup\cdot\{(s’, s)\},$ $s’,$ $t$ ) $,p_{V}’$ ) をつくる。但し $p_{V}’(v)=$

$p(v)=p_{0},$ $v\in V_{-s\ell},p_{V}’(s)=p_{0},0<p_{0}<1$ と

する。明らかに、節点 $s$ が $G’$ の s-t 切断点なので、
$G’$ の点素な s-t 路の最大本数 $\kappa_{st}(G’)$ は 1であり、 $G’$

の少なくとも 1本の切断されない s-t 路が存在する確
率 $\delta_{1}^{*}(G’, p_{V})$ は $p0$ と、 $G$ の少なくとも 1本の切断さ
れない s-t 路が存在する確率 $\delta_{1}^{*}(G,p_{V})$ の積である。

$\kappa_{s\ell}(G’)=1$ から、式 (4) によって

$\Psi(G’,p_{V})=\delta_{1}^{*}(G’,p_{V})=p_{0}\delta_{1}^{*}(G,p_{V})$

が成り立つ。 これで帰着できることが示せた。 口

平面グラフおよび s-t 出入双木 $G$ において、任意

の故障確率ベク})L/pv $(0\leq p_{V}<1)$ に対し、点へ
の確率付グラフ上の 2節点間の連結確率の計算問題
が NP 困難であることが知られており $[11,12]$、補題 $3$

の証明が平面性や s-t 出入双木の条件を保つので、次
の定理が成り立つ。

グラフ $(L_{st}(G),p_{V})$ を考える。但し、 $p_{A}(a)=$

$p_{V}(u_{a}),$ $a\in A$ である。すると、

$r(G,p_{A})=\Psi(L_{st}(G),p_{v})$

が成り立つ。但し、 $\Gamma(G,p_{A})$ は辺素な s-t 路の
最大本数の期待値である [12]。

(証明) 補題 l(i) によって $G$ の枝と $L_{st}(G)$ の $V_{-s\ell}$ の

節点が一対一に対応するので、 $p_{A}(a)=p_{V}(u_{a}),$ $a\in$

$A$ および式 (2) より、 $U\subseteq A$ における $\psi(G-U)$ は

$U$ に対応する $S_{U}$ における $\psi(G-S_{U})$ と等しい。 $G$

が閉路を持たないから、 $G-U$ は閉路を持たない。
補題 2と補題 l(vi) より、

$\lambda_{st}(G-U)=\kappa_{s\ell}(L_{st}(G-U))=\kappa_{s\ell}(L_{st}(G)-S_{U})$

となる。 $\Gamma(G,p_{A}),$ $\Psi(G,p_{V})$ の定義より、補題が成
り立つ。 ロ

グラフ $G=(V, A, s,t)$ が条件

$V_{-st}= \bigcup_{i=1}^{k}V_{i},$ $V_{:}\cap V_{i+1}=\phi,$ $i=1,$ $\ldots,$
$k-1$

$A= \bigcup_{:}^{k_{=0}}V_{1}xV_{\dot{*}+1}$ , $V_{0}=\{s\}$ , $V_{k+1}=\{t\}$

を満たすときに、 $G$ を s-t 多段完全 2部グラフ (s-t
Multi-ranks Complete Bipartite Digraph) と呼ぶ。
明らかに $L_{st}(G)$ の定義によって、 s-t 直列グラフ $G$

に対応する $L_{st}(G)$ は s-t 多段完全 2部グラフである
(図 2を参照)。

(定理 1) s-t 出入双木 $G$ および平面グラフ $G$ におい

て、 任意の故障確率ベク}) $x$ $p_{V}(0\leq p_{V}<1)$

に対して、点への確率付グラフ上の $\Psi(G,p_{V})$ の

計算問題は NP 困難である。 口

辺への確率付グラフ $(G,p_{A})$ や点辺への確率付グ
ラフ $(G,p_{y,A})$ に対しても、同様の結果を得る。

s-t直列グラフ $G$

$\Downarrow$

43 多項式時間で計算できるグラフ

本節では、確率付グラフ上の点素な s-t 路の最大本
数の期待値がグラフのサイズに関する多項式時間で
求まるグラフのクラスを示す。
まず、 点素な s-t 路の最大本数の期待値の計算問題

と辺素な s-t 路の最大本数の期待値の計算問題の関係
について、次の補題が与えられる。

図 2. s-t多段完全 2部グラフ Lst(G)

(補題 4) 閉路を持たないグラフ $G$ において、辺への

確率付グラフ $(G,p_{A})$ に対応して点への確率付

$G$ が s-t 直列グラフであり、かつ、 $A_{j}$ の各枝の故
障確率が等しい場合に、辺への確率付グラフ上の
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$\Gamma(G,p_{A})$ を $O(|A|^{3})$ 時間で求められることが知られ
ているが $[12]$

、 s-t 直列グラフが閉路を持たないから、
補題 4によって次のことがわかる。

(定理 2) s-t 多段完全 2部グラフ $G$ において、 瑳の

各節点の故障確率が等しいベクトル $p_{V}$ に対し、

点への確率付グラフ $(G,p_{V})$ 上の $\Psi(G,p_{V})$ が

$O(|V|^{3})$ 時間で求まる。 口

以下では、 s-t 直並列グラフ $G$ において、任意の

節点の故障確率ベクトル $p_{V}(0\leq p_{V}<1)$ に対し、

点への確率付グラフ上の $\Psi(G,p_{V})$ が $O(|A|+|V|)$

時間で求まることを示す。そのために、 グラフ $G=$

(V, $A,$ $s,$ $t$ ) に対して、次の操作 $P_{s\ell}$ を行なって得たグ

ラフ $P_{st}(G)$ を考える。

操作 $P_{st}$ : グラフ $G$ の $s,$ $t$ 以外のすべての節点 $v$ に対

して、 次の操作を行なう。

(i). $v$ に対し、 2つの節点 $v’,$ $v”$ を作る。

(ii). $v$ が終点となるすべての枝 $(u, v)$ を枝 $(u, v’)$

に更新する。 同様に、 $v$ が始点となるすべ

ての枝 $(v, w)$ を枝 $(v”, w)$ に更新する。

$(\ddot{u}i)$ . 枝 $a_{v}=(v’, v’’)$ を作り、 節点 $v$ を除去す

る。

つまり、 $P_{st}(G)=(V_{P}, A_{P}, s, t)$ とすると、

$V_{P}=\{s,t\}\cup\{v’, v’’|v\in V_{-st}\}$

$A_{P}$ $=$ $\{(v_{1}’’, v_{2}’)|(v_{1}, v_{2})\in A\}$

$\cup\{a_{v}=(v’, v’’)|v\in V_{-st}\})$ .

s-t 直並列グラフ $G$ が s-t 切断点を持ち、かつ、互い
に共有する節点か\sim , $t$ のみである幾つかの $G$ の部分

s-t 直並列グラフ $G_{1},$ $G_{2},$
$\ldots,$

$G_{h}$ に分解できる $[3]$。各
$G$; に対し、 $G_{i}$ が s-t 切断点を持つこと、および、操
作 $P_{s}$ , より、 $P_{st}(G_{i})$ は最小 s-t カットの位数が 1で
ある s-t 直並列グラフである。 $P_{st}(G_{1}),$

$\ldots,$
$P_{st}(G_{h})$

から並列結合によって得たグラフは $P_{st}(G)$ であり、

単一分解可能 s-t 直並列グラフである (図 3を参照)。
s-t 直並列グラフ $G=(V, A, s, t)$ に対して、 点へ

の確率付グラフ $(G,p_{V})$ に対応する辺への確率付グラ
フ $(P_{st}(G),p_{A})$ を作る。但し、

$p_{A}(a_{v})=p_{V}(v),$ $v\in V_{-st)}$

$p_{A}(a)=1,$ $a\in A_{P}-\{a_{v}=(v’, v’’)|v\in V_{-st}\}$

(5)

である。 $S(\subseteq V_{-st})$ に対応する $P_{st}(G)$ の枝の集合
を $U_{S}$ と記す。 $G-S$ の点素な s-t 路の最大本数は
$P_{st}(G)$ –Us の辺素な s-t 路の最大本数と等しいこ
と、 かっ、 $\psi(G-S)=\psi(P_{s\ell}(G)-U_{S})$ となる。

故に、
$\Psi(G,p_{V})=\Gamma(P_{t}(G),p_{A})$

が成り立つ。 ところが、枝の集合 $A_{P}$ の位数は $|A|+$

$|V|$ であること、 およひ、単一分解可能 s-t 直並列グ
ラフ $G$ において任意の枝の故障確率ベク トル $p_{A}$ に

対し、辺素な s-t 路の最大本数の期待値 $\Gamma(G,p_{A})$ が

$O(|A|)$ 時間で求まること [12] から、 次の定理が成り
立つ。

(定理 3) s-t 直並列グラフ $G=(V, A, s, t)$ において、

任意の節点の故障確率ベクトル $p_{V}$ に対し、点へ

の確率付グラフ $(G,p_{V})$ 上の $\Psi(G,p_{V})$ が $O(|A|$

$+|V|)$ 時間で求まる。 $\square$

式 (5) に注意すると、辺への確率付グラフ $(G,p_{A})$、

点辺への確率付グラフ $(G,p_{V},A)$ に対し、 $G$ が s-t 直

並列グラフであるとき、 同様に、次の定理が成り立
つ

$\circ$

(定理 4) s-t 直並列グラフ $G=(V, A, s, t)$ において、

任意の節点の故障確率ベクトル $p_{A}$ と $p_{v,A}$ に対

して、 辺への確率付グラフ $(G,p_{A})$ と点辺への

確率付グラフ $(G,p_{v,A})$ とも上の $\Psi(G,p_{A})$ と

$\Psi(G, p_{V},A)$ が $O(|A|+|V|)$ 時間で求まる。 $\square$

s-t直並列
グラフ $G$ :

$\Downarrow$

図 3. 操作 Pstの説明
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5 むすび

本稿では、 これまでにあまり研究されていない確

率付グラフの点素な s-t 路の最大本数の期待値を計算
する問題を考えた。 この問題は一般に NP 困難であ
ることが知られているが、平面グラフおよび s-t 出入
双木に対しても NP 困難であることを示した。特殊
な平面グラフのクラス、 s-t 直並列グラフに対し、確
率付 s-t 直並列グラフ上のその期待値を多項式時間で
計算できることが分かったが、 さらに、 s-t 多段完全
2部グラフに対してある条件を満たす故障確率のベク
トルを与えるとき、 その期待値も効率良く計算でき
る。 それらをまとめると、表 1になる。
表 1において記号? の欄は今後の課題として考えら

れる。
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但し, $O$ ; 多項式時間, !:N $P$ 困難, ? : 未知.

eq: 各要素 (節点又は枝) の故障確率が一致する場合,
$neq$ : 各要素 (節点又は枝) の故障確率が一致しない場合.


