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非負係数を持つAdams 型線形多段階法の可到達次数

東北大学教養部 小澤 一文 (Kazufumi Ozawa)

1 はじめに

常微分方程式の初期値問題

$\frac{dy}{dx}=f(x, y),$ $y(0)=\eta$ (1.1)

を解くための線形多段階 $(LM)$ 法として

$y_{n+k}=y_{n+k-1}+h(\beta_{k}f_{n+k}+\cdots+\beta_{0}f_{n})$ , (1.2)

$f_{i}\equiv f(x_{i}, y_{i}),$ $x_{i}=ih,$ $i=0,1,$ $\cdots$

という形の解法を考える. ここでは, 式 (1.2) で表されるような LM 法, す

なわち, 計算に用いる $y$ の後方値が一つ前だけでありその重みが 1となるよ

うな公式を, Adams 型と呼ぶことにする. Adams 型の LM 法は

1. 解法の第 1特性多項式 $\rho(\zeta)=\zeta^{k}-(k-1$ の根が原点に集中しているた

め, 他の LM法に比べより安定であり,

2. $y_{i}$ の係数が極めて単純なため 1 ステップ当たりの局所丸め誤差が小さい,

という点で優れた解法である.

$k$ 段の Adams 型解法では, 係数 $\beta_{i},$ $(i=0, \cdots, k)$ の全てを未知数として,

次数条件を満たす^‘‘く連立 1次方程式を解けば, 到達可能な最大次数の解法

が得られる. この場合, 解法が explicit ならばその到達可能次数は $k$ であり,

implicit ならば $k+1$ になる. このようにして得られた解法は, それぞれ

Adams-Bashforth 法と Adams-Moulton 法である. しかしながら, 両解法と

もに $k=1$ の場合を除いて係数 $\beta_{i}$ の符号が変化するため, 桁落ちに弱い公式

となっている.
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これに対して, より高次で係数の全ての符号を (例えば非負に) 統一した

解法を得るには、次数を到達可能次数より 1つ以上下げ, 係数に自由度を持

たせることが必要になってくる. 著者は、 このようにしていくつかのタイプ

の LM法で非負係数を持つ解法群を提案し、その精度の高さを数値実験より

立証した $[5],[6]$ . だが, 非負係数を持つ解法の到達可能な次数は現在のとこ

ろ未知である.

本論文では, 係数 $\beta_{i}$ が条件

$\beta_{i}\geq 0,$ $i=0,$ $\cdots,$
$k$ (1.3)

を満たすような Adams型解法の到達可能な最大次数を考察する. また, 高

階の導関数を評価する Adams型解法についても同様の考察を行なう.

2 Adams 型解法の可到達次数

Adams型解法の次数が $p$ であるということは, $p$次以下の多項式を解に

持つような方程式 (1.1) に対して, 解法 (1.2) によって与えられる数値解が刻

み幅 $h$ に無関係に正確であるということである [2]. したがって, 解が

$y(x)=(x-k)^{r},$ $1\leq r\leq p$

であるときは, $h$ に無関係に

$y_{i}=y(ih)=(ih-k)^{r}$ ,

$f_{i}=f(ih, y(ih))=r(ih-k)^{r-1}$ , (2.1)

$i=0,1,$ $\cdots$ ,

$r=1,$ $\cdots,p$
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が成り立つ. ここで $n=0,$ $h=1$ と定め, 式 (2.1) を式 (1.2) に代入する

と, 関係式

$\frac{1}{r}=B_{r},$ $r=1,$ $\cdots,p$ (2.2)

が得られる. $B_{r}$ は

$B_{r}= \sum_{i=0}^{k}\beta_{i}(k-i)^{r-1},$ $r=1,$ $\cdots,p$ (2.3)

であり, $0^{0}=1$ と約束する. 係数 $\beta_{i}$ が非負条件 (1.3) を満たしているとき,

$B_{r}$ は以下の性質を持つ:

$\bullet$ explicit $(\beta_{k}=0)$ のとき

$0\leq B_{1}\leq B_{2}\leq B_{3}\leq\cdots$ (2.4)

$\bullet$ implicit $(\beta_{k}\neq 0)$ のとき

$0\leq B_{2}\leq B_{3}\leq\cdots$ (2.5)

一方, 式 (2.2) の左辺は $r$ の減少関数であるから, 上式の関係より式 (2.2)

が成立するとしたら, explicit のときは $r=1$ のみで, implicit のときは $r=$

$2$ までである. これより, 可到達次数 $p_{\max}$ は, explicit のとき Pmax $\leq 1$ ,

implicit のと き $Pmax\leq 2$ となる. ここで, Adams 型解法の一つである Eu-

ler 法および台形公式の次数がそれぞれ 1と 2であることを考慮すると, Pmax

はそれぞれの場合について

$\bullet$ explicit $(\beta_{k}=0)$ のとき

$p_{\max}=1$

$\bullet$ implicit $(\beta_{k}\neq 0)$ のとき

$p_{\max}=2$
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となる. この最大次数を持つ非負係数法の 1例としては, explicit な解法に

は Euler 法

$y_{n+1}=y_{n}+hf_{n}$ , (2.6)

があり, implicit な解法には台形公式

$y_{n+1}=y_{n}+ \frac{h}{2}(f_{n+1}+f_{n})$ (2.7)

がある. なお, 台形公式は次に示す解法群 [6] の特殊な場合である:

$y_{n+2}=y_{n+1}+h \{(\frac{1}{2}+\theta)f_{n+2}+(\frac{1}{2}-2\theta)f_{n+1}+\theta f_{n}\}$ , (2.8)

$0 \leq\theta\leq\frac{1}{4}$

誤差定数: $C_{3}= \frac{1}{12}-\theta$ .

式 (2.8) に示された解法群は, $0\leq\theta$ のとき $A_{0^{-}}$ 安定であることが知られ

ている [8]. この中で, 特に $\theta=0$ に対応する公式, すなわち, 台形公式が

ル安定で, しかも係数が単純になるため, 各ステップでの局所丸め誤差を最

小化するという点でベストな解法である

3 高階の導関数を評価する Adams 型 LM 法の可到達次数

次に, $l(l\geq 2)$ 次の導関数を評価する Adams型 LM 法

$y_{n+k}=y_{n+k-1}+ \sum_{i=0}^{k}\sum_{j=1}^{l}h^{j}\beta_{ij}f_{n+i}^{(j-1)}$, (3.1)

$f_{i}^{(j)}=f^{(j)}(x_{i}, y_{i}),$ $j=0,$ $\cdots,$ $l-1$ ,

$f^{(j)}(x, y)= \frac{d}{dx}f^{(j-1)}(x, y)$ , $j=1,$ $\cdots,$ $l-1$ ,

$f^{(0)}(x, y)=f(x, y)$

の可到達次数 Pmax について考察する. まずその前に, Adams 型解法 (3.1)

の安定性について若干の考察を行なう.
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3.1 Adams 型 LM 法 (31) の安定性

安定性を解析するために, 良く行なわれているようにテスト方程式

$y’=\lambda y,$ ${\rm Re}(\lambda)<0$ (3.2)

を考える. この方程式を解法 (3.1) で解くとき, その数値解の振舞いは次の

特性多項式 (絶対安定多項式) の根によって支配される:

$\pi(\zeta;z)=\eta_{k}(z)\zeta^{k}+\eta_{k-1}(z)\zeta^{k-1}+\cdots+\eta_{0}(z)$ . (3.3)

ここで, $z=$ 晶であり, 各 $\eta_{i}(z)$ は次式によって与えられる最大 $l$ 次の $z$ の

多項式である:

$\eta_{i}(z)=-\sum_{j=1}^{l}\beta_{ij}z^{j},$ $0\leq i<k-1$ ,

$\eta_{k-1}(z)=-1-\sum_{j=1}^{l}\beta_{k-1j}z^{j}$ ,

$\eta_{k}(z)=1-\sum_{j=1}^{l}\beta_{kj}z^{j}$

本解法が ${\rm Re}(z)<0$ において安定領域を広く持つためには, $\zeta$ の最高次の係

数 $\eta_{k}(z)$ が左半面 Re(z) $<0$ において $0$ にならないことが望ましい. すなわ

ち, $\eta_{k}(z)=0$ の根が全て右半面にあることが望ましい. そのような性質を

持つためには, 多項式 $\eta_{k}(-z)$ に Routh-Hurwitz の定理 [4] を適用すること

によって, 次の条件が必要であることがわかる:

$(-1)^{j-1}\beta_{kj}>0,$ $j=1,$ $\cdots,l$ (3.4)

ここでは, 係数の非負条件の他に上記の条件も考慮し, Adams 型 LM 法 (3.1)

の可到達次数を求める.
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32 Adams 型 LM 法 (31) の可到達次数

係数の非負条件は, この場合, 式 (3.4) を考慮すると

$(-1)^{j-1}\beta_{ij}\geq 0,$ $i=0,$ $\cdots,$
$k,$ $j=1,$ $\cdots,l$ (3.5)

となる. 直ちに分かることは, BD $F$型解法

$y_{n+k}=y_{n+k-1}+ \sum_{j=1}^{l}h^{j}\frac{(-1)^{j-1}}{j!}f_{n+k}^{(j-1)}$ (3.6)

は条件 (3.5) を満たしていて, しかも $l$ 次の Taylor 展開そのものであるから,

解法の次数は $l$ 次となる. これより $l\leq p_{\max}$ という結果を得る.

Adams 型 LM 法 (3.1) の可到達次数を考察するに当たって, 前と同様に方

程式 (1.1) の解として y(x)=(x–k)「を考える. このとき, 解とその導関数

は

$f^{(j-1)}(x, y)=y^{(j)}(x)=(r)_{j}(x-k)^{r-j},$ $j=1,$ $\cdots,l$ (3.7)

となる. ここで,

$(r)_{j}=\{\begin{array}{l}r(r-1)\cdots(r-j+1),r\geq j0,r<j\end{array}$

である. Adams 型 LM 法 (3.1) の次数が $P$ ならば, $h$ に無関係に方程式 (1.1)

の解 $y(x)=(x-k)$「と数値解は一致する. すなわち,

$y_{i}=y(ih)=(ih-k)^{r}$ , (3.8)

$f_{i}^{(j-1)}=f^{(j-1)}(ih, y(ih))=(r)_{j}(ih-k)^{r-j}$ ,

$i=0,1,$ $\cdots,$ $j=1,$ $\cdots,l$ ,

$r=1,$ $\cdots,p$
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となる. ここで, $n=0,$ $h=1$ として式 (3.8) を式 (3.1) に代入すると, 関

係式

$1= \sum_{j=1}^{l}(r)_{j}\sum_{i=0}^{k}(-1)^{\dot{\gamma}-1}\beta_{ij}(k-i)^{r-j},$ $r=1,$ $\cdots,p$ (3.9)

を得る. ただし, ここでも前と同様に $0^{0}=1$ と約束する. 上式は $r>l$ のと

き,

$1= \sum_{i=0}^{k-1}(k-i)^{r-l}\sum_{j=1}^{l}(r)_{j}(-1)^{j-1}\beta_{ij}(k-i)^{l-j},$ $r=l+1,$ $\cdots,p$ (3.10)

という形に変形できる. この式の右辺は, 非負条件 (3.5) が成り立っている

とき, 全ての $\beta_{ij}$ が $0$ の場合を除いて, $r$ の増加関数になる. したがって,

上式が $r\geq l+2$ で成立することはあり得ない. これより, Pmax $\leq l+1$

を得る. ところで, implicit な 1段階法

$y_{n+1}=y_{n}+h( \frac{l}{l+1}f_{n+1}+\frac{1}{l+1}f_{n})+\sum_{j=2}^{l}h^{j}(-1)^{j-1}\frac{l+1-j}{(l+1)j!}f_{n+1}^{(j-1)}$

(3.11)

の次数は簡単な計算より $l+1$ であることがわかる. したがって非負条件 (3.5)

を満たす Adams 型解法 (3.1) の可到達次数 Pmax は $l+1$ となる.

4 数値例

非負係数を持つ Adams 型解法の効果を調べるため, 解法群 [5]

$y_{n+2}=y_{n+1}+h \{(\frac{5}{12}-\frac{3}{2}\theta)f_{n+2}+(\frac{2}{3}+2\theta)f_{n+1}$ 一 $( \frac{1}{12}+\frac{\theta}{2})f_{n}\}+h^{2}\theta f_{n+2}’$ ,

(4.12)

の中の幾つかの公式を用いて実際に方程式を解いてみる. $kB$, こ $\sigma 3$解法 tt

$- \frac{1}{3}\leq\theta\leq-\frac{1}{6}$

において係数の全てが非負になり, ん安定になる [7]. ここで $\theta=-1/8$ と

すると Enright[1] によって導出された公式になり, これは非負条件は満たさ
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ないが, 次数が 1次増加して 4次の解法となる.

解くべき問題は次の初期値問題である [3]:

$y’=Ay$, $y(O)=(1,0, -1)^{T}$ , (4.13)

$A=(\begin{array}{lll}-21 19 -2019 -21 2040 -40 -40\end{array})$

本問題は Stiff な問題であり, その厳密解 $y(x)=(y_{1}(x), y_{2}(x),$ $y_{3}(x))^{T}$ は次

式で与えられる:

$y_{1}(x)=0.5e^{-2x}+0.5e^{-40x}(\cos 40x+\sin 40x)$ ,

$y_{2}(x)=0.5e^{-2x}-0.5e^{-40x}(\cos 40x+\sin 40x)$ , (4.14)

$y_{3}(x)=-e^{-40x}(\cos 40x-\sin 40x)$ .

ここでは, 1つの成分 $y_{1}(x)$ に注目し, その数値解の丸め誤差および全誤差

を計算する. キザミ幅は $h=2^{-10}$ とし $\theta=-1/5,$ $-1/4,$ $-5,$ $-1/8$ につい

て実験をする. これらの $\theta$ の値のうち, 初めの 2つは非負条件を満たすもの

であり, 残りの 2つは満たさないものである. ここで用いた計算機は Sparc

Station 1(IEEE 標準採用) であり, 言語は FORTRAN 77の単精度を用い

た. 結果を表 1,2に示す.

これらの表より, 非負条件を満たす解法はより高精度であることがわかる.
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表 1. 方程式 (4.13) の数値解法 (4.12) による誤差.
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Table 2. 方程式 (4.13) の数値解法 (4.12) による誤差.
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