
81

HASSE NORM PRINCIPLE について

大阪大学理学部 堀江 充子 (MITSUKO HORIE)

$K/k$ を有限次代数体のガロア拡大とし, $J_{K},$ $J_{k}$ でそれぞれ $K,$ $k$ のイデール群, $N_{K/k}$

で $J_{K}$ からゐへのノルム写像をあらわすことにする. このとき, $K,$ $k$ の乗法群 $K^{\cross},$ $k^{\cross}$

はそれぞれ, $J_{K},$ $J_{k}$ の中に通常の方法で埋め込まれているが, $K$ からの “global norm”

であるようなん $\cross$ の元全体 $N_{K/k}K^{\cross}$ は, $K/$ん に関して至るところ “local norm” である

ん $\cross$ の元全体のなす群 $N_{K/k}J_{K}\cap$ ん
$\cross$ の指数有限の部分群となることが知られている.

以下, 記述を簡単にするために

$\mathcal{A}(K/$ん $)$ $:=$ ( $N_{K/k}J_{K}\cap$ ん
$\cross$ ) $/N_{K/k}K^{\cross}$ , $i(K/$ん $)$ $:=\#\mathcal{A}(K/$ん $)<\infty$

とおく.

定義 $K/$ん で Hasse のノルム原理が成り立っとは, $i(K/$ん$)=1$ , すなわち

$N_{K/k}J_{K}\cap$ ん $\cross=N_{K/k}K^{\cross}$

が成り立っことを言う.

古典的な Hasse のノルム定理 (Normensatz) とは, $K/$ん が巡回拡大ならば K/んで

Hasse のノルム原理が成り立っ” というものである. しかし, 一般には K/んで Hasse の

ノルム原理は成り立たない. よく知られた反例として, Hasse 自身によって与えられた虚

の例

$K=\mathbb{Q}(\sqrt{}=3, \sqrt{13})$ , ん =Q,
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Tate によって与えられた実の例

$K=\mathbb{Q}(\sqrt{13}, \sqrt{17})$ , $k=\mathbb{Q}$

がある ([3,12]). ここで $\mathbb{Q}$ は, もちろん, 有理数体を表す. これらの例では $i(K/$ん$)=2$ と

なっている.

この小論では, ガロア拡大の Hasse のノルム原理とその真の部分拡大のそれぞれに於

ける Hasse のノルム原理との関わりを問題にする. 一般に, $E$ を有限群とし, 有理整数環

$Z$ を自明な $E$ 加群とみなすとき, $Z$ を係数とする $E$ の 2次元ホモロジー群を $H_{2}(E, Z)$

と書く. 以後, 本質的な役割を果たすのが, 次の Tate の定理である.

定理 (Tate [8]) $G$ $=Ga1(K/$ん $)$ とおき, $v$ にんの素点のすべてを渡らせ, $D_{v}$ を $v$ の

上にある $K$ の 1つの素点の K/んに関する分解群とする. 更に準同型写像

$\varphi:\bigoplus_{v}H_{2}(D_{V},Z)arrow H_{2}(G,Z)$

を

$\varphi((Z_{v})_{v})=\sum_{v}Cor_{v}z_{v}$

によって定める. ここで $C\circ r_{v}$ は $H_{2}(D_{v}, Z)$ から $H_{2}(G, Z)$ への corestriction 写像を表

す. このとき

Coker $\varphi\cong \mathcal{A}(K/$ん $)$ .

\S 1. この節では, K/んをアーベル拡大とし, 引き続き $G=Ga1(K/k)$ とおく. アーベル拡

大とその部分拡大の Hasse のノルム原理の関係について次の 2っの結果が知られている.

盒題\Delta (Razar [5]) $F$ を K/んの真の中間体とすると

$i(F/k)$ |i(K/ん).

したがって, Hasse のノルム原理が K/んで成り立てば F/んでも成り立っ.
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盒題旦 (Gerth [1], Razar [5]) K/んで Hasse のノルム原理が成り立っためには, 拡

大次数 [$K$ : ん] を割る各素数 $l$ \iota こ対して, $\exp Ga1(F/$ん$)=l$ となる K/んの最大中間体 $F$

をとるとき, 常に F/んで Hasse のノルム原理が成り立つことが必要か D十分な条件であ

る.

命題 $B$ によって, アーベル拡大での Hasse のノルム原理について考察するには, 基本

アーベル拡大の場合が本質的であることがわかる. そこで以下, この節では, $l$ を素数 $n$

を自然数とし, $G=Ga1(K/$ん $)$ が $(Z/lZ)^{n}$ に同型であると仮定する:

$G\cong(Z/lZ)^{n}$ .

すると, $G$ がアーベル群なので $k$ の各素点 $v$ に対して, 序文に於ける定理 (Tate [8]) の記

号の下で次の図式が可換になる.

$H_{2}(D_{v},Z)arrow^{\sim}\wedge D_{v}2$

$c_{or}.\downarrow$ $\downarrow n\epsilon tural$

$H_{2}(G, Z)arrow^{\sim}\wedge G2$

ここで $\wedge G2\wedge D_{v}2$ は, $G,$ $D_{v}$ それぞれの 2乗外積, 上下の右向き矢印は, よく知られた自

然な同型写像, 右の下向き矢印は, $D_{v}$ の $G$ への埋め込みから導かれる準同型写像である.

更に, $G$ は $l$ 個の元からなる有限体 $F_{l}$ 上の線形空間となるので,

$\wedge D_{v}2\subset\wedge G2$

とみなせる. そこで $v$ にんの素点全体を走らせて,

$f$ : $\bigoplus_{v}\wedge D_{v}2arrow\wedge G2$

を上の可換図式中の自然な写像 $\wedge D_{v}2arrow\wedge G2$ から導かれる F\iota -線形写像とすると,

$f( \bigoplus_{v}\wedge D_{v})=<^{2}\wedge D_{v}2>_{v\in P}$



84

となる. ここで $P$ は, $K$ で分岐するんの有限素点全体からなる (有限) 集合である. よっ

て, 今の場合には, Tate の定理は次の様なよく知られた分かりやすい形に書き直すことが

できる:

$\mathcal{A}(K/$ん $)\cong(\wedge G)/<\wedge D_{v}22>_{v\in P}$ .

ところで, 我々が問題としているのは K/んでの Hasse のノルム原理とその部分拡大

$F/$ん ( $K\supsetneqq F\supset$ ん) での Hasseのノルム原理との関わりを調べることであった. そのために,

いくつか記号を導入する. $F_{l}$ 上の線形空間 $V$ に対して $V^{\cdot}$ でその双対空間 $Hom_{F_{l}}(V, F_{l})$

を表し, $K$ とんの各中間体 $F$ に対して,

$X_{F}:=Ga1(F/$ん $)^{*}$

とおく. また $\iota$ を 2 $X_{K}=2G^{\cdot}$ から $(G)^{*}2$ への Fl-線形同型写像で

$(\iota(\chi\wedge\psi))(g\wedge h)=\chi(g)\psi(h)-\chi(h)\psi(g)$ , $\chi,\psi\in X_{K}$ , $g,h\in G$

を満たすものとする.

定理� $K$ とんの任意の中間体 $F$ に対して

A(F/ん)\cong $<\wedge D_{v}2>_{v\in P^{\cap\iota(\wedge X_{F})}}^{\perp^{2}}$ .

但し, $<2D_{V}>_{v\in P}\perp$ は $(G)^{*}2$ の中での $<2D_{v}>_{v\in P}$ の直交空間を表す.

この定理の応用として, 次の 2 っの命題が得られる.

盒題� $n$ が奇数のとき, $K/k$ で Hasse のノルム原理が成り立っことと, $K$ とゐのすべ

ての真の中間体 $F$ に対して F/んで Hasse のノルム原理が成り立っこととは同値である.
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盒題{ $n$ が偶数のときには, んを固定することに, K/んで Hasse のノルム原理は成り立

たず, しかも, $K$ とんのすべての真の中間体 $F$ に対しては F/んで Hasse のノルム原理

が成り立つ様な $K$ の例が無数に存在する.

命題 1, 2は $n$ が奇数の時には命題 Aの逆が成り立ち, $n$ が偶数の時にはその反例が無

限に存在することを主張している. 証明には, 定理 1によって問題を $n$ 次歪対称行列の考

察に帰着できることを用いるが, 命題 2の証明では Chebotarev の密度定理も本質的な役

割を果たす.

なお, この節の詳しい内容は [11] にあります. 定理 1と中心拡大との関わりについて

は, そのほか $[9,12]$ も参照して下さい.

\S 2. $K/k$ が Galois拡大である一般の場合に話を戻そう. すると, 前節で述べた命題Aの

ような事実は, 必ずしも成立しない. 実際, 次の様な例がある.

例 ん $=\mathbb{Q}$ とし, $d_{1},$ $d_{2}$ を互いに素な実 2次体の判別式とする. このとき, $\mathbb{Q}(\sqrt{d_{1}}, \sqrt{d_{2}})$ を

含む $\mathbb{Q}$ 上の 8次 quaternion 拡大体が存在するき, その体を $K$ とおくと, 常に $K/k$ で Hasse

のノルム原理は成り立つ ([2]). しかし, このときにはまた常に $i(\mathbb{Q}(\sqrt{d_{1}}, Vd_{2})/\mathbb{Q})=2$

であることが, [6] と Tate の定理から分かる. そして例えば, $\mathbb{Q}(\sqrt{13}, \sqrt{17})$ に対して,

$\alpha=(3+\sqrt{13})(2+\sqrt{17})\sqrt{1317}$

とおくと $\mathbb{Q}(\sqrt{13}, \sqrt{17}, \sqrt{\alpha})$ は $\mathbb{Q}$ 上 8次の quaternion拡大体である.

一方, Razar [5] では次の命題 $D,$ $E$ も示されている.

盒題 $D$ K/んの中間体 $F$ がん上のガロア拡大で, $[K:F]$ と [F- : ん] が互いに素ならば

i(F/ん) $|i(K/k)$
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命題 E $K’$ がん上の有限次ガロア拡大で, $K\cap K^{l}=k$ ならば,

$i(K/k)|i(KK’/k)$

が成り立っ.

これらは命題 Aを含む結果ではないが, 命題Aは次のように一般化することができる.

以下 $L$ を勝手なた上の有限次アーベル拡大体とする.

金題旦 $F$ を $KL$ と $K$ の任意の中間体とすると,

i(F/ん) |i(KL/ん).

今度は命題 $B$の一般化を述べるために, 記号を定めておこう.

$1’=\{\begin{array}{l}1(KL/Kp_{\backslash ^{\backslash }}\backslash \lambda^{\backslash }\{\leq\{\fbox{}r_{\Delta}*\text{ま}\gamma.\sim\iota fK/\text{ん}\delta\backslash ^{\backslash }\backslash 7-\wedge^{\backslash }\text{ノ}\triangleright r_{\vec{\Delta}}\text{大}\ovalbox{\tt\small REJECT} f.\sim \text{は}K\cap L=\text{ん}\emptyset\ \not\equiv)2(*a)\int\Psi\emptyset\ \not\equiv)\end{array}$

とおく. また, 任意の素数 $p$ と負でない整数 $\nu$ に対して $K_{\nu}^{(p)}$ で

$\exp Ga1(K_{\nu}^{(p)}/K)|p^{\nu}$

を満たす $KL/K$ の最大中間体を表す. 明らかに $p$ \dagger $[KL : K]$ ならば, $K_{\nu}^{(p)}=K(\nu=$

$0,1,2,$ $\cdots$ ) である.

命題\downarrow KL/たで Hasse のノルム原理が成り立っためには, すべての奇素数 $p$ に対して,

$K_{1}^{(p)}/$んで Hasse のノルム原理が成り立ち, かっ, $K_{1}^{(2)}$ で Hasse のノルム原理が成り立っ

ことが必要十分な条件である.

なお, 命題 3, 4の証明には Hopfの公式 [7, P. 334] が有効である. 更に, これらの応用

として次が分かる.



87

系 $p$ を任意に固定した素数 $Z_{p}$ を $p$ 進整数環 (の加法群)\rangle ん\infty を $k$ の Zp-拡大の 1つ

とし, $K_{\infty}=$ ん\infty K とおく. このとき, $K_{\infty}/K$ の一意的な中間体列

$K=K_{0}\subset K_{1}\subset\cdots\subset K_{\infty}$ $([K_{\nu} : K]=p^{\nu}, \forall\nu=0,1,2, \cdots)$

に対し, ある $\nu\geqq 1$ について K\mbox{\boldmath $\nu$}/んで Hasse のノルム原理が成り立っことと, すべての

$\nu\geqq 0$ について K\mbox{\boldmath $\nu$}/んで Hasse のノルム原理が成り立っこととは同値である.

K/んがアーベル拡大の場合には, 更に強い事実も示される. 即ち,

定理{ K/んがアーベル拡大のとき, 負でない整数 $m$ を $p^{m}||\exp$ $Ga1(K/$ん $)$ で定め

ると, $\nu\geqq m$ なるすべての整数 $\nu$ に対して,

A(K\mbox{\boldmath $\nu$}/ん)\cong A(Km/ん).

注意 Hasse のノルム原理に関する上記以外の話題については森下氏の論文 [4], 及び

[10] などもあります.
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