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基本種数 2 以上の 2 次元 Gorenstein 特異点の

最小性と Yau 系列

群馬大学医療技術大学部 都丸 正 (Tadashi Tomaru)

序

正規二次元特異点論の発展においては、 いくっかの方向があるが、 その中
の–っに、M.Artin $[1]$

、 Ph.Wagreich [20] において定義された基本サイクル $Z$
、

幾何種数 $P_{9^{\text{、}}}$ 算術種数 $p_{a\text{、}}$ 基本種数 $p_{f}$ ( $=$ 基本サイクルの算術種数 $p_{a}(Z)$ ) な

どの不変量にもとずき特異点を研究するという方向がある。Artin による有理二
重点の分類と 「 $(i)p_{g}=0,$ $(ii)p_{a}=0,$ $(\ddot{u}i)p_{f}=0$ の 3条件は同値」などの結
果、Wagreich による楕円型特異点の定義や、「 $(i)$ $p_{a}=1,$ $(\ddot{u})p_{f}=1$ は同値」
などの基本的結果を受けて、その後 H.Laufer, U.Karras, S.S.T.Yau, M.Tomari
などによる楕円型特異点 $( p_{a}=1)$ の研究がある。以後の話はこの様な流れ
の中で、特に Laufer [9] による minimally elliptic cycle, Yau [26] による elliptic
sequence などに関係した結果が、 $p_{a}\geqq 2$ の場合にどうなるのかを考えることに
ある。以下で述べる結果のうち、後半の Yau 系列に関する部分は実験的結果が
大部分をしめるが、その考察から楕円型特異点についての Yau の結果は必ずし
も楕円型に特有のものではなく、 $p_{a}\geqq 2$ の場合にも類似の現象があることなど
が見て取れる。

これらの研究においては東海大学理学部・渡辺敬一先生、金沢大学理学部.
泊昌孝氏に数々の助言を頂いたことを記し、感謝したい。

\S 準備
以下、 $(X, x)$ はっねに正規 2次元特異点とする。

$\pi$ : $(\tilde{X}, A)arrow(X, x)$ を、 その特異点解消とする。 このとき、 $\pi^{-1}(x)=A$

は例外集合で一次元解析集合となるが、 $A= \bigcup_{:=1}^{n}A$: を既約分解とする。 $D$ を

$A$ の整係数サイクル (i.e., $D= \sum_{:=1}^{n}d:A:,$ $d_{\dot{\eta}}\in Z$) とし、 suppD
$= \bigcup_{d.\cdot>0}A$:

とする。 このとき、係数の比較で $A$ 上のサイクルの間に順序が入るが、 これ

を $<$ or $\leq$で示す。 $A$ 上のサイクル $D$ と、 $\mathcal{O}(-D)$ に対し、 $\mathcal{O}_{D}=\mathcal{O}_{\acute{X}}/\mathcal{O}(-D)$

とする。 このとき、 $\chi(D)=dim_{\mathbb{C}}H^{0}(\tilde{X}, C’1_{D})-dimcH^{1}(\tilde{X}, \mathcal{O}_{D})$ とすると、
$\chi(D)_{2}^{1}=-(D^{2}+DK_{\tilde{X}})$ となる。 ただし、 $K_{\tilde{X}}$ は $\tilde{X}$上の canonical sheaf (or
divisor ) とする。 $D$の算術種数は $p_{g}(D)=1-\chi(D)$ で定義される。例外集合
が具体的に与えられたとき、添加公式 :

(1) $K_{\tilde{X}}A_{i}=-A^{2}:+2g(A_{i})-2+2\delta(A_{i})$

( $g(A_{i})$ は $A_{:}$ の非特異化の種数、 $\delta(A_{*}\cdot)$ は $A_{i}$ の conductor の次数)

から、 $p_{g}(D)$ の値を求めることができる。 $Z$を、 $ZA;\leqq 0(\forall i)$ を満たす $A$
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上の最小のサイクル とすると、 これは常に一意に存在する。 これは、基本サイ
クルと呼ばれる。正規二次元特異点おいて基本的な不変量として、次のものが
ある。

$p_{g}=p_{g}(X, x)=dim_{C}R^{1}\pi_{*}\mathcal{O}_{\tilde{X}}$ (幾何的種数),
(2) $p_{a}=p_{a}(X, z)=\max_{D\geq 0}p_{a}(D)$ (算術的種数),

$Pf=p_{f}(X, x)=p_{a}(Z)$ (基本種数).

これらの不変量は特異点解消の選び方によらず、特異点によって決まる。また、
$p_{a},$ $p_{f}$ については位相的不変量であることが定義からわかる。 また、 $p_{g}$につい

ては解析的不変量であることが知られている。これらの間には $PJ\leqq p_{a}\leqq p_{g}$の

ような関係があることが Wagreich [20] により示されている。

[記号] 以下において、正の整数 $a,$
$b$ に対し、 $(a, b)$ $:=g.c.m.(a, b)$ 、 及び

$\langle a, b\rangle:=l.c.m.(a, b)$ とする。 また、 $a_{1},$ $a_{2},$ $\ldots,$
$a_{n}(n\geqq 2)$ を整数、 または実数

とするとき、

$[a_{1}, a_{2}, \ldots, a_{n}]$ $:=a_{1}- \frac{1}{1}$ (連分数) とする。

$a_{2}--$
1
砺

さらに、実数 $a$ に対 し . $[a]$ $:= \max\{n\in Z|n\leqq a\}$ (Gauss 記号) 、 $\{a\}=$

$\min\{n\in \mathbb{Z}|n\geqq a\}$ とする。

\S 1. 最小サイクル.

$\pi$ : $( \tilde{X}, A=\bigcup_{:=1}^{n}A_{i})arrow(X, x)$ を正規二次元特異点の解消とするとき、

$D$ を $0\leq D<Z$なる、 $A$ 上のサイクルとする、ただし $Z$ は $A$ 上の基本サ
イクル。 このとき、 $A$ 上のサイクルの列 : $Z_{0}=D,$ $Z_{1}=Z_{O}+A_{1},$ $\ldots,$

$z_{:}=$

$Z;-1+A;,$ $\ldots,$
$Z=Z_{l}=Z_{l-1}+A_{l}$ で、 $Z;A;+1>0(i=\epsilon,$ $\epsilon+1,$

$\ldots,$ $l-1$ ただ
し、 $D>0$ のとき $\epsilon=0$

、 $D=0$ のとき $\epsilon=1$ ) 。この列を $D$から $Z$への計算列
と呼ぶ。 これは $Laufer[8]$により導入され、一意とは限らないがっねに存在する。

定義 1. $E$を $A$ 上の $0<E\leqq Z$ なるサイクルとする。 $E$が $p_{a}(E)=p_{f}$ で

あり、 $D<E$なる任意のサイクルにたいし、$p_{a}(D)<p_{f}$ を満たすとき、 $E$ を $A$

上の最小サイクルと呼ぶ。

命題 2. 任意の正規二次元特異点と、その任意の特異点解消の例外集合に
たいし、最小サイクルは常に一意に存在する。

(X, x) が楕円型特異点のとき (i.e., $p_{f}(X,$ $x)=1$ ), $E$ は最小楕円型サイク
ルに相当する。ただし、$0<E<Z$ なる条件は楕円型のときは不要であるが、
一般には必要であることが次の例 3で解る。最小サイクルは J. Stevens [15] に
よって最小特異点解消にたいしすでに定義されている。
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例 3(泊) . っぎのような、例外集合をっぶしてできる特異点を考える。

このとき、 $Z=A_{1}+A_{2}$であり、$p;=p_{a}(Z)=p_{a}(A_{1}+A_{2})=4$ である。 $Z$ と

$A_{1}+A_{2}$の間に順序関係はないから、定義 1で”0 $\geqq E\leqq Z$’の条件を落とすと
最小サイクルは一意に存在しないことがわかる。

Laufer, Stevens は最小 (楕円型) サイクルを minimal resolution について
定義したが、 これは必ずしも minimal resolution でなくてもよい。任意の特異
点解消は minimal resolution から、二次変換を繰り返して得られるから、以下
のような事を考える。 $\sigma$ : $(\overline{X},\overline{A})arrow(\tilde{X}, A)$ を $p\in A$ を中心とする $=$次変換と
する。 $A_{:}$ を $p$ を含む $A$ の既約成分とするとき $\sigma A;=\overline{A}:+m_{i}L$ とする、ただし
$L=\sigma^{-1}(p),\overline{A}_{:}$ は $A_{i}$の固有変換で、 $m$: は $A$ ; の $p$ における重複度とする。 さら

に、 サイクル $D= \sum_{:=1}^{n}d:A_{i}$にたいし $\sigma^{*}D=\sum_{i=1}^{n}d_{i}\sigma^{*}A_{i}$ とする。

命題 4 . $E$を $A$ 上の最小サイクルとし、 $p\in S\prime uppE$とする。 このとき、
$\sigma^{*}E-L$ は $\overline{A}$上の最小サイクルとなる。

$A$ 上の Q-係数サイクル $K$を $A_{:}K=A:K_{\dot{X}}(\forall i)$ なる関係できまるものと
する、 これを標準サイクルという。 $K$が整係数サイクルとなるとき、 $(X, x)$ を

numerically Gorenstein 特異点という。命題 4を用いて、次の関係が示される。

定理 5 . $(X, x)$ は $p(X, x)\geqq 1$ で、単純楕円型でない numerically Goren-
stein 特異点とする。 $A$ をその minimal resolution または minimal good resolu-
tion の例外集合とする。 このとき、 $A$ 上で次の関係が得られる :

$-K\geqq Z+E$ .

$(X, x)$ を正規二次元特異点とするとき、 $x$ の十分小さい近傍 $U\subseteq X$をとっ

たとき、 $U-x$ 上で零とならない正則二次形式\omegaが存在するとき、 $(X, x)$ を (二

次元) Gorenstein 特異点という。Gorenstein 特異点は正規二次元特異点全体の
なかでは特殊な物ではあるが、超曲面あるいは完全交叉などを含む。Gorenstein
特異点については多くの結果が知られているが、っぎの定理は幾何種数 2のと
きは Yau [26], 吉永-大柳 [27]により、一般の場合は渡辺 (公) $[23]$

、 日高一渡辺
(敬) $[6]$

、 泊 [17]により、証明されている。

定理 6 . (X, x) を $p_{g}(X, x)\geqq 2$ なる Gorenstein 特異点とする。 このと
き、 $p_{g}(X, x)\geqq p_{f}(X, x)+1$ となる。

以下において、Gorenstein 性に、定理 5で等号一$K=Z+E$が成り立っと
いう条件を加えると、定理 6で $p_{g}$が最小値 $Pf+1$ を取るための十分条件となる
ことを示す (系 1 $0$ ) 。
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補題 7 . $z_{0}=E,$ $Z_{1}=E+A_{j_{1}},$
$\ldots,$ $Z=Z_{l}=E+A_{j_{1}}+\cdots+A_{J\iota}$ を $E$

から $Z$への計算列とすると、 $A$九は非特異射影直線で、 $Z_{k-1}A_{J*}=1$ をみたす
$(k=1, \ldots, l)_{0}$

この補題を用いて、次のような命題を得る。

命題 8. (i) $H^{1}(\tilde{X}, \mathcal{O}(-Z))\simeq H^{1}(\tilde{X}, \mathcal{O}(-E))$ ,
(i1) $H^{1}(\tilde{X}, \mathcal{O}_{Z})\simeq H^{1}(\tilde{X}, \mathcal{O}_{E})$ ,

(iii) $H^{:}(\tilde{X}, \mathcal{O}_{-K-Z})\simeq H:(\tilde{X}, \mathcal{O}_{-K-E})$ $(i=0,1)$ .
$p_{g}$ も $p_{f}$ もあるコホモロジー群の次元として表現されているが、 これらのコ

ホモロジー群の間の計算を適当な計算列をとって、補題 7 、 命題 8を用いるこ
とにより次を得る。

定理 9. (X, x) を一$K=Z+E$を満たす正規二次元特異点とすると、
$p_{g}(X, \sim)\leqq p_{f}(X, \sim)+1$

。

定理 6と定理 9から、次の系 1 $0$ を得る。

系 1 $0$ . $(X, x)$ を $p_{g}(X, x)\geqq 2$ なる Gorenstein 特異点とする。 このとき
$-K=Z+E$を満たすなら、$p_{g}(X, x)=p_{f}(X, x)+1$ となる。

問題 11. 系 1 $0$ で逆はいえるか。

系 1 $0$ の条件をみたす具体例を 2 っ述べるが、 その前に少し、準備する。
(X, $x$ ) $=\{f=0\}\subseteq C^{3}$ を擬斉次多項式 $f$で定義される超曲面孤立特異点と
する。 よって、 (X, x) は $C^{*}$一作用をもち、 この affine 環 $R_{X}$ は次数付き環とな
る。 このとき、 $R_{X}$ の $n$一次 Veronese 部分環に対応する特異点を (X, z) の $n$一次
Veronese 商という。 これは次のようにも解釈できる。 $f$のタイプが $(d;q0, q_{1}, q_{2})$

(i.e., $f(t^{q_{0}}x0,$ $t^{q_{1}}x_{1},$ $t^{q_{2}}x_{2})=t^{d}\cdot f(x_{0},$
$x_{1},$ $x_{2})$ for any $t\in C^{*}=C-\{0\}$ ) のと

き、 $G$ を $g=(e_{n}^{i_{O}}, e_{n}^{\dot{*}1}, e_{n}^{i_{2}})$ なる元で生成される有限巡回群とする、 ただし $e_{n}=$

$exp(2\pi\sqrt{-1}/n)_{0}G$ の $C^{3}$への自然な作用 $(g\cdot(x_{0}, x_{1}, x_{2})=(e_{n}:_{O}x_{0}, e_{n}:_{1}x_{1}, e_{n}:_{2}x_{2})$

$)$ を考えると、 これは $X$上への作用に制限されるが、 このとき商 $(X/G,a\overline{e})$ が
$n$-次 Veronese 商となる。

このとき、標準サイクル $K$については、$-K=$ 9Ao+2Al+2A2+2A$+4A4+2As
となり、基本サイクル $Z$ は $5A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{S}+2A_{4}+A_{5}$ となり、最小サイ
クル $E$ は $4A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{3}+2A_{4}+A_{5}$ となる。 よってこのとき、系 1 $0$ の

条件を満たし、 $p_{f}(X, x)=4,$ $p_{g}(X, x)=5$ となる。
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商

このとき、標準サイクル $K$については、 $-K=2A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{3}$ となり、基

本サイクル $Z$ は $A_{0}+A_{1}+A_{2}+A_{3}$ となり、最小サイクル $E$ は $A_{0}$ となる。 よっ

てこのとき、系 9の条件を満たし、$p_{f}(X, x)=2,$ $p_{g}(X, x)$ =$ となる。

\S 2. Yau 系列.

楕円型特異点について SST.-Yau により導入された楕円系列に関する結果
は、 梅津, X. Yang などによる ps内の 4次曲面、 5次曲面に関する研究におい
て有効に用いられている。 よって、楕円系列ついて $p_{g}\geqq 2$ の場合にも類似のこ
とが言えるなら、意味があるように思われる。

定義 14. $f\in C[x_{0}, x_{1}, \ldots, x_{n}]$ をタイプ $(d;q_{0}, q_{1}, \ldots, q_{n})$ の擬斉次多項

式とする。 このとき、 ある自然数 a$\sqrt{}$こつい $\ovalbox{\tt\small REJECT}$ $= \frac{1}{a:}$ が成り立っとき、 $f$を弱

Brieskorn 型の擬斉次多項式という。 (注、 $x_{0^{0}}^{a}+x_{1}^{a_{1}}+\cdots+x_{n}^{a}$. を Brieskorn 型
の擬斉次多項式という。)

定理 1 5 . (X, $x$ ) $=\{f=0\}\subseteq C^{s}$ を、重み $(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ の弱 Brieskorn
型の擬斉次多項式で定義されている超曲面孤立特異点とする。 このとき、 $a_{2}\geqq$

$\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ $( :=l.c.m.(a_{0}, a_{1}))$ がいえるならば、

$p_{f}(X, x)=2^{\{(a_{0}-1)(a_{1}-1)-}1(a_{0}, a_{1})+1\}$ .
となる。

これに相当することは、Brieskorn 型以外の場合も類似のことがいえる。 ま

た、 この証明は泊氏による $C$ 一作用をもつ特異点の基本種数に関する公式を用
いてなされる。定理 15の公式で注意すべきこととして、 $a_{2}=\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ の場合
は $(X, x)$ の特異点は種数

$2^{\{(a_{0}-1)(a_{1}-1)-}1(a_{0}, a_{1})+1\}$

の非特異代数曲線一本で解消されるという事実がある。 これらのことは、本研
究の結果と代数曲線の退化との何らかのっながりを暗示しているように思われ
る。 J.Stevens などによってなされている、代数曲線の退化族から決まる二次元
特異点の研究などとの関連は今後の課題であるが、 ここでは Stevens が示した
次の事実があることを述べておこう。種数 $g(\geqq 0)$ の代数曲線の退化族の特異フ
イバーのある既約曲線の何点かを blowing-up して、特異ブイバーの固有変換の
交点行列が負定値であるようにし、これを blowing-down してできる二次元特異
点を Kulikov 特異点と呼ぶ (特に、$g=1$ のときは Kodaira 特異点と呼ぶ) 。 こ

のとき、Kulikov 特異点の基本種数は $g$ となる。

以下、 $a_{0},$ $a_{1}$ を $\langle a_{0}, a_{1}\rangle\leqq a_{2}<2\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ なる自然数とし、 (X, $x$ ) $=\{x_{0^{o}}^{a}+$
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$x_{1}^{a_{1}}+x_{2}^{a_{2}}=0\}\subseteq C^{3}$とおく。 このとき、 $(X, x)$ が楕円型 $(ie.,$ $(a_{0}, a_{1})=(2,3)$

or $(2,4)$ or $(3,3)$ ) がいえるなら (X, z) は Laufer の意味での最小楕円型特異点
になることが Laufer [9], Reid [13]の分類によってわかるが、 っぎの定理はこれ
の一般化である。

定理 1 6 . $(X, x)$ を重み $(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ の弱 Brieskorn 型擬斉次多項式で定
義される超曲面孤立特異点とする。 このとき $\langle a_{0}, a_{1}\rangle\leqq a_{2}<2\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ で、 かっ

$p_{f}(X, z)\geqq 1$ ならば、 $A$ を $(X, x)$ の minimal resolution の例外集合とすると
き、 $A$ 上で基本サイクルと、最小サイクルは一致する。

この証明は、Orlik-Wagreich の擬斉次超曲面特異点に関する結果と、基本
サイクルに関するっぎの補題 1 $7$

、 $18$ を用いてなされる。 $\pi$ : $(\tilde{X}, A)arrow(X, x)$

を正規 2次元特異点の解消とする。このとき $A= \bigcup_{i=0}^{N}A$; は
$A_{0}$ . . . $A_{n}$

$\Theta- b$–. . . $\infty- b$ .

のような枝を含むとする。このとき、$A_{0}$のみがこれらの $n+1$ 個以外の成分に交わ

り、その他の $A_{1},$ $\cdots,$
$A_{n}$はこれ以外に交わらないとする。いま、 $x^{=[b_{1},\ldots,b_{\mathfrak{n}}]}d$

(連分数) とする、 ただし $(d, \lambda)=1$ 。このとき、 $c_{0}=d,$ $c_{1}=\lambda$ とし、 さら

に $c_{2},$ $c_{3},$ $\ldots$ , $c_{n}$ を $c_{i+1}=b;c;-c_{i-1}(1\leqq i\leqq n-1)$ なる関係で決まる自然数
列とする。よって、 $c_{n}=1$ および $c_{i+1}<b_{i}(1\leqq i\leqq n-1)$ となる。 このとき、

補題 17. $A$ 上の基本サイクル $Z$の $A_{0}$ 上の係数が $d\ell$ ( $\ell$ 自然数) のとき、
$A$;上 $Z$の係数は $\iota c$; となる $(i=1, \ldots, n)$。とくに、 $ZA:=0(i=1, \ldots, n)_{\text{。}}$

上の状況で、 $l,$ $\mu$を、 $\mu d-\lambda l=1$ および、 $0<\mu<d$ をみたす整数とする。
$(d-l)\lambda\equiv 1mod d$ だから、 $\frac{d}{d-l}=[b_{n}, \ldots, b_{1}]$ となり、従って、 $\frac{l}{d-l}=[b_{n}-$

$1,$ $b_{n-1},$
$\ldots,$

$b_{1}$ ] となる。また、$\mu(d-l)\equiv 1mod l$ だから、 $\frac{l}{\mu}=[b_{1},$
$\ldots,$

$b_{n-1},$ $b_{n}-$

$1]$ となる $0$ さらに、 $e0=l,$ $e_{1}=\mu$ とし、 $e_{2,}e_{n}$ を $e:=b_{i-1}e:-1-e:-2(i=$
$2,$

$\ldots,$
$n$ ) で定義する。 よって、 $e_{n-1}=b_{n}-1,$ $e_{n}=1$ となる。 このときっぎが

言える。

補題 18. (i) $A$ 上 $Z$の係数が $l$とすると、 $A$ 上 $Z$の係数は $e_{i}(i=$

$1,$
$\ldots,$

$n$ ) となる。特に、 $ZA_{i}=0(i=1, \ldots, n-1)$ 、 $ZA_{n}=-1$ となる。

(ii) もし、 $[_{7}^{d}]=1$ ならば $b_{n}\geqq 3$ となる。

定義 1 9 . $(\tilde{X}, A)arrow(X, x)$ を minimal good resolution とする。 Z, Eをそ

れぞれ、基本サイクル、最小サイクルとする。$ZE<0$ のとき、Yau 系列を $\{Z\}$

とする。 いま、 $ZE=0$ とする。 このとき、 $A$ の既約成分から構成される連結
一次元解析集合で、その任意の既約成分 $A$; にたいし $A;Z=0$ を満たすものを考
え、 その最大の一次元解析集合を $B_{1}$ と置く。 このとき、 $Z^{2}<0$ から $B_{1}\subseteq A$

がわかる。 $Z_{B_{1}}E<0$ ならば Yau 系列を $\{Z, Z_{B_{1}}\}$ とする、 ただし $Z_{B_{1}}$ は $B_{1}$上

の基本サイクル。いま、 $ZE,$ $=0$ とする。 このとき、 $B_{1}$の既約成分から構成さ
れる連結一次元解析集合で、その任意の既約成分 $A_{:}$ にたいし $A;Z_{B_{1}}=0$ を満
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たすものを考え、 そのうち最大のものを $B_{2}$ と置く。 このとき、 $B_{2}\subseteq B_{1}$がわか

る。 $Z_{B_{2}}E<0$ ならば Yau 系列を $\{Z, Z_{B_{1}}, Z_{B_{2}}\}$ とする。以下、 この操作を続け
ると、 例外集合 $A$ の既約成分の個数は有限より、 この操作も有限で終わる。 こ

のようにして得られた列 $\{Z_{B_{O}}=Z, Z_{B_{1}}, \ldots, Z_{B_{m}}\}$ を Yau 列といい、 $m+1$ を

Yau 系列の長さという。 このとき、 $p_{f}(X_{B_{1}}, x_{1})=\cdots=p_{f}(X_{B_{m}}, x_{m})=p$ ; が
っねに言えることを注意しておく。

$\{Z_{B_{0}}=Z, Z_{B_{1}}, \ldots, Z_{B_{m}}\}$ が Yau 系列のとき、$A$ の成分で $B_{m}$ に含まれない
もので作られる部分集合をこの Yau 系列の消去部分ということにする。Yau 系列
は楕円型特異点については楕円系列であるが、Yau は楕円系列について種々の結
果を示した。そのうち特に重要なものに次の結果がある :(X, z) を numerically

Gorenstein 特異点とするとき、 $-K= \sum_{:=0}^{m-1}Z_{B_{i}}+E$ (cf. [26], Theorem 3.7) 。

この事実は、各 $i$ にっいて一 $K_{B_{i}}-(-K_{B}:+1)=Z_{B:}$ がいえることから導かれ
る。 ただし、 $K_{B}$ : は $B$;上の標準サイクル。 $Pf\geqq 2$ を満たす特異点についても同
様に次のような性質を考えることが出来る。

(3) $-K_{B:}-(-K_{B_{i+1}})=cZ_{B}:(i=0,1, \ldots, m-1)$,
ここで、 $c\in Q$ は適当な正の有理数。 しかしながら、 この性質は一般には成立
しない。

例 2 $0\cdot(X, x)=\{x_{0}^{3}+x_{1}^{7}x_{2}+x_{2}^{3S}=0\}\subseteq C^{S}$なる超曲面特異点を考える
と、 特異点解消は次のようになる。

$A_{0}$ $A_{1}$ $A_{2}$

m-1-3
[6]

このとき、 $-K_{A}=19A_{0}+8A_{1}+4A_{2},$ $Z=Z_{A}=A_{0}+A_{1}+A_{2},$ $E=A_{0}$がわか

り、 よって $B_{1}=A_{0}\cup A_{1},$ $-K_{B_{1}}=17A_{0}+6A_{1},$ $Z_{B_{1}}=A_{0}+A_{1}$がわかる。 よっ

て、 $(X, x)$ は上の性質を満たさない。 しかし、次のように状況を強く限定すれ
ば、 (3) について次のようなことが言える。

命題 21. $p_{f}(X, x)\geqq 1$ とし、Yau 系列の長さを $t+1$ とする。 $(\tilde{X}, A)arrow$

$(X, z)$ を minimal good resolution とし 、 $Z_{B_{m}}=E$ とする。 このとき 、 suppE
に含まれない任意の既約成分 $A$; について、 $A_{:}^{2}=-2$ で $Z$の $A$;上の係数は 1 と

する。 このとき、 $A$ の双対グラフは次のようになる。
$A_{1,1}$ , . . . $A_{1,\ell}$

$\Leftrightarrow_{\sim}^{-0}luppE^{--}-.\cdot-\cdot-o$ $(n=-Z^{2})$ .

$A_{n,1}$ , . . . $A_{n,\ell}$

さらに、 $(X, x)$ は次の (i) か $(\ddot{u})$ を満たすようにする。
(i) $(X,x)$ の $Yau$ 系列は、その消去部分の連結成分が 1つである。
$(\ddot{u})$ $(X, x)$ の例外集合は星型グラフであり、 その (巡回) 枝のうち Yau 系
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列に交わるものの、 タイプは同一。

このとき、 $-K_{B:}-(-K_{B:+1})= \frac{2p_{f}-2+n}{n}Z_{B:}$ $(i=0,1, \ldots, t-1 )$
。

実際に、上のような条件を満たす具体例として以下のような超曲面特異点
のつくる族を考える。 $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2}$ を $2\leqq a_{0}\leqq a_{1}$及び $\langle a_{0}, a_{1}\rangle\leqq a_{2}<2\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ を

満たす自然数とする。 さらに、 $f_{\ell}=x_{0^{0}}^{a}+x_{1}^{a_{1}}+x_{2}^{a_{2}+(a_{O},a_{1})\ell}$ とし、 $(X_{t}, x_{t})=$

$\{f_{t}=0\}\subseteq C^{\epsilon}$ とする、 ただし、 $t$ 非負整数。 このとき、次のような特異点の系
タリ $\Sigma(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ を考える $0$

(4) $\Sigma(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ $:=\{(X_{t}, x_{\ell})|t=0,1,2, \ldots\}$ .
定理 15から任意の $t$ について、$p_{f}(X_{t}, x_{\ell})=p_{f}(X_{0}, x_{0})$ がいえ、定理 15から

$(X_{0}, x_{0})$ は最小特異点解消上では基本サイクルと最小サイクルが一致することが
いえる。Yau は楕円系列の具体例としてこの種のものを掲げている:[26], Example
4,5,6 and 7 、これらは上の記号でいうと $\Sigma(2,3,9),$ $\Sigma(2,3,11),$ $\Sigma(3,3,4),$ $\Sigma(3,3,5)$

にそれぞれ対応している。 $\Sigma(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ に対して、Yau の結果を一般化して、次
のような結果を得ることができる。

定理 22. $a_{0},$ $a_{1},$ $a_{2}$ を $2\leqq a_{0}\leqq a_{1},$ \langle $a_{0},$ $a_{1}$ ) $\leqq a_{2}<2\langle a_{0}, a_{1}\rangle$ を満たす自
然数とする。

(i) $(X_{t}, x_{t})\in\Sigma(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ に対応している双対グラフは次のようになる。

$(\ddot{u})\{Z, Z_{B_{1}}, \ldots, Z_{B_{*-1}}, Z_{B\iota}\}$ を $(X_{\ell}, x_{t})$ の Yau 系列とする。 このとき、
$(X_{B_{i}}, x_{\ell:})=(X_{t-};, x_{t-:})\in\Sigma(a_{0}, a_{1}, a_{2})$ for $i=0,1,$ $\ldots,$

$t$ ,
となる。ただし、 $(X_{B}:’ x_{i})$ は $B_{i}$ を blowing-down して得られる特異点。

(iii) $K_{\ell}$ と $Z_{\ell}$ をそれぞれ、 $(X_{\ell}, x_{t})$ の minimal good resolution 上の標準サ
イクル、基本サイクルとするとっぎがいえる。

$(t=1,2, \ldots)$ ,

(iv) $(Y, y)=\{x_{0}^{a_{O}}+x_{1}^{a_{1}}+x_{2}^{<a_{O},a_{1}>}=0\}\subseteq C^{S}$とおく と、
$p_{g}(X_{t}, x_{\ell})-p_{g}(X_{\ell-1}, x_{t-1})=p_{g}(Y, y)$ $(t=1,2, \ldots)$ ,

よって、$p_{g}(X_{\ell}, x_{t})-p_{g}(Xx)$ は、 $t,$ $a_{2}$ によらず一定である。なお、$(Y, y)$

はさきに述べたが、種数が $z^{\{(a_{0}-1)(a_{1}-1)-(a_{0},a_{1})+1\}}1$ の非特異代数曲線
一本で解消される。

以下に、 $\Sigma(3,6, a_{2}),$ $a_{2}=6,$ $\cdots 11$ の場合を計算した結果を示す。これらの
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結果から、 $a_{2}$が固定されている場合は $t$ が変化してできる特異点の族は一つの
”家族” のような感じであり、 $a_{2}$が変化する場合、 6個の族は一見、 そう関係が
ありそうにも見えないが、上のような意味で”親戚”関係にあるといえる。特異
点の分類を行なう際、通常は解析的、位相的同値性から行なう。 しかし、次の例
で、 $a_{2}$を固定しても $t$ が異なれば 2つの特異点は位相的に同値でない。 しかし、
この 2つの特異点は兄弟のようなものである。このような分類の観点からみて
も Yau 系列を通して上のような関係を考察することは、新たな意味があると思
われる。
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