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超曲面のアレクサンダー多項式 (After Dimca)

埼玉大理 酒井文雄 (Fumio Sakai)

1 序

$P^{n}(C)$ 内の孤立特異点のみを持っ $d$ 次超曲面 $X$ を考察する.

$X$ を定義する斉次多項式を $f(x)$ とし、 $F_{X}^{1}=\{x\in C^{n+1}|f(x)=$

$1\}$ と置く. 写像 $h_{X}$ : $l\neq^{-\prime}\ni xarrow\zeta x\in\Gamma\prec$ は X のモノ ドロミー写像

と呼ばれる. ただし、 $\zeta=e^{\dot{A}}\urcorner’\tau i/d$ . このとき、 $h_{-x}$ の $H^{n-1}(F)$ へ

の作用 $h$曳の特性多項式を $X$のアレクサンダー多項式と呼び、

$\triangle_{X}(t)$ で表す. $(h_{X})^{d}=$ 恒等写像に注意するとんをの固有値は 1
の $d$ 乗根であることが分かる. したがって、

$\triangle_{X}(t)=\prod_{0\leq b<d}(t-\zeta^{b})^{A(()}b$

の形をしている. 一方、 $AX^{\vee}$ の特異点 $p$ に対して局所アレクサン

ダー多項式 $\triangle_{p}(t)$ が定義され、 さらに、 局所被約アレクサンダー

多項式 $\triangle_{p}(t)\sim$ も定義される. $\triangle_{p}(t)\sim$ は $\triangle_{p}(t)$ の因子. 詳しくは \S 2
を参照. Dimca[D2] によって次の可除定理が証明された.

定理 上記の条件の元で、

(1) $\triangle_{X}(t)|/$

が成立する.
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この事実は $X$ が $Q$ -多様体の場合には Libgober [L2] に述べら
れた. 最近送られて来たプレプリント $T_{J}$ ibgober[L3] には別証明
が述べられている. また $n=2$ で $X$が既約の場合には [垣] を、

また $X$が可約の場合には先駆的な仕事 $[\underline{T_{\iota}}\backslash /^{r}]$ を参照されたい.

このノ ー トでは上記可除定理の証明を与える. 概ね [D2] に

沿ったが、 なるべく初等的な形になるよう努めた.

2 局所アレクサンダー多項式

$C^{n}$の原点 $P$ における孤立超曲面特異点 $(V, p)$ を考える. $p$ の

近傍における $\ddagger/^{7}$ の定義方程式を.q (X) とし、 次の記号を用いる.

$B_{\epsilon}$ 半径\epsilonの球

$S$。半径 \breve \succ ^の球面

$K_{\epsilon}$ $S_{\wedge}’.\cap\ddagger,\prime r$

Milnor[M] によれば\subset \acuteを十分小さくとるとき、 写像 $S_{\overline{c}}\backslash K_{\overline{c}}\ni xarrow^{\Phi_{\backslash }^{\overline}}$

$g(x)/|g(x)|\in S^{1}$ はファイバー . バン ド) $\triangleright$ の構造を持つ. このと

き、 $F_{p}=\phi^{-1}(1)$ と置くと $P_{p}^{\urcorner}$のコホモロジー群は $H^{l}(l_{p}^{\prec^{-\prime}}, Z)=Z$

$(i=0)$ 、
$=Z^{\mu}(i=\gamma\iota\cdot-1)$

、
$=0$ (その他の i) の形をとる

ことが知られている. 中間次元のべッチ数 $\mu=di\ln H^{\iota}(P_{p}^{1}, Z)$ は

(V, $p$ ) の Milnor 数と呼ばれている. 以下 $G$
’ を省略し、 $I^{\sqrt{}^{\gamma}}=F_{p}$ と

いう略記も用いる. またコホモロジー群は $C$ 係数とする.

$S\backslash K$ は $S^{1}$上のファイバー バン ドルだから、 モノ ドロ ミー作

用素ん: $Farrow F$が自然に定義される. 線形写像 $h^{*}$ : $H^{n-1}(l^{J^{\urcorner}})arrow$

$H^{n-1}(F)$ の特性多項式 $\triangle_{I^{-})}(t)$ を $(\dagger^{r}’, p)$ の局所アレクサンダー多

項式と呼ぶ. さらに、 次の被約局所ア レクサンダー多項式を定
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義する.

(2) $\triangle_{p}(t)=1_{\lambda}^{-}f^{1’}\iota_{\backslash }t-\lambda)^{a_{p}(\lambda)}\sim$

ただし、 指数 $a_{p}(\lambda)$ は次で定める.

$a_{p}(\lambda)=din1$ Ker(ん* $-$ $/\backslash I$ )

注意 1 (a) $\triangle_{p}(t)\in Z[t]$
、 (b) $\triangle_{p}(t)|\triangle_{P}(t)$

、$\sim(c)h^{*}$が対角化可
能ならば、 $\tilde{\Delta}_{p}’(t)=\triangle_{p}(t)$ . 特に $h^{*}$が有限位数ならばがは対角

化可能である. $h^{*}$が無限位数になる例については [AI],[DII],[W]
等を参照. (d) 加重付き斉次多項式の場合の計算方法は [M] (cf.
$[Lo]$

、
$p.167)$ に与えられている. (e) $r\iota=2$ のとき、 $\triangle_{p}(t)$ の計算

方法は $[A2],[S]$ 等に述べられている.

補題 1 Wang の完全系列が成立する.

$arrow H^{\dot{l}}(S\backslash K)arrow H^{\iota}(F)^{\underline{h^{*}-I}}H_{-}^{i}(P^{1})arrow H^{i+1}(S\backslash K)arrow$

証明 $S\backslash K$ は $S^{1}$上のファイバー バンドルだから $S\backslash K\approx$

$F\cross I/(x, 0)\cong(h(x), 1)$ . 従って、 次の可換図式を得る.

$arrow$ $H^{I}(S\backslash K)$ $arrow$ $fI^{\dot{l}}(F)$ $–arrow$ $H$叶 1
$(S\backslash K,$ $F)$

$\downarrow$ $\alpha t$ $J^{\vee}\prime 3\downarrow$

$arrow H^{\}(F\cross I)\neg\gamma H_{-}^{i}((3(F\cross I))\neg\delta H^{i+1}(F\cross I, \partial(F\cross I))$

同一視 $H^{\dot{l}}(F\cross I)\cong H^{8}(P^{-\tau}/)$
、

$H^{i}(\partial(F\backslash \cross I))\cong P\overline{i}^{\iota}(F)\oplus H^{\prime\iota}(F)$

をすると、 $\gamma(’\eta)=(\eta, \eta)$ だから ^[は単射. 従って、 $H^{?\cdot+1}(P^{1}\cross$

$I,$ $\partial(F\cross I))\cong H^{i}(P^{1})$ . このとき、 $\delta o_{Ck’}(\xi)=$ ん*(\mbox{\boldmath $\xi$}) $-\xi$ . よっ

て、 $H^{\dot{l}+1}(S\backslash K, F)\cong H^{\iota+1}(F\cross I, \partial(F\cross I))$ に注意することに

よって、 上記補題の完全系列を得る.
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系

$a_{p}(1)=\{\begin{array}{l}4imH^{\prime]^{|}}-1^{i}B^{\backslash }\backslash V_{J}1n_{\prime}>Ag\ovalbox{\tt\small REJECT}_{L3}^{\mathbb{E}I\infty}dim\Pi n- l(B\backslash V)-1Jn_{}---20)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{\square }^{aA}\end{array}$

定義 1 $H_{p^{l}}(V)=H^{\iota}(\ddagger^{r}/, L/^{7}\backslash _{\backslash }p)$

補題 2 $a_{p}(1)=$ di $\iota)_{1}^{\gamma}if_{p}^{-n-1}(V)$

証明 切除定理によって、 $H_{p}^{l}(V)\cong H^{i}(l^{/^{\tau}}\cap B, V\cap B\backslash p)$ . 従っ
て、 $i\geq 2$ のとき、 $l^{-}f_{p’}^{\iota}(V)\cong H^{\iota-1}(V^{\gamma}\cap B\backslash p)$ . また、 (J-im $H_{p}^{1}(V)=$

$\dim H^{0}(V\cap B_{J})-1$ . $\Gamma I$上 om 同型によって同型 $H^{\dot{t}-1}(V\cap B\backslash p)\cong$

$H^{i+1}(B\backslash p, B\backslash V)$ が成立する. 完全系列

$arrow H^{\dot{l}}(B\backslash V)\neg II^{\iota+1}(B\backslash p, B\backslash T^{\prime^{\ulcorner}}’)arrow H^{?\cdot+1}(B\backslash p)arrow H^{l\cdot+1}(B\backslash V)$

を用いて、 $H^{\iota}(B\backslash t^{\gamma}-)\cong H^{\iota}(S\backslash K)=0(i\neq n, n-1,0)$
、

$H^{i}(B\backslash p)=$

$0(i\neq 2n-1,0)$ に注意すると

(3) $\dim H_{p}^{7l-1}(1^{\prime^{7}})=\{\begin{array}{l}(4imH^{n-]}(B\backslash T^{j}\overline{\langle})n>\underline{\cdot)}\emptyset \mathscr{J}_{D}^{arrow A}t_{\wedge}^{\wedge\rceil i\iota^{-}nB^{n-\perp}(B\backslash ]_{J}^{\Gamma})-1}\prime n--- 2\emptyset^{f_{\ovalbox{\tt\small REJECT}\mu}^{BA}}\end{array}$

を得る. そこで、 上記の系と併せて補題 2 を得ることができる.

注意 2

$a_{p}(1)=\{\begin{array}{l}dimH_{p}^{n}(.V_{j})n_{\prime}>\sim^{)}0)a_{\cap}^{a_{\wedge}\infty}dilnH_{p}^{n}(1’\prime)-1n---2\sigma)\ovalbox{\tt\small REJECT}_{D}^{RA}\end{array}$

注意 3

$H_{p}^{n+1}(V)= \int C$
$n\neq 3\vee\grave{J}’\mathscr{J}\dot{A}D’\gamma+rightarrow\Delta$

( $Cn=:_{\backslash }3$ の場合
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さてく $=c’2T’\dot{i}/d$として値 $a(\zeta^{f}’)$ を扱うために、 $q(x)-t^{d}=0$ で定

義された 1次元高い孤立超曲面特異点 $(\tilde{T^{V}},\tilde{p})$ を考える. $(|^{r},\hat{p})\sim_{/},$

の Milnor ファイバーとモノ ドロミー作用素をそれぞれ $F_{\overline{\tilde{p}}}^{\backslash }$ , んで
表す. $G=\{\zeta^{i}|0\leq i<d\}$ は位数 $d$ の巡回群である. $G$ は

$\zeta^{i}\cdot(x, t)=(x, \zeta^{i}t)$ によって、 $(\tilde{V},\tilde{p})$ に作用する. 一般に $G$ がベ

クトル空間 $E$, に作用しているとき、

$E^{\chi_{b}}=\{v\in L^{1}|\zeta^{i}\cdot\iota^{\backslash }=\zeta^{b\iota_{?/}}\}$

と置く. ここで、 $\chi_{b}$ は $\chi_{b}(\zeta^{i})=(\alpha$ となる $G$ の指標. もちろん、

$\chi_{b}$ は $bmod$ $d$ で決定される. ところで, $G$ は自然に $H_{\tilde{p}}^{n}(\tilde{V})$ に

も作用する. このとき次が成立する.

補題 3

$a_{p}((b)= \dim H\frac{n}{p}(l^{\sim_{/^{\prime’}}})^{\chi_{b}},$ $0<b<d$ .

証明 補題 2 を $(I^{\sim_{/^{\Gamma}}},\tilde{p})$ に適用して、 $a_{\tilde{p}}(\tau\perp)=d^{1}1m\overline{f}f_{\tilde{p}}^{n}(\tilde{V})$ . 分解

$H_{\tilde{p}}^{n}( I^{\sim_{/^{r}}})=\bigoplus_{0\leq b<d}H_{\tilde{p}}^{n}(l^{\tilde{V}})^{Xb}$

を考える. $I_{d}^{\sqrt{}^{\urcorner}}=\{t\in C|t^{d}-1\simeq 0\}$ とすると, $Seba_{b^{\urcorner}}tiani-$

$Thom([ST],[O])$ の定理によって、 $H^{n}(I_{\tilde{p}}^{\forall^{\urcorner}})\cong H^{n-1}(F_{p})\otimes\tilde{H}^{-0}(F_{d})$ .
このことから、

$\{Ker(\tilde{h}^{*}-I)\}^{\lambda b}=H^{n-J}(F_{p})^{X}b\otimes\tilde{H}^{0}(l_{d}^{\dot{\gamma}^{-\urcorner}})^{Xb}$

が成立することが分かる. 従って、 等式 $a_{p}(\zeta^{-b})=\dim H_{\tilde{p}}^{n}(\tilde{V})^{\chi_{b}}$

が成り立っ. $arrow\vee$ こで、 $\triangle_{p}(Y)$ は実多項式だから、 $a_{p}(\zeta^{b})=a_{p}((-b)$ .
以上により、 補題 3が示された. Q.E. D.
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3 可除定理の証明

\S 1 の記号を用いる. すなわち、 $\lambda^{r}=\{f(x)=0\}\subset P^{n}$ を孤

立特異点のみを持っ超曲面とする. 以下、 $\gamma l\geq 2$ とする. $S=$

$Sing(X)=\{p_{1}, \ldots, p_{s}\}$ と置く. $l_{X}^{\iota}\=\{f(x)=1\}\subset C^{n+1}$ . $G=$

$\{\zeta^{b}|\zeta^{o}=e^{\sim 7\downarrow i/d}, 0\leq b<d\}$ であった. 次の記号を用いる.

$L1^{\mathcal{T}}$ $=- pn\backslash X$

$X^{*}=X\backslash S$

$p*=P^{n}\backslash S$

定義 2 $a(\lambda)$ および $A^{\prime 4(\lambda)}f$ を

$\prod_{p_{\dot{l}}}/\triangle_{p_{l}}.(t)=I_{\lambda}I(1-\lambda)^{4(\lambda)}\sim$

,

$\triangle_{X}(t)=\prod_{\lambda}(t-\lambda)^{A(\lambda)}$

で定める. 特に、 $a(\lambda)=\backslash ^{-\backslash }a_{p_{l}}.(\lambda)$ .

可除定理は各 $\lambda$ について不等式

(4) $\lrcorner\prime 4(\lambda)\leq a(\lambda)$

が成立することと同値である. 実際には、 $\lambda=\zeta^{b},$ $b=C,$ $\ldots,$
$d-]_{-}$

の場合に調べれば十分である. 証明の基本になるのは次の局所

コホモロジー完全系列である.

$arrow H_{5^{\gamma}}^{l}(X)arrow H^{i}(X)arrow H^{\iota}(X^{*})arrow$

補題 4 次の完全系列が成立する.

$0arrow H^{?\iota-1}(U)arrow H_{\backslash ^{\gamma}}^{rr-1}(X)arrow H^{n}(U)$
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証明 最初に [$/^{\tau}$はアフィン多様体だから, $i\geq 7^{-}l+1$ のとき、

$H^{i}(C^{\Gamma})=0$ であることを潅意しておく. 次の定義をする.

$H_{0}^{l}(X)=Coke\vee\cdot r(H^{\prime:}\Gamma(P^{r\iota})arrow H^{?:}(X))$ ,

$H_{0}^{l}(X^{*})=Coker(/_{\backslash }H^{i}(P^{n})arrow H^{i}(X^{*}))$ ,

$H^{i}(P^{n})$ の像は $H^{i}(X)arrow\overline{4}4^{\dot{l}}(X^{*})$ において消えないので、 次は

完全系列.

$H_{0}^{n-2}(X)arrow B_{0}^{-n-2}(X^{*})arrow H_{S}^{n-1}(X)arrow 1:i_{0}^{n-1}(X)arrow H_{0}^{n-1}(X^{*})$

$(5)$

完全系列 $arrow H^{n-1}(P^{n})arrow H^{n-1}(X)arrow H^{n}(P^{n}, X)arrow$ がある.

Poincar\’e-Lefschetz の双対定理により、 $H^{n}(P^{n}/\cdot-\prime X)\cong H_{n}(U)$ だか

ら、 $H^{n-1}(P^{n})arrow H^{n-3_{-}}(X)$ が単射であることに注意すると

(6) $H_{0}^{n-1}(X)\cong H^{n}(LI)_{\backslash }$

が判明する. 同様に、

(7) $H_{0}^{-n-2}(X)\cong H^{n+1}\lrcorner(U)=0$

次に、 完全系列

$arrow H^{i}(U)\neg$ H.$i+1(P^{*}, U)arrow II^{i+3}(P_{J}^{*\backslash }-\ddot{7}II^{i+1}(L^{\tau}’)arrow$

を用いる. Thom 同型によって、 $B^{l-1}(X^{*})\cong H^{i+1}(P^{*}, U)$ が成

立するので、 完全系列

$0arrow H^{n-1}(U)arrow H^{n-\sim^{)}}(X^{*}\backslash )-,arrow H^{n}(P^{*})arrow 0$

を得る. 一方、 完全系列

$arrow H^{n}(P^{n})arrow H^{n}(P^{*})arrow H^{n+1}(P^{n}, P^{*})arrow H^{n+1}(P^{n})arrow$
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によって、 $H^{n}(P^{*})=0$ ( $7^{-}l$ 奇数)
、

$=C$ ( $\prime n$ 偶数) が分かる. 明

らかに、 $H^{n-2}(P^{n})arrow H^{n-\overline{A}^{)}}(X^{*})$ は単射であるから、

(8) $H_{\overline{U}}^{z_{-(\prime}’}-\cdot$

)

$X^{*}$ ) $=H^{n_{-}-1}(U)$

が成立する. 上記の $(\iota/i.)$
、 (7) および (8) を完全系列 (5) に代入

することによって、 補題 4の証明が終わる. Q.E. D.

不等式 (4) の証明 ( $\lambda=1$ の場合). $P_{X}^{-\prime}/G=L/^{\tau}$だから、 $A4(1)=$

dlm $H^{n-1}(C/^{7})$ である. また補題 2を用いると $a(1)=\dim H_{S\wedge}^{n}(X)$

が分かる. 従って、 補題 4の全射性は不等式 (4) を示している.

$\lambda\neq 1$ について不等式 (4) を証明するには以下で定義される
$\tilde{X}$の考察が必要になる.

$\tilde{X}=\{f(x)-t^{d}=0\}\subset P^{n+1}$

このとき、 $\pi$ : $\tilde{\lambda}^{r}arrow P^{7\ell}$ は $d$ 重の被覆写像であって、 $\tilde{S}=Sing(\grave{\lambda}^{r})=$

$\pi^{-1}(S)$ となっている. 各 $p_{i}$の逆像は 1点 $\tilde{p}_{\dot{l}}$である. $\mathfrak{c}^{\sim},\Gamma=P^{n+1}\backslash \tilde{X}$

、

$\tilde{H}=\{t=t)\}$ と置くとび $\cap\tilde{\Pi}=U$
、

$T^{\sim_{\tau}}j\backslash f\tilde{l}^{-}=C^{n+1}\backslash F_{Y}$ である. $G$

は $(\zeta^{b})(x, t)=(x, \zeta^{b}t)$ によって $P^{n+1}$ に作用している. $G$ はさら

に $\tilde{U}$ にも作用している. また $F_{X}$上にも自然に $xarrow\zeta^{-1_{X}}$ によっ

て作用している. 次の完全系列がある.

$arrow H^{i}(\tilde{U})arrow H^{t}(\tilde{U}\backslash \tilde{H})arrow H^{\iota+1}(\tilde{C}^{T},\tilde{U}\backslash \tilde{I}I)arrow$

ここで留数写像によって $H^{i}(f_{\angle}^{\sim}r\backslash \tilde{H})=H^{-\iota}(C^{\uparrow l+1}\backslash F_{X}^{\urcorner})\cong H^{\-1}(F_{X})$

が成立する. また $U\subset\tilde{U}$に関する Thom 同型によって、 $H^{i-1}(L^{\Gamma})\cong$

$H^{\dot{\iota}+1}(\tilde{U},\tilde{U}\backslash \tilde{H})$ となっている. 以上をまとめて完全系列

$arrow H^{n}(\tilde{U})arrow H^{n-1}(F_{X})arrow\phi H^{n-1}(U)arrow$
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を得る. $H^{n-1}(F_{X})^{G}=H^{n-1}(U)$ だったから、 写像 $\phi$は全射. こ

のことから、 $0<b<d$ なる $b$ について

$H^{n}(\tilde{U})^{\chi_{b}}\cong H^{n-1}(F_{X}^{J})^{\chi-b}$

が成立する. よって、 $A(\zeta^{b})=\dim H^{n}(\tilde{U})^{\chi b}$ が成り立っ.

不等式 (4) の証明 ( $\lambda\neq 1$ の場合). 補題 3により、 $a(\zeta^{b})=$

$\dim H\frac{n}{S}(\tilde{X})^{\chi_{b}}$ である. 一方、 $\tilde{X}$ に関する補題 4 によって、

$0arrow H^{n}(\tilde{C^{\tau})})^{\chi b}arrow H_{i^{\sim})}^{n_{\urcorner}}(\tilde{X})^{\chi_{b}}$

が成立する. 以上により不等式 (4) が $\lambda=\zeta^{b\text{、}}$ $0<b<d$ につい
ても成り立っことが示された.

注意 4 [D2] では補題 4の代わりに [D1.] で述べられた逆の
向きの完全系列

$H^{n}(U)arrow H_{S}^{n}(X)arrow H^{n-1}(U)arrow 0$

を用いている. ただ、 $n=2,3$ の場合には、 別に特別な議論が必

要で、 [D1] 、
$[D2]$ の証明そのままでは不備である. この意味で、

上記補題 4の完全系列を用いる方がシンプルである. Dimca 氏
の手紙によれば近く出版予定の著書の中では低次元の場合の議

論をしてあるとの事である。

4 Lefschetz 型双対定理

Poincare-LefSchetz 双対定理および Thom 同型定理にっいてま
とめておく. 詳細は [Do] 参照.

Poincar\’e-Lefschetz 双対定理 (cf. [Do], p.297 ) $X\supset T\supset S$ を

コンパク ト多面体、 $X\backslash S$は向き付け可能な $n$ 次元多様体、 $S$ は
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$T$の閉集合と し、 $T\backslash S$ は $X\backslash S$の閉空間を仮定する. このとき、

任意のアーベル群 $G$ に対して次の双対同型が存在する.

$H^{i}(\mathcal{I}’, S, G)\cong H_{n-i}(X\backslash S, X\backslash T, G)$

例 1 $X\subset P^{n+1}$ を超曲面とし、 $S=Sing(X)$、
$X^{*}=X\backslash S$

とおくと、

$H^{i}(X, S)\cong H_{2n-i}(X^{*})$

Thom 同型 (cf. [Do], p.314) $\Delta 1l$ を向き付け可能 $m$ 次元多様

体、 $N$ をその $n$ 次元閉部分多様体とする. さらに、 $(T, S)$ を $N$

の閉部分集合の組とする. $k=m-n$ とすると、 次の同型が存
在する.

$H_{\dot{l}}(N\backslash S, N\backslash T)\cong H_{i+k}(M\backslash S, NI\backslash T)$

例 2 \S 3の状況に適用してみる. $11^{j}I=P^{*},$ $N=T=X^{*},$ $S=$

$\emptyset,$ $U=P^{n}\backslash X$ とすることによって、 同型

$H_{\dot{\iota}}(X^{*})\cong H_{i+2}(P^{*}, U)$

を得る.

例 3 留数写像 $B^{i}(C^{n+1}\backslash F_{X})arrow H^{i-1}(F_{X})$ の同型性を導

いてみよう. まず、 $Th_{0l}n$ 同型によって、

$H^{i-1}(F_{X}’)\cong H^{\dot{l}+1}(C^{n+1}, C^{n+1}\backslash F_{X})$

が成立する. 次の完全系列がある.

$H^{\dot{l}}(C^{n+1})arrow H^{\dot{l}}(C^{n+1}\backslash F_{X})arrow H^{\iota+1}(C^{n+1}, C^{n+1}\backslash F_{X})arrow$

従って、 $i>0$ のとき、 同型

$H^{i}(C^{n+1}\backslash F_{X})\cong H^{i-1}(F_{X})$

が成立する.
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