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多項式のニュートン写像における鉢の幅について

上智大学理工学部 西沢清子 (Kiyoko Nishizawa)

上智大学理工学部 藤村雅代 (Masayo Fujimura)

1 Intoroduction

Newton 法は多項式の根を求めるもっとも有効な手段の一つである。ここでは、多項

式の Newton 写像の性質を複素力学系の立場から考察する。

Newton 写像の dynamics には 2つのタ イ プがある。 1つは、測度ゼロの集合をの

ぞいた任意の点を始点とした軌道が多項式の根のどれかに収束するような場合、 もう 1

つは根に収束しないような始点の開集合が存在する場合である。後者は、 critical point

が、根以外の吸引鉢に引き込まれるときに起こる。1径数 3次多項式族についての研究が

Head([Hea87]),Tan $Lei([Lei])$ でなされている。

多項式に対する Newton 写像の力学的性質は、一般の有理関数の性質に比べて特殊で

ある o 2章で N Newton 写像の知られている結果を示す。

3章では、ある多項式の Newton 写像と共役になるような有理関数の特徴づけとなる

定理を証明する。 この定理により Newton 写像はかなり特殊な有理関数であることがわ

かる。また、与えられた有理関数がある多項式の Newton 写像と共役であることがわかっ

たとき、 その多項式の形も求めることもできる。 4章では、 Sutherland の結果を中心に

根の直接鉢の幅をはかることを話題の中心にする。直接鉢の幅を評価することによって、

多項式の解を求める ア $\Lambda$,ゴリズム (Newton 法) での、解に収束する初期値がどのような
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範囲にあるかが保証され、 また直接鉢のエリアが無限であることの証明にもなる。

2 力学的性質

この章では、Newton 法を力学系の立場から研究する上で必要な用語を導入する。

一般に、次数 $s$ 次の有理関数は $s+1$ 個の不動点を持つ。

多項式 $p(z)$ に対して、Newton 写像 $N_{p}$ を次の式で定義する。

$N_{p}(z)=z- \frac{p(z)}{p(z)}$

式の形から明らかなように、 $s$ 個の相異なる根をもつ多項式の Newton 写像は $s$ 次の有

理関数になり、 $N_{p}$ の不動点は $p(z)$ の根と $\infty$ である。さらに、 $\infty$ は常に $NN_{p}$ の唯一の反

発的不動点であって、多項式の次数が $d$ のとき、 その固有値は $\frac{d}{d-1}$ である。又、多項式

のそれぞれの根の重複度を $m$; とするとき、特に、 その根は、固有値 $\frac{m\cdot-1}{m_{j}}$ の $N_{p}$ の吸引

的不動点となる。 とくにその根が単根ならば、 $NN_{p}$ の超吸引的不動点になる。

Newton 写像のイテレーションにより根 $\alpha$ に収束するような始点の集合を $\alpha$ の吸引鉢

という。 また、吸引鉢のうち、特に根を含むような連結領域のことを直接鉢とい $\vee 1B(\alpha)$

と書く。

Newton 写像の性質

(i) アフィン変換 $h(z)=az+b$ によって $q(z)=p(h(z))$ とすれば $N_{q}$ と $NN_{p}$ $a$ $h(z)$ によ

り、共役である。

(ii) 直接鉢 $B(\alpha)$ は単連結領域である。

(ili) $\infty$ は常に直接鉢 $B(\alpha)$ の境界上にある。

(iv) $N_{p}$ を直接鉢 $B(\alpha)$ に制限したとき、その局所次数が $s+1$ ならば、 $B(\alpha)$ は $\infty$ に近
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つく $s$ 個の”水路 ‘’を持つ。 (4.1節の図参照)

3 Newton 写像の特徴付け

一般に $d$ 個の相異なる根を持つ多項式に対する Newton 写像が、 $d$ 次の有理関数にな

り、 多項式の各根が、 その有理関数の吸引的不動点になる。

この章では有理関数がある多項式の Newton 写像と共役になるための特徴づけをする。

いくつかの必要な概念を Milnor [Mil] から引用する。

定義 1 有理関数 $f(z)$ : $\overline{C}arrow\overline{C}$ の不動点 $z_{0}$ の multiplicity を
$f’(z_{0})\neq 1$ のとき 1
$f’(h)=1$ のとき $z_{0}$ で工 aylor展開をして

$f(z)=z_{0}+(z-z_{0})+a(z-z_{0})^{m}+\cdots(a\neq 0)$

となるときの $m$

とする。

定義 2 正則関数 $f(z)(\not\equiv z)$ の不動点 $z_{0}\neq\infty$ の (holomorphic) index を次の式で

定義する。

$\iota(f;z_{0})=\frac{1}{2\pi i}\int_{|z-zo|=\delta}\frac{1}{z-f(z)}dz={\rm Res}$ $( \frac{1}{z-f(z)};$ 掬 $)$

multiplicity と index に関して、次のことが知られている。

定理 (Milnor ) 有理関数 $f(z)(\not\equiv z)$ : $\overline{C}arrow\overline{C}$ に対して、次のことが成り立つ。

1. 不動点での index の和は 1: $\sum\iota(f;z)=1$

$f1^{z)=z}$

2. $z_{0}$ が $f$ の不動点で、 そこでの固有値が $\lambda\neq 1$ ならば、 $\iota(f;z_{0})=\frac{1}{1-\lambda}$

3. index は local analytic invariant である。
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定理 1 $d$ 次の有理関数に関して次の 2条件は同値である。

1. $f(z)$ が相異なる $d$ 個の不動点 $z_{0},$ $\cdots,$ $z_{d-1}$ を持ち、 それぞれの固有値が、 $f’(z_{1})=$

$\frac{m\cdot-1}{m:}$ である。

2. 相異なる $d$ 個の根を持つ多項式 $p(z)$ が存在して、 $f$ と $N_{p}$ とは共役となる。

系として、Head [Hea87] の結果がある。 これは、上の定理で、不動点がすべて超吸引

的な特別な場合である。

系 1 $d$ 次の有理関数に関して次の 2つは同値。

$\bullet$ $f(z)$ が相異なる $d$ 個の超吸引的不動点を持つ。

$\bullet$ 相異なる $d$ 個の単根を持つ多項式 $p(z)$ が存在して、 $f$ と $N_{p}$ とは共役となる。

定理の証明

$2$ . $\Rightarrow 1$ . は明らかなので、 $1$ . $\Rightarrow 2$ . を証明する。 $\deg(f(z))=d$ より、 $f(z)$ は与え

られた $d$ 個の不動点の他に、 もう一つ不動点を持つ、 これを (とおく。 $z_{0},$ $\cdots,$ $z_{d-1}$ の

multiplicity が 1であることより Y $k= \sum m$; とおけば Y index の計算により、 $f’( \zeta)=\frac{k}{k-1}$

を得る。 よって、 $\zeta$ は反発的不動点である。

$\zeta\neq\infty$ の時は、座標変換 (M\={o}bius 変換) によって $\zeta=\infty$ となるようにする。新しく

できた有理写像 $\hat{f}$ を再び $f$ と書くことにする。 このとき、適当な多項式 $Q,$ $R$ によって

$f(z)= \frac{Q(z)}{R(z)}$ , $\deg Q=d,$ $\deg R<d$ ,

とできる。



191

また、 $f(z;)-z;=0(i=0, \cdots,d-1)$ より

$f(z)=z+ \frac{c\cdot\Pi(z-z:)}{R(z)}$

となる。 ここで, $p(z)=c \cdot\prod(z-z_{i})$ とする。各不動点 $z$: での固有値が $\frac{m\cdot-1}{m:}$ であること

より、

$R(z)= \sum_{=:0}^{d-1}m_{i}\prod_{:\neq j}(z-z_{j})$

がわかる。 ここで

$P(z)=p(z) \cdot\prod_{=:0}^{d-1}(z-z_{i})^{m_{i}-1}=c\cdot\prod_{=:0}^{d-1}(z-z:)^{m_{i}}$

と置けば、

$f(z)=z- \frac{P(z)}{P’(z)}$

を得る。 I

4 鉢の幅について

ここでは、 $d$ 次多項式として次のような多項式を考える。

$p(z)=z^{d}+a_{d-2}z^{d-2}+\cdots+a_{0}$ $(|a_{i}|\leq 1)$

このような多項式の族を centered な $\mathcal{P}_{d}(1)$ という。 このとき多項式の根は全て、原点

中心の半径 2の円に含まれる。さらに Lucas の定理によって $p’(z)=0$ の根も、多項式の

根の凸閉包に含まれる。

$p$ と $q$ が多項式で、$q(z)=p(az+b)$ のとき $N_{p}$ と $N_{q}$ は $z\mapsto az+b$ によって共役に

なるので、Newton 法を研究するときには上のような $\mathcal{P}_{d}(1)$ に属する centered な多項式

のみを考えれば十分である。



192

4.1 直接鉢の性質

Manning [Man86] と Sutherland [Sut90] の結果を中心に| 多項式の Newton 写像の直

接鉢の幅の下からの評価を考える。 ここでの直接鉢の幅とは、原点を中心、半径 $R$ の円

上に中心を持ち根 $\alpha$ の直接鉢にすっぽりはいるような円の直径のことをさすことにする。

(下図参照)

$- 5^{\langle X^{\langle}}5$

$-5^{\langle}\nu^{\langle}5$

5I 乙王桶寡$TICFI$

$(\approx*1)(z- 1)^{\wedge}2$

$S$科\infty HI6 俺 IU $N6TH$ DEPT $-$
$\circ z-\emptyset 8-1$

Newton 写像に対して、根 $\alpha$ の直接鉢 $B(\alpha)$ は単連結であることが知られている

[Prz89] 。よって、Riemann の写像定理より単位円板 $D$ から $B(\alpha)$ へ $0$ を $\alpha$ に移すよ

うな解析的微分同相写像がある。 これを用いて、 $N|_{B(\alpha)}$ とブラシュケ積 $M$ を共役にする

ことができる。 [Bur79]

$B(\alpha)$
$arrow^{N|_{B(\alpha)}}B(\alpha)$

$h\uparrow$ $\uparrow h$

$D$
$arrow^{M}$

$D$

$M(z)=ze^{i\theta} \prod_{j=1}^{\cdot}\frac{z-\mu_{j}}{1-\overline{\mu}_{j^{Z}}}$

$M(z)$ は $0$ を吸引的不動点として持ち、単位円上の $\xi_{1},$ $\cdots,\xi_{\iota}$ を反発的不動点として持つ。
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特に $\alpha$ が単根で $B(\alpha)$ が free critical point を含まな $V\backslash$ とき、 $M(z)=z^{2}$ になる。

次のような Manning による可換図を考える。

$\overline{C},\inftyarrow^{R}\overline{C},0$ $arrow^{L_{M}}$
$D,\xi$ $arrow^{h}B(\alpha),\infty$ $arrow^{L_{N}}\overline{C},\infty$

$\frac{d-1}{d}z\downarrow$ $M’(\xi)z\downarrow$ $M(z)\downarrow$ $\downarrow N|_{B(\alpha)}$ $\downarrow\frac{d-1}{d}z$

$\overline{C},\inftyarrow^{R}\overline{C},0$
$arrow^{L_{M}}$

$D,\xi$ $arrow^{h}B(\alpha),\infty$ $arrow^{L_{N}}\overline{C},\infty$

ただし、 $L_{N}$ は $N|_{B(\alpha)}$ の $\infty$ における Shr\={o}der 関数方程式の解、 $L_{M}$ は $M(z)$ の $\xi$ にお

ける Shr\={o}der 関数方程式の解、 また R(z)=z–ll$\circ\circ$l\iota R\leftarrow とである。
ここで $S$ を合成写像 $L_{N}ohoL_{AI}^{-1}oR^{-1}$ とおき、 $W=S^{-1}(V)$ とすれば、 $W$ はセク

ターで $\infty$ での角度は、

$\pi\frac{\log(\frac{d}{d-1})}{\log(M’(\xi))}$

になる。下図参照。

$\ovalbox{\tt\small REJECT}^{\wedge}\Gamma$

珂
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4.2 直接鉢の幅をはかる

この節では根 $\alpha$ の直接鉢 $B(\alpha)$ の無限遠点での基本領域での最峡部分の幅を下から評

価をすることによって、鉢の幅を求めることにする。

まず、写像 $L_{N}$ の形より $B(\alpha)$ の $\infty$ の近くでの点の動きは $z \mapsto\frac{d-1}{d}z$ で、原点に近

寄ってくるので、各軌道が 1回だけ通過するような基本領域をとることができる。 この領

域 $A_{V}$はトーラス内のアニュラスと同相になり、その modulus は $W$ の角度から計算でき

て Y $\frac{\pi}{\log M((\xi))}$ となる o ([Sut90] の Lemma 3.2) これを セクター $V$の”opening modulus”

と呼ぶ。

$\approx=$

$117$

寡-

次の定理は上でのアニュラス $A_{V}$の最峡部分の幅をを求めるもので、 [Sut90] の Propo-

sition 3.5にあたるものであるが、 $B(\alpha)$ の形によっては適用できない場合があったので、

一部訂正した。また、 これにより下限の値も訂正されている。宍倉光広氏のアドバイスに

よるものである。

定理 2 $T$ を $C/(Z\oplus Z\tau)$ と同型なトーラス、 $A$ を上の意味で $T$ に含まれる modulus
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が $m$ のアニュラスとする。

このとき $A$ の境界の間の距離は少なくとも

$\frac{2k\exp(\pi/2m)}{1+\exp(\pi/m)}$

である。ただし、 $k= \min\{1,\Im(\tau)\}$ 。

定理の証明

下図のように

長軸 $(- \frac{r+\underline{1}}{2},$ $\frac{t+\underline{1}}{2})$ , 短軸 $(- \frac{r-\underline{1}}{2},$ $\frac{r-\underline{1}}{2})$

の楕円から 2点 $-11$ を取り除いたものを $E$ とする。 この楕円の曲線族 $\Gamma$ として、楕

円の境界を結ぶ曲線で、区間 $(-1,1)$ を通るものを考える。

また、 アニュラス $\{z;\frac{1}{r}<|z|<r\}$ から 2点-1,1を取り除 $V\backslash$たものを $PA$ とおき、

その上の曲線族 $\Gamma’$ として、アニュラスの内部の境界と外部の境界を結ぶものを考える。

$Z+\underline{1}$

写像 $z\mapsto\cdotarrow$ は $PA$ から $E$ への 2対 1写豫で等角である。
2

$-\supset$

$PA$ $E$
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こ.こで、 $\Gamma’$ の極値的長さが計算できて、

$\lambda(\Gamma’)=\frac{1}{\pi}\log r$

よって、

$\lambda(\Gamma)=\frac{2}{\pi}\log r$

である。

トーラス内のアニュラス $A$ を適当に平行移動して最峡部分を $T$の中心にくるように

する。

最峡部分の長さを $S$ とし、楕円 $E$ を $\frac{\delta}{2}$ 倍して $T$

に埋め込む。

1対 1に埋め込むために、 $r= \frac{k}{\delta}+\ulcorner(\frac{k}{\delta})^{2}-1$ ,

$(k= \min\{1, \Im(\tau)\})$ とする。
$A$ 内の曲線族 $\Gamma_{A}$ として $A$ 内の閉曲線で、ホモト
ピーが $0$ でないものを考えると、

$\delta$ について解くと、

$S \geq\frac{2k\exp(\frac{\pi}{2m})}{1+\exp(\frac{\pi}{m})}$
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上の定理により次の定理を得る。 これは Sutherland の結果を修正したものである。

定理 3 $\xi$ を $M(z)$ の不動点とするとき、 $B(\alpha)$ は, すくなくとも、中心が $t\epsilon\in B(\alpha)$ ,

$(|t_{\xi}|=R>2(d+1)/(d-1))$ ,で半径

$\frac{(R-2)}{3d(1+\sqrt{(M(\xi))})}$

の円を含む。

53次多項式の鉢の幅について

5.1 細い水路をもつ直接鉢

この節では、根 $\alpha$ の直接鉢の境界と、それの吸引鉢の境界が交わることがあるか ? と

いうことを考える。視覚的な面から簡単にいえぱ、「直接鉢に、 自分と同じ色のコブがつ

くか ? 」 ということである。 もしこのようなことが生じれぱ、 $\infty$ にのびるいくらでも細

い水路をもつ直接鉢がえられる。従って、直接鉢の幅を、多項式の次数のみで下から評価

することは出来ない 0 このとき $\infty$ にのびるいくつかの水路のうちで最も幅の広い水路の

幅をもって、その直接鉢の幅とすれば、多項式の次数のみで、直接鉢の幅を下から評価す

ることが出来ないだろうか。

以下では 3次多項式に話を限る。共役性により次の Thurston model を用いて一般性

を失わない 0

$\{p_{\lambda}(z) = (z-1)(z+\frac{1}{2}+\lambda)(z+\frac{1}{2}-\lambda)\}$

$\{N_{P\lambda}(z)$ $=$ $\frac{2z^{3}+\lambda^{2}-\frac{1}{4}}{3z^{2}-(\lambda^{2}+\frac{3}{4})}\}$
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ここで A を、

$\Lambda$ : $[- \frac{1}{2},$ $\frac{1}{2}]\cup\{-\frac{1}{2}+e^{i\theta}$ ; $0 \geq\theta\geq\frac{\pi}{3}\}\cup\{\frac{1}{2}+e^{i\theta}$ ; $\frac{2\pi}{3}\geq\theta\geq\pi\}$

のようにすれば A は、 この 3次 Newton 写像のパラメータ平面の基本領域である $[Lei]$。

すなわち任意の $NN_{p}$ にたいして、共役となる $N_{P\lambda},$ $\lambda\in\Lambda$ が存在する。 (下図参照)

TtUrston mcxSel
$\infty la||\mathfrak{v}tor$ pl ene

SOPHIA LNIU MQTH
$92-\emptyset 8-\downarrow$

Thurston model では族 $\{N_{p\lambda}\}_{\lambda}$ に共通に $\infty$ はいつでも反発的不動点であり、 $0$ は free

critical point である o その critical value $- \frac{\lambda^{2}-14}{\lambda^{2}+3/4}$ の存在範囲は Y $\lambda\in\Lambda$ のとき原点を中

心とする半径 3の円に含まれる。

ここで $0$ が前周期点になるようなパラメータ $\lambda$

、 たとえば、 $0arrow N_{P\lambda}(0)arrow\infty$ となる

$\lambda$ を求める。 それは次の方程式の解である。

$\lambda^{6}-\frac{3}{4}\lambda^{4}+\frac{51}{16}\lambda^{2}+\frac{15}{64}=0$

このパラメータに対する罵の鉢の様子は次のようになる。直接鉢に、吸引鉢がついて

いる。
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ロ\angle \neg -\cap $\circ$ -1

方程式の根 $\lambda$ は、 いわゆる Mi$s$ iurewicz point である。 この値を中心にしたパラメー

$Tb$ ’ rston $||rrJ^{\rho}1$

Ju I $i$ a $–\vee t$
$Tt_{tJ\Gamma S}t\cap n|m$ el

$\Gamma^{\epsilon}aram\uparrow\cdot rr|an\circ$

この $\lambda$ を少し摂動させて $\tau$ とすると $N_{Pr}$ の froe critical point が直接鉢の中に入って

$\infty$ に延びる新たな細い水路ができる。 したがって直接鉢は $\infty$ に延びる 2本の水路を持

つ。 $\tau$ の取り方によってこの水路の幅はいくらでも小さくすることができる。すなわち、



200

前節の鉢の幅がいくらでも $0$ に近づくような例をつくることができるのである。

$\lfloor coe[r$ :
. $\infty s|$ . .33

$-5^{/v\langle}5$

$-\ddagger i\langle\sim V^{\langle}5$

$c_{0}|$ 乙 E憶\Omega T $|\alpha\sqrt{}$

$\uparrow r\uparrow$ . $\cdot|$

$<\cap p--$. Io $L^{|\}|}I^{||}It6\uparrow HC^{}\Xi^{p}T-$ $92-\emptyset R--\downarrow$

このように 2本以上の水路がある場合には、 $\infty$ の近傍で直接鉢のセクターを取るとき

に太い方を取ることは自然である。直接鉢の水路の幅は、free critical point のある場所に

よって決まるのではないかと考えられる。

まず、$p(z)$ の根 $\alpha$ が単根で、その直接鉢に free critical point を 1つ含むときを考える。

馬と共役なブラシュケ積は次のような形をしている。

$M(z)=z^{2} \frac{z-\mu}{1-\overline{\mu}z}$

この $M(z)$ の単位円上での不動点を計算すると、

$\xi_{l}=ib+\sim($『$-b^{2},$ $\xi_{2}=ib-\sqrt{1-b^{2}}$, ただし $\mu=a+ib$

となる。 そこでの固有値を計算すると

$M’( \xi_{1})=2+\frac{1-a^{2}-b^{2}}{(\sqrt{1-b^{2}}-a)^{2}},$ $M’( \xi_{2})=2+\frac{1-a^{2}-b^{2}}{(-\sqrt{1-b^{2}}-a)^{2}}$

ここで、 $a>0$ なら $3\geq M’(\xi_{1})>M’(\xi_{2})$ .
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したがって、セクターを考えるとき、 $\xi_{2}$ に対する方が opening modulus が大きいことが

わかる。この大きいほうの modulus の最小値は $\frac{\pi}{\log 3}$ となる。 また丘 oe critical point を含

まない直接鉢のセクターの opening modulus は $\frac{\pi}{\log 2}$ である。すなわち $\frac{\pi}{\log 3}<\frac{\pi}{\log 2}$ である。

定理 3の $R$ として $R>3$ と取れる。

ここで、半径 $R$ の円周の $N_{p}$ による像を考えれば、それはもとの円内に含まれるよう

な閉曲線となるので、それらを境界とするアニュラス $A_{R}$ を作ることができる。4.2節で

作った無限遠点でのアニュラス $A_{V}$ で $N_{p}$ のイテレーションによって $A_{R}\cap B(\alpha)$ の上に

一価に写るようなものが存在するので、 $A_{R}$ のセクターは $A_{V}$ のセクターと同じでこれに

よって opening modulus を求めれば、 $\frac{\pi}{\log M’(\xi)}$ となる。定理 2より $A_{R}$ の最峡部分の幅

の評価が決まる。

ここで、 $\log(A_{R})$ を考えれば、下図のようになるので、

これによってトーラスを作り 4.2節の議論を繰り返せぱ、直接鉢の幅として、

$\frac{2(R-2)}{3d(1+\sqrt{(M’(\xi))})}$

を得る。

いま、 $R=3,$ $d=3,$ $M’(\xi)=3$ として ‘ $\frac{2}{9(1+\sqrt{3})}$ を得る o

$\infty$ にのびるいくつかの水路のうちで最も幅の広い水路の幅をもって、その直接鉢の幅

とすれば次の定理を得る。

定理 4 3つの相異なる根を持つ centered な 3次多項式を $P\in \mathcal{P}_{d}(1)$ とする。 このと
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き $N_{P}$ 0直接# $B(\alpha)\dagger fH^{I_{J\llcorner\backslash t}^{\backslash }},$ $|t|=3$ 半径 $\frac{1}{9(1+\sqrt{3})}$ の円盤を含む。
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