
58

最近の素数判定アルゴリズム

工学院大学 牧野潔夫 (Isao MAKINO)

1. はじめに

計算の複雑さをを表わすために “計算量” という言葉がある。厳密な定義は長くなるの
でここでは述べないが、簡単にいえぱ “計算 (四則) を行う回数” である。ある問題を解決
するために計算をするとき、その計算量が入カサイズ $l$ の多項式以下のとき、計算量は多
項式時間 (または確定的多項式時間) であるといい、ある問題が多項式時間の計算量で計
算する方法があるとき、その問題を (確定的) 多項式時間計算可能問題という。計算量が $l$

の指数関数になると $l$ が大きくなれば殆ど計算不能であるので、ある問題が多項式時間計
算可能であることは実際に計算するうえでは重要なことである。 しかしある問題が多項式
時間計算可能であるかどうかを判定するのは大変困難なことである。
更にある問題を解くとき、特定の選択肢の中から 1 っを任意に選ぶ必要があり、そのう
ちうまい選択をとると計算量が多項式時間になるもの (実際に計算を完了するまでうまい
選択かどうかかはわからない) が選択肢全体の “

$1/$ ( $l$ の多項式)” 以上ある問題を確率的多
項式計算時間可能問題ということにする。
以下の章では $N$ が素数かどうかを判定する問題の計算量を考える。 この問題では入力
サイズは $N$ の桁数であるから、多項式時間計算可能かどうかは、計算量が $\log(N)$ の多
項式以下かどうかを調べればよい。近年得られた結果のうちここで紹介するものは次のも
のである。

ほとんど全ての素数は確率的多項式時間で素数と判定できる (Goldwasser-Kilian)。

素数判定は確率的多項式時間計算可能問題である (Adelman-Huang)。

一般 Riemann 予想を仮定すると、素数判定は確定的多項式時間計算可能問題である
$(Miller)_{0}$

以上の事実は近年の計算機の発展が数学に与えた影響により得られた結果のひとつで
あるといってもよい。 またここでは扱わないが、最近の素数判定法に Gauss 和を用いた
Adelman-Rumely-Pomerance の方法 $[1]$

、 Jacobi 和を用いた Cohen-Lenstra の方法 $[5]$
、

Bosma-van der Hulst の方法 [4] や楕円曲線を使った Moran 方法 [17] などがある。
この小論を書くにあたり、立教大学の木田祐司先生に参考文献の提供等多大の援助を受

けました。記して感謝の意を表します。
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2. 合成数判定

定理 1 (Fermat の小定理)
$N$が素数で $GCD(a, N)=1$

ならば
$a^{N-1}\equiv 1mod N$ (1)

である。

また次の定理も成立する。

定理 2(Euler の規準)
$N$ が素数で $GCD(a, N)=1$

ならば
$a^{\frac{N-1}{2}} \equiv(\frac{a}{N})mod N$ (2)

が成り立つ。ただし $( \frac{a}{N})$ は平方剰余記号である。

次の定理は単純だが強力である。

定理 3 (Miller)

$N$ を素数とし $GCD(a, N)=1,$ $N-1=2^{s}d,$ $GCD(d, 2)=1$

とすると
$a^{d}\equiv lmod N$ 又は $a^{2^{k}}\equiv-1mod N(0\leq\exists k\leq s-1)$ (3)

が成立する。

さてこれらの三定理の帰結 (1), (2), (3) は素数であることの十分条件ではあるが必要条
件ではない。即ち $N$ が条件 (1) (または (2), (3)) を満足しないならば $N$ は素数でない即
ち合成数とわかるが、 $N$ が (1) (または (2), (3)) を満足しても $N$ が素数であるとはいえ
ない。例えば 341は $a=2$ のときの (1) を満足するが、 $341=11\cross 31$ であって素数で
はない。 このような合成数を $a$ (今の例では 2) を底とする疑似素数 (pseudo prime with
a base $a$ ), 記号で $psp(a)$ と表す。例えば $217=7\cross 31$ は $psp(5)$ である。同様に Euler
の定理の (2) を満たす合成数を $a$ を底とする Euler疑似素数 (Euler pseudo prime with a
base $a$ , 記号で epsp$(a))$ といい、定理 3の場合は、 (3) を満たす合成数を、 $a$ を底とする
強疑似素数 (strong pseudo prime wit a base $a$ , 記号で sPsP$(a)$ ) という $\circ$

$1105=13\cross 17$

は epsp(2) であり、 $2047=23\cross 89$ は spsp(2) である。
$N$ に対して $a$ を十分たくさん動かしたとき、即ち $GCD(a, N)=1,$ $(1\leq a\leq N)$ なる $a$

をすべて動かしたとき、 これらの定理の条件 (1), (2), (3) を満足する数 $N$ が素数になる
かどうかを考える。残念ながら $N$ が $1\leq a\leq N(GCD(a, N)=1)$ なる全ての $a$ に対し
条件 (1) を満たしても、即ち $GCD(a, N)=1,1\leq a\leq N,$ $GCD(a, N)=1$ なる全ての $a$

に対し $a^{N-1}\equiv 1mod N$ であっても、 $N$ が素数であるとはいえない。 このような合成数を
Carmicae 1数という。一番小さい Carmicael 数は $561=3\cross 11\cross 17$ である。 Carmicael
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数が有限個か無限個かどうかという問題は未解決である。 しかし条件 (2) に対してはつぎ
の事実が成立する。

命題 4 [21]
$GCD(a, N)=1(1\leq a\leq N)$ なるすべての $a$ に対し $N$ が (2) を満たすならぱ $N$ は素数

である。

また

定理 5
任意の $a(GCD(a, N)=1)$ に対し

$N$ が (2) を満たすならば (1) を満たす。
$N$ が (3) を満たすならば (2) を満たす。

この定理 5と命題 4により次の定理が成立する。

定理 6
$GCD(a, N)=1(1\leq a\leq N)$ なるすべての $a$ に対し $N$ が (3) を満足するならば $N$ は素

数である。

故に $N$ が合成数かどうかを調べるには $GCD(a, N)=1$ なる $N$ 以下の素数に対し $N$ が

$a$ を底とする Euler擬似素数 (または強擬似素数) かどうか調べれば良い。つま り (2)(また
は (3)) が成立するかどうかをみれば良い。 $a$ を一つきめて $N$ が (2) (または (3)) を満た
すかどうか調べることを Solovay-Strassen テスト ((3) の場合は Miller-Rabin テスト) と

いうこともある。 $N$ が素数でないならば、 ある $a$ に対し $N$ は. $a$ を底とする Euler擬似
素数 (強擬似素数) でない。 $N$ が合成数ときこのような $a$ がどの程度あるかは次の命題 7
でわかる。

命題 7 $[18, 19_{e}]_{:}$.
$N=\Pi_{i=1}^{r}p_{i}$ を $N$ の素因数分解とし、 $v_{2}(a)$ を a=2v2(a)a’(a’は奇数) となる整数とす

る。更に $\nu_{0}=v_{2}(N-1),$ $\nu_{i}=v_{2}(p_{i}-1)(1\leq i\leq r),$ $\nu=\min_{1\leq i\leq r}\nu_{i},$ $N-1=2^{\nu_{0}}N’$ ,
$p_{i}-1=2^{\nu;}p_{i}’$ とする。

1. $Lss(N)= \{a\in(Z/NZ)^{*}|a^{\frac{N-1}{2}}\equiv(\frac{a}{N})mod N\}$ とすると

$\neq L_{SS}(N)=\delta_{N}\prod_{1\leq i\leq r}(\frac{N-1}{2},p_{i}-1)$

但し

$\delta_{N}=\{\begin{array}{l}2\nu=\nu_{0}1/2\nu_{i}<\nu_{0}(\text{ある一の}i\text{に対して})1k\emptyset ffi\end{array}$

2. $L_{MR}(N)=$

{ $a\in(Z/NZ)^{*}|a^{N’}\equiv 1mod N$ , またはある $k(1\leq k<\nu_{0})$ に対し $a^{2^{k}N’}\equiv-1mod N$ }
とすると

$\# L_{MR}=(1+\frac{2^{r\nu}-1}{2^{r}-1})\prod_{1\leq i\leq r}(N’,p_{i}’)$
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この結果を用いると

系 A
$N$ が合成数ならば

$\frac{\# L_{SS}}{\varphi(N)}\leq\frac{1}{2’}$ $\frac{\# L_{MR}}{\varphi(N)}\leq\frac{1}{4}$

(ただし $\varphi$ は Euler 関数)

系 $B$

$N$ が合成数ならば $A_{N}=\{m:0\dot{(}id|m\leq N\}$ とすると

$\lim_{Narrow\infty}\frac{1}{\neq A_{N}}\sum_{m\in A_{N}}\frac{\# L_{MR}(m)}{\neq L_{SS}(m)}=\frac{1}{2}$

が示される。
以上より次のことがわかる。

1. $N$ が合成数のとき $N$ と互いに素な $a$ を random に取ると $N$ が epsp$(a)$ とならない

確率は $\frac{1}{2}$ 以上である。

2. $N$ が合成数のとき $N$ と互いに素な $a$ を random に取ると $N$ が spsp$(a)$ とならない

確率は $\frac{3}{4}$ 以上である。

3. Miller-Rabin テストは Solvay-Strassen テストより倍以上確かである o

先に述べたように、 $N$ が合成数ならば $a$ を 2, 3, 5, $\ldots$ と素数を動かしてゆけば $N$ 以下
のある値で必ず $N$ は epsp$(a)(spsp(a))$ にならない。つまり以上をまとめると、 ある正の
整数 $c$ と $z_{+}\cross Z_{\dagger}$ から {合成数、不明} への多項式時間で計算可能な関数 $\mathcal{F}$ があって

1. 任意の合成数 $n$ に対し
$a$ .

$\mathcal{F}(n, r)$ =”不明 ”または”合成数” for all $r$

$b$ .
$\frac{\#\{r|\log r\leq\log^{c}n,\mathcal{F}(n,r)=\text{合}R\text{数}\}}{\#\{r|\log r\leq\log^{c}n\}}\geq\frac{1}{2}$

( $\frac{1}{2}$ は Miller-Rabin テストを用いると $\frac{3}{4}$ になる。 )
$\mathcal{F}(N, r)$ は $N$ が合成数かどうかを判定する関数で補助数 $r$ (Solovay-Strassen test の $a$

と思って良い) を必要とする。 $N$ が素数ならば ‘\mbox{\boldmath $\zeta$}不明’’ になり $N$ が合成数ならば適当な
$r$ の集合で半分以上の $r$ に対し “合成数” となる。即ち $N$ が合成数なら確率 $\frac{1}{2}$ 以上で
$O(\log^{k}p)$ ( $k$ は $p$ に関係しない定数) の計算量で判定できる。即ち $N$ が合成数ならばその
判定は確率的多項式時間問題である。
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3. Miller の方法

繰り返してのべるが命題 4により

$N$が合成数ならばある $a(1\leq a\leq n, (N, a)=1))$に対し $N$は (2) $((3))$を満たさない。

$N$が素数ならば全ての $a(1\leq a\leq N, (N, a)=1)$に対し $N$は (2) $((3))$を満たす o

故に $N$ の素数判定は $1\leq a\leq$ $N(N, a)=1$ なるすべての $a$ に対し Solovay-Strassen
テスト (または Miller-Rabin テスト) を行えぱよい。 しかしこのような $a$ の数は $\varphi(N)$ 個
あり、 かなり多い。 $N$ が素数か合成数 (epsp$(a),$ $spsp(a)$ でない) かを決定するにはどの
程度の $a$ まで調べたらよいのかを考えよう。つまり $N$ が合成数のとき $N$ が epsp$(a)$ に

ならない最少の $a$ を考える。容易に解るように $L_{SS}(N)$ は群である。 したがって剰余群
$G_{N}=(Z/NZ)^{*}/L_{SS}(N)$ が定義される。更に $N$ が合成数のとき命題 7系 A より $G_{N}$ は

$\{e\}$ でない。 したがってこの群のある恒等指標でない Dirichlet 指標 $\chi$ と $\chi(a)\neq 1$ とな

る元 $a\in G_{N}$ が存在する。 このとき $N$ は epsp$(a)$ ではない。 この $a$ の値の上からの評価
を考えればよいのであるがこれは大変難しい。素数判定を多項式時間内に行えることを保
証する評価を得るには、現在のところ一般 Riemann 予想を仮定する必要がある。

一般 Riemann 予想
$\chi$ を Dirichlet 指標とすると L- 関数 $L(s, \chi)$ は ${\rm Res}> \frac{1}{2}$ で零点を持たない。

この予想の仮定の下で
任意の trivial でない $N$ を法とする Dirichlet 指標 $\chi$ に対し、 ある $a\in Z,$ $a=O(\log^{2}N)$

があって (具体的には $a<2\log^{2}N$) $\chi(a)\neq 1$ となる。

が示される [3]。
$G_{N}$ の trivial でない指標 $\chi$ を考えると、上の結論より $N$ が合成数のとき、 ある $a<$

$2\log^{2}(N)$ があって $\chi(a)\neq 1$ となる。即ち $N$ が epsp$(a)$ でないということが示される。 $\chi$

は Dirichlet 指標ということしかわからないが $\chi$ を特定することができる。一般 Rieman
予想は非常に難しいので $\chi$ を特定しても証明の困難なことは変わりがないと思われる。
しかし $\chi$ を決めておくことは理論上興味がある。以下の事実により、素数判定に必要な

$\chi$ は平方剰余記号に限定して良いということが結論される。
定理 8[12].

$N$ を suare free の合成数とする。 このとき $p|N$ なる素数 $p$ で $p\equiv 1mod4$ となるもの、
または $p,$ $q|N$ なる素数 $p(\neq)q$ で $pq\equiv 1mod4$ となるものが存在する。 この $mod 4$ で 1と

合同になる $p$ または $pq$ を $d$ とし $\chi(a)=(\frac{a}{d})$ とする。 L- 関数 $L(s, \chi)$ が一般 Riemann 予
想を満たすとするとある $a<O(\log^{2}N)$ があって $N$ は spsp$(a)$ でない。
これらのことより $N$ は Miller法で $O(\log^{5}N)$ の計算量で素数か合成数か判定できる。

即ち

一般 Riemann 予想の仮定の下で素数判定は確定的多項式時間問題である。

実験結果 [22] によると $N(<2\cross 10^{12})$ が合成数のとき、ある $a<2\log N$ log log $N$

(2 $\log^{2}N$ でない $!!$ ) が存在して、 $N$ は spsp$(a)$ にならない。
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4. 楕円曲線を用いた素数判定法

4.1. Goldwasser-Kilian の方法
整数 $a,$

$b$ に対して素数 $P$ を法とする楕円曲線 $E_{p}=E_{p}(a, b)$ とは

$Y^{2}\equiv X^{3}+aX+bmodp$

の解 $(xmodp, ymodp)$ の全体に仮想的な一点 $\mathcal{O}$ を付け加えた集合に次のような演算 $+$ を

定義したものである。
2点 $P_{1}=(x_{1}, y_{1}),$ $P_{2}=(X_{2,y_{2}})$ に対して $P_{3}=P_{1}+P_{2}$ の座標 $(x_{3}, y_{3})$ は
$x_{1}\not\equiv x_{2}$ の場合:

$\lambda\equiv(y_{2}-y_{1})(x_{2}-x_{1})^{-1}$

$x_{1}\equiv x_{2},$ $y_{1}\equiv y_{2}\not\equiv 0$ の場合:

$\lambda\equiv(3x_{1}^{2}+a)(2y_{1})^{-1}$

とし
$\nu\equiv-\lambda x_{1}+y_{1}$

とおけば
$x_{3}$ $\equiv$ $\lambda^{2}-x_{1}-x_{2}$

$y_{3}$ $\equiv$ $-\lambda x_{3}-\nu$

となる。
$X_{1}\equiv X_{2,y_{1}}\equiv-y_{2}$ の場合:

$\ovalbox{\tt\small REJECT}$ は $\mathcal{O}$になる。

ただし計算は全て $mod p$ で行う。つまり $(x_{2}-x_{1})^{-1},$ $(2y_{1})^{-1}$ は $(x_{2}-x_{1}),$ $(2y_{1})^{-1}$ の

逆元である。 また $\mathcal{O}$ は $(x, y)$ の型には書けなくて、 1変数増やして射影平面で考える
と $[0,1,0]$ と書けるものである。 この演算 $+$ で $E_{p}$ は可換群になる。零元は $\mathcal{O}$ である。

$E_{p}$ の位数に関しつぎの Hasse の定理は重要である。
定理 $9.(Hasse)$

$p+1-2\sqrt{p}\leq\# E_{p}\leq p+1+\sqrt{p}$

必ずしも素数と限らない一般の整数 $N$ を法とする楕円曲線の定義はかなり面倒にな
る。 この場合 $P_{1}+P_{2}$ が定義されないこともある。 このときも楕円曲線を $E_{N}$ とかくこ

とにする。

定理 10 (楕円曲線を用いた素数判定法)
$N$ に対しある $a$ , b(ただし $(N,4a^{3}+27b^{2})=1$ ) と $\mathcal{O}\neq M\in E_{N}(a, b)$ と素数 $q>N^{\frac{1}{2}}+$

$1+2N^{\frac{1}{4}}$ があって $qM=\mathcal{O}$ となれば $N$ は素数である。
証明
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もし $N$ が合成数ならばある素数 $p<\sqrt{N}$があって $p$ は $N$ を割り切る。 $qM=\mathcal{O}$ を

modulo $p$ で考えると $qM_{p}=\mathcal{O}_{p}$ となる。即ち $M_{p}$ の $E_{p}$ における位数 $m_{p}$ は $q$ の約数であ
る。故に Hasse の定理を用いると

$m_{p}\leq\neq E_{p}\leq p+1+2\sqrt{p}\leq N^{\frac{1}{2}}+1+2N^{\frac{1}{4}}<q$

となる。 $q$ は素数だから $m_{p}=1$ となり $M\neq \mathcal{O}$ と矛盾する。
証明終わり

Goldwasser-Kilian[7] の判定法は $\# E_{N}=2q$ ( $q$は素数で $N^{\frac{1}{2}}+1+N^{\frac{1}{4}}$ より大) となる楕円
曲線を探して $N$ の素数判定を行う。つまり

(1) $a,$
$b$ を rondom にとる。

(2)Schoof[20] のアルゴリズムにより多項式時間の計算量で $m=\# E_{N}$ を計算する。

(3) $m=2\cross q(q>N^{\frac{1}{2}}+1+N^{\frac{1}{4}})$ の型か判定し、なっていなければ (1) からやり直す。

(4) $E_{N}$ の点 $M$ で条件 $qM=\mathcal{O}$ を満たすものを探す。

(5) $q$ についても同じ方法で素数であることを示す。 (再帰)

を実行すする。

4.2. Goldwassr-Kilian 法の計算量
前節で解説した Goldwasser-Kilian の素数判定法の計算量を考える。

定理 11.(Lenstra,Jr. [15])
$N$ を素数とし $S$ を区間 $[N+1-\sqrt{N}, N+1+\sqrt{N}]$ に含まれる整数全体の部分集合と

する。 このとき

$\#’\{E_{N}|\neq E_{N}\in S\}\geq c_{1}(\neq S-2)\sqrt{N}/\log N(c_{1}>0)$

$\#’\{(a, x, y)\in(F_{p})^{3}|4a^{3}+27b^{2}\neq 0, \# E_{N}(a, b)\in S(b=y^{2}-x^{3}-ax)\}$

$\geq c(\# S-2)p^{5/2}/\log p(c>0)$

となる。但し $\#^{J}$ は $F_{p}$ 上の同型類の個数である。

Goldwasser-Kilian の方法では楕円曲線の位数 $\# E_{N}$ が

$N+1-2\sqrt{N}\leq\neq E_{N}\leq N+1+2\sqrt{N}$

の範囲でどのくらい 2 $\cross$ q(素数) の形になっているかが問題であった。素数 $q$ は $(N+1-$
$2\sqrt{N})/2\leq q\leq(N+1+2\sqrt{N})/2$ をみたすが Lenstra,Jr. の定理 11によりこのような
$(a, x, y)$ は $c\cross$ ( $\#$ ( $S$ に含まれる素数)–2)p5/2/log $P$ 個より多い。即ち
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$\frac{\#\{E_{N}|\# E_{N}=2\cross q,q\in S,q\text{は素数}\}}{\#\{E_{N}\}}$

$\geq c\cross\frac{\pi(\frac{N+1+\sqrt{N}}{2})-\pi(\frac{N+1-\sqrt{N}}{2})-2}{\sqrt{N}\log N}$

となる。 この分子の $\pi(\frac{N+1+\sqrt{N}}{2})-\pi(\frac{N+1-\sqrt{N}}{2})-2$ に関し次の Cramer の

予想がある。

Cramer の予想
ある正の定数 $c_{1},$ $c_{2}$ があって十分大きな $x$ に対し

$\pi(x+\sqrt{x})-\pi(x)\geq c_{1}\sqrt{p}/1og^{c_{2}}(x)$

である。またこの予想の確がらしさを支持するものに HeathBrown の定理がある。

定理 12. (HeathBrown[8])

$\iota(a, b)=\{\begin{array}{l}1,\#\{[a,b]\text{に含まれる素数の個数}\}\leq(b-a)/(2\lfloor loga\rfloor)0,k\emptyset ffi\end{array}$

とするとある定数 $\alpha$ あって十分大きな $x$ に対し

$\sum_{x\leq a\leq 2x}\iota(a, a+\sqrt{a})\leq x^{5/6}\log^{\alpha}x$

が成立する。
HeathBrown の定理からほとんどすべての素数 $N$ に対し位数が $2\cross q$ 型になる楕円曲

線が $E_{N}$ が十分ある。詳しくいうと

$\frac{\#\{E_{N}|\neq E_{N}=2\cross q,q\in S,q\text{は素数}\}}{\#\{E_{N}\}}\geq c\frac{1}{\log^{k}1N}$

となり定理 10. の条件を満たす $E_{N}$ (即ち $a$ と $b,$ $\# E_{N}=2\cross q,$ $q$ は素数で $N^{\frac{1}{2}}+1+N^{\frac{1}{4}}$

より大) が見つかる可能性がある。
多分素数と思われる数 $N$ の素数判定に $q=\# E_{N}/2$ が素数判定が必要になるがこ
の判定は再帰的にこの方法で行う。 $q<(N+1+2\sqrt{N})/2$ だから $q$ は $N$ よりかな
り小さいので素数判定は $N$ の場合より容易である。 $N$ が素数ならば $q$ も素数になりや
すいが (Cramer の予想と HeathBrown の定理) 必ずしもそうでない。従って $N$ が素数で
あることが証明できるにはある意味の”運”がよくないといけない。つまり $q$ が素数とな
る楕円曲線をうまくとる、 さらに $q$ が素数であることを示すのにまた楕円曲線をとる、
このとき新たに取った楕円曲線の位数が”運” よく 2と素数 $q’$ の積になっている必要があ
る。,q’ に関しても同様、...。 ”運” は Cramer の予想が成立しない部分では全く期待でき
ない。 HeathBrown の定理によればこのような部分は密度 $0$ である。即ち (Cramer の予
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想を仮定しなければ)”ほとんど”すべての数 $N$ に対し”運”がよいと (つまり $(1/\log(N)$

の多項式) 以上の確率で) 多項式時間で素数と判定できる。つまり

ほとんどすべての素数判定は確率的多項式時間問題である。

さらに Cramer の予想を仮定すれば ”ほとんど”の部分は取れて

素数判定は確率的多項式時間問題である

となる。

4.3. Adelman-Huang の方法
上述のように GoldWaser-Kilian の方法は Cramer の予想 (未解決) を用いる必要があ
る。 この部分を避けるために Adelman-Huang は超楕円曲線を使う素数判定法を考えた
[2]。

$p$ を素数とする。
$f\in F_{p}[x]$ を重根を持たない 6次多項式とするとき $y^{2}=f(x)$ で定義される平面曲線

$C=C(f)$ はいわゆる超楕円曲線である。
$C(f)$ に対応するヤコビ多様体を $J(f)$ とあらわす。 $J(f)$ の $F_{p^{-}}$ 有理点を $J(f)_{p},$ $J(f)_{p}$

の個数を $D(f)_{p}$ と表す。 $p$ が素数でないとき ( $N$ と表わす) も $J(f)_{N\text{、}}D(f)_{N}$ が考えら
れる。

定理 13.
$n_{\pm}(x)=x^{2}\pm 4x^{1.5}+6x\pm 4x^{0.5}+1$

とすると素数 $p$ に対し
$n_{-}(p)\leq D(f)_{p}\leq n_{+}(p)$

が成立する。
定理 11と同様にして次の命題 15が示される。

命題 14
ある $C(f)$ があって $D(f)_{N}$ が素数で $M=<a,$ $b>-<a,$ $-b>\in J(f)_{N}(b^{2}=f(a))$ が

$D(f)_{N}M=O$ となるならば $N$ は素数である。

これが Adleman-Huang の algorithm の主要部である o Goldwasser-Kilian 法のときと
同様に問題となるのは $D(f)_{N}$ ( $=q$ とする) が素数かどうかの判定である。 $q$ は定理 13に
より

$N^{2}-4N^{1.5}+6N-4N^{0.5}+1\leq q\leq N^{2}+4N^{1.5}+6N+4N^{0.5}+1$

となるがこれより狭い区間 $[N^{2}-N^{1.5}, N^{2}]$ に素数がたくさんあることが次の定理で保証
されている。

定理 15. (Iwaniec-Jutila[9])
ある正の数 $d$ があって十分大きな数 $x$ に対し

$\pi(x^{2})-\pi(x^{2}-x^{1.5})>\frac{x^{1.5}}{\log^{d}x}$

である。
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残る困難は次の問題である。楕円曲線の場合は $q(=\# E_{N})$ が素数かどうか問題になって
いる数 $N$ の約半分になっているのでより易しい問題にに帰着されている。 ところがこの

場合は $N$ の素数判定に大きさが約 $N^{2}$ の数 $q(=D(f)_{N})$ の素数判定が必要になる。 この

困難を解消するのが次の定理である。

定理 16.
ある正の整数 $a_{0}$ があって以下の五つの条件 (1)$-(5)$ を満たす任意の $a,p,$ $q$ に対し

$\frac{1}{\log^{74}p}\leq\ovalbox{\tt\small REJECT}\#\{\begin{array}{llllll} 0< g,h<p,4g^{3}+27h^{2} \not\equiv 0<g,h >\in Z^{2}| \# E_{p}(g,h)_{l}=lq,l\cdot.prime\lfloor\frac{a}{q}\rfloor\leq\leq\lfloor\frac{\alpha}{q}\rfloor+\lfloor\sqrt{\frac{a}{q}}\rfloor \end{array}\} \#\{<g, h>|g, h\in Z, 0<g, h<p\}$

である。

1. $a>a_{0}$

2. $p,$ $q$ は素数

3. $a\leq p\leq a+\sqrt{a}$

4. $( \pi(\frac{a}{q}+L_{q}^{a})-\pi(\frac{a}{q}))>\frac{\sqrt{a}}{10q\log q}$

5. $q\leq(2\log a)^{70}$

である。簡単にいえぱ、大きい素数 $p$ (条件 1, 3) と比較的小さい素数 $q$ (条件 5) で
$[ \frac{a}{q}, \frac{a}{q}+L_{q}^{a}]$ にはかなりの素数が存在する (条件 4) ものに対し、 $\# E_{p}(g, h)=lq$( $q$は素数)
となる $E_{p}(g, h)$ は全体の $1/(\log p)^{74}$ より多い。
前述の定理 16で問題となるのは条件 4. である。 このような $q$ がたくさんあるのを保証
されている。それを以下で解説する。

定義 17.
i)1以上の整数 $x$ が任意の $q<e^{\sqrt{\log x}}$ に対し

$\pi(\frac{x}{q}+\frac{\sqrt{x}}{q})-\pi(\frac{x}{q})>\frac{\sqrt{x}}{10q\log x}$

となるとき $x$ を full という。
ii) 3以上の $n$ に対し集合 $P(n),$ $B(n),$ $C(n)$ を次のように定める

$P(n)=\{(n, q_{1}, q_{2}, \ldots, q_{z})|$

任意の $i$ ( $1$ 任意\emptyset z\doteqdot l-i)(K\emptyset l*\leq i‘J(zlLi=\leq \leq --(lo\lfloor igz13on\leq -g)70nz1)/\leq )K
$($

に対-し qg(q1iio1togg$<qgn)\rfloor$素
$\text{数_{}1}n^{\backslash })_{i+}^{70},$

$\}$

$B(n)=\{(n, q_{1}, q_{2}, \ldots q_{z})\in P(n)|$ある $i$に対して $\lfloor\frac{n}{\prod_{j=1}^{i}q_{j}}\rfloor$ は fu垣でない。 $\}$
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$C(n)=\{(n, q_{1}, q_{2}, \ldots, q_{z})\in P(n)|$( $n,$ $q_{1},q_{2},$ $\ldots$ , qz)\in B(n)又は $L\frac{n}{\Pi_{j=1}^{z}q_{j}}$」は ample で $\text{な_{}V\backslash }\}$

定義 18.
$3\leq n\in Z$ に対し

$\neq B(n)$ 1
$<-$

$\overline{\# P(n)}-4$

が成立するとき $n$ を ample という。

定義 19.
$3\leq n\in Z$ に対し

$\frac{\# C(n)}{\neq P(n)}\leq\frac{1}{2}$

が成立するとき $n$ を very ample という。
これらの定義のもとで以下の命題が成立する。

命題 20.
任意の $\epsilon>0$ に対しある $x_{0}$ があって $x>x_{0}$ ならば

$\#$ { $n\in Z|0\leq n<x,$ $n$は fullでない} $<x^{\frac{5}{6}+\epsilon}$

命題 21.
$0\leq x\in Z$ とし

$\epsilon_{1}(x)=$ { $n\in Z|0\leq n\leq x,$ $n$は ampleでない}

とするとある $c< \frac{15}{16}$ があって十分大きな $x$ に対し

$\#\epsilon_{1}(x)<x^{c}$

命題 22.
十分大きな数 $n_{0}$ に対し $n>n_{0}$ のとき $n$ が ample It らば $n$ は very ample である。
これらの事実と定理 10.,11.,12. を用いて Adelman-Huang は次の定理を示した。

定理 23.(一般化された Goldwasser-Kilian の定理)
ある $0$ 以上の整数 $\beta$ と正の数 $c< \frac{15}{16}$ と多項式時間で計算できる $Z_{+}^{2}$ から {合成数、不
明} への関数 $H$ があって次の条件を満たす。

1. 任意の合成数 $n$ に対し $\gamma\{(n, r)=$ 素数、合成数、不明 for all 正の整数 $r$

2. 素数 $p$ に対し

$\alpha_{p}=\frac{\#\{r\in Z_{+}|\log r\leq 1og^{\beta}p,7\{(p,r)=\text{素数}\}}{\#\{r\in Z_{+}|\log r\leq\log^{\beta}p\}}$
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とし

$\epsilon(x)=\{p:prime|p\leq x, \alpha_{p}<\frac{1}{2}\}$

とすると
$\#\epsilon(x)(\leq\#\epsilon_{1}(x))<x^{c}$

となる。 ( $\epsilon(x)\subset\epsilon_{1}(x)$ であることに注意)

また Adleman-Huang[2] は次の定理を示した。

定理 24.

$S=\{(n, f)\in z_{+}\cross(Z/nZ)[x]|\deg f=6\}$

とする。 ある正の整数 $\alpha$ と多項式時間で計算できる $Z_{+}^{2}$ から $Z$ への関数 $\mathcal{G}$ があって

1. 任意の $(n, f)\in S$ ( $n$ は素数、 $f$ は多重根を持たない) に対し
$a$ .

$\mathcal{G}(n, r)=0$ or $D(f)_{n}$ for all $r\in Z$

$b$ .
$\frac{\#\{r\in Z_{+}|\log r\leq\log^{\alpha}p,\mathcal{G}((n,f),r)=D(f)_{n}\}}{\{r\in Z_{+}|\log r\leq log^{\alpha}p\}}\geq\frac{1}{2}$

2. 任意の $(n, f)$ ( $f$ は多重根をもつ) に対し

$\mathcal{G}((n, f),$ $r$ ) $=0$ for all $r\in Z$

3. 任意の $(n, f)\in S$ ( $n$ は合成数) に対し $\mathcal{G}((n, f),$ $r$ ) はすべての $r\in Z$ で素数でない。

これは楕円曲線の位数を多項式時間で計算する Schoof の algorithmsc超楕円曲線版
と思ってよい。 さらに Adeleman-Huang は次の定理も示した。 この定理のの証明は
Adleman-Huang[2] の約 2/3を費やすもので超楕円曲線で位数が素数になるものが
十分たくさん存在することの証明である。

定理 25.

素数 $p,$ $q$ に対し $N(p, q)=\#$ { $f\in F_{p}[x]|f$は多重根をもたない。 $D(f)_{p}=q$} と定め
ると二つの正の整数 $d,$ $e$ が存在して

$\frac{\#\{q1p.\cdot\cdot.primep^{2}N-(pp^{1.5}q)\leq_{<}q_{\frac{\leq_{5.5}p^{2}p}{\log^{e}(p)}}\}}{\#\{q|qprme,p^{2}-p^{1.5}\leq q\leq p^{2}\}}\geq\frac{1}{\log^{d}(p)}$

これら定理 23,24,25を用いるとつぎのことがいえる。

ある正の整数 $c$ と多項式時間で計算される $Z_{+}^{2}$ から {素数、合成数、不明} への関数 $\mathcal{F}$

があって
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1. 任意の合成数 $n$ に対し $\mathcal{F}(n, r)=$ 合成数、不明 for all $r\in Z$ $(0\leq r)$

2. 任意の素数 $P$ に対し

$\frac{\#\{r|1ogr\leq log^{c}p,\mathcal{F}(p,r)=\text{素数}\}}{\#\{r|\log r\leq Iog^{c}p\}}\geq\frac{1}{2}$

これが Adleman-Huang[2] の結論である。
さて証明であるが次の定理 26からすぐ解る。

定理 26.
ある正の整数 $t$ と $g\in Z[x]$ と多項式時間で計算される $Z_{+}^{2}$から{素数、合成数、不明} へ

の関数 $\mathcal{F}$ があって

1. 任意の合成数 $n$ に対し

$\mathcal{F}(n, r)=$ 合成数、不明 for all $r$

2. 任意の素数 $p$ に対し

$\frac{\#\{r|\log r\leq g(\log p),\mathcal{F}(p,r)=\text{素数}\}}{\#\{r|1ogr\leq g(\log p)\}}\geq\frac{1}{\log^{t}(p)}$

この定理 26の証明の outline を示そう (かなりの省略があるので詳しくは Adleman-
Huang を参照のこと)。

$S(p)=$ { $q\in[\rho^{2}-p^{1.5},p^{2}]|q$ : prime, $N(p,$ $q)>p^{5.5}/\log^{e}p$}

とし (定理 25参照)

$U(p)=\{(p, q_{1}, q_{2}, q_{3})|q_{1}\in S(p), q_{2}\in S(q_{1}), q_{3}\in S(q_{2})\}$

$T(p)=\{(p,q_{1}, q_{2},q_{3})\in U(p)|q_{3}\not\in\epsilon(p^{8})\}$

とする (定理 23参照)。 このとき

$\neq T(p)\geq\frac{p^{5.5}}{\log^{c_{1}}p}$

何故なら $V(q)=\{(p, q_{1}, q_{2}, q_{3})\in U(p)\}$ とすると

$\neq T(p)\geq\# U(p)-\sum_{q\in\epsilon(p^{8})}\# V(q)$

定理 15, 25より
$\# U(p)\geq p^{1.5}p^{3}p^{6}/\log^{c_{2}}p=p^{10.5}/\log^{c_{2}}p$
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更に $(p, q_{1}, q_{2}, q_{3})\in V(q)$ だから

$q^{1/2}\leq q_{2}\leq q^{1/2}+q^{1/4},$ $q_{2}^{1/2}\leq q_{1}\leq q_{2}^{1/2}+q_{2}^{1/4}$

従って $q\in\epsilon(p^{8})$ に対し $\# V(q)\leq pp^{2}=p^{3}$ 一方定理 25によりある $c_{3}(<7.5)$ があって
$\#\epsilon(p^{8})\leq p^{c_{3}}$ となる。故に $\#\epsilon(p^{8})\# V(q)<p^{3+c_{3}}(3+c_{3}<10.5)$ となり、十分大きな素数
$P$ に対し $\# T(p)\geq p^{105}/\log^{c_{4}}p$ が成立する。
また $(p, q_{1}, q_{2}, q_{3})\in T(p)$ に対し

$K((p, q_{1}, q_{2}, q_{3}))=\{(h_{0}, h_{1}, h_{3})|h_{0}\in F_{p}[x], D(h_{0})=q_{1}, h_{i}\in F_{q;}[x], D(h_{i})=q_{i+1}(i=1,2)\}$

$W(p)=\cup K((p, q_{1},q_{2}, q_{3}))$

とおくと定理 15,23により

$\neq K((p, q_{1}, q_{2}, q_{3}))>p^{38.5}/\log^{c_{5}}(p)$ $(38.5=10.5+4+8+16)$

$\# W((p, q_{1}, q_{2}, q_{3}))>p^{49}/1og^{c_{5}}(p)$ $(49=10.5+38.5)$

となる。 $\mathcal{F}$ を定理 23の $H$ を用いて

$\mathcal{F}(n, r)=1-\prod_{i=0}^{z}(1-\mathcal{F}’(n, r_{i})))$

$r_{i},$ $z$ は $n,$ $r$ より決まる数 $\mathcal{F}’$ は $n$ に対し $q_{1}\in S(n),$ $q_{2}\in S(q_{1}),$ $q_{3}\in S(q_{2})$ とすると
$\mathcal{F}’(n, r)=\mathcal{H}(q_{3}, r)$。この評価を用いれば $g(x)=49x+(1+2^{\alpha}+4^{\alpha})x^{\alpha}+8^{\beta}x^{\beta}\in F[x]$

とおく と

$\#\{r| |r|\leq g(|p|)\}\leq c_{6}p^{49}d$

$\#\{r| |r|\leq g(|p|),\mathcal{F}(p, r)=1\}\geq p^{49}d/\log^{c_{6}}(p)$

(ただし $d=\#\{r|$ $|r|(1+2^{\alpha}+4^{\alpha})p^{\alpha}+8^{\beta}p^{\beta}$ である) が示される。 これで定理 26が示さ
れた。

algorithm を簡単にのべる。ほとんど確実に素数である自然数 N の素数判定をしたい。

(1) $mod N$超楕円曲線を定義する六次式を random にとり、その Jacobi 多様体の位数
$q_{1}$ を計算する。 (定理 24.) これが素数であることが示されれば $N$ の素数判定がで
きる。

(2) $q_{1}$ の素数判定にまた $mod q_{1}$ の超楕円曲線をランダムにとってその Jacobi多様体の
位数 $q_{2}$ を計算する。 $q_{2}$ の素数判定ができればよい。

(3) この判定に三度 $mod q_{2}$ の超楕円曲線をランダムにとってその Jacobi 多様体の位数
$q_{3}$ を計算する。 $q_{3}$ は約 $N^{8}$ の大きさである。
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(4) $q_{3}$ の素数判定には定理 10. を用いる。すなわ $mod q_{3}$ の楕円曲線を random にとり、

その位数 $m_{1}$ が小さい確定素数 $p_{1}$ と (判定が必要な) 素数 $l_{1}$ の積になることを示
す。 この $ell_{1}$ の素数判定に再び定理 10. の方法を使う。つまり $mod Ell_{1}$ の楕円曲線
を random にとり、 その位数 $m_{2}$ が小さい確定素数 $p_{2}$ と (判定が必要な) 素数 $P_{2}$ の

積になることを示す。以下同様に再帰的に $ell_{i}(1\leq i)$ の素数判定を行い $N$ が素数
であることを示す。

何故 (4) でつぎつぎに $ell_{i}$ lt’すべて素数になりやすいかは定理 23. による。定理 26. の
証明のなかで示したように $q_{3}$ はほとんど $\epsilon(p^{8})$ の元にならない (定理 23. による)。即
ち $q_{3}$ は ample と思ってよい。 ample の定義 18. と定理 17. から $l_{1}$ は素数になりやすい。
さらに命題 22. により $\lfloor q_{3}/\Pi_{i=1}^{z}q_{i}\rfloor$ がまた ample $k$ので同じことが更に繰り返され、ほ
とんどの場合 $ell_{i}$ がすべて素数となる。
以上のことにより Adleman-Huang の方法で

全ての素数 $P$ は確率的多項式時間で素数と判定できる

ことが示された。
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