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重調和ディリクレ問題に対するモンテカルロ法と平均化法

城西大学理学部 天野一男 (Kazuo AMANO)*

アブストラクト. この研究ノートの目的は、重調和ディリクレ問題に対する
2つの新しい数値解法と、それらから導出されるアルゴリズムを紹介するこ
とである。第一の数値解法は、モンテカルロ法である。著者の知る限り、
われわれのモンテカルロ法は、 これまでに知られている方法とはまったく
異なるものである $(cf, [4], [12], efc)$。われわれは、普通の random walk と

は少し違う two step random walゐを用いて、重調和ディリクレ問題に対す
る確率数値解を構成する。第二の数値解法は、平均化法である。われわれ
の結果を用いれば、重調和ディリクレ問題の数値解法が、画像処理における
極めて単純な平均化のアルゴリズムに帰着される。平均化法の場合、厳密な
誤差評価も得られる。著者は、 これらのアルゴリズムが、計算の単純さス
ピードなどの点で既存の方法よりも優ており、かつまた並列処理に大変適し
ているものと確信している。

1. 序

「偏微分方程式」 と [モンテカルロ法」というキーワードで、データベースを検索する
と、 過去十年間だけでも、数百の論文が存在することがわかる。 しかしながら、 それらの論文
のうちで、高階の偏微分方程式を扱ったものは、わずか数編にしかすぎない。研究者達は、 1
階と 2階の偏微分方程式だけに、夢中になってしまっているように見受けられる。われわれは
高階の偏微分方程式の中にも、重要な方程式がたくさんあることを、忘れてはならない。たと
えば、重調和方程式 $\Delta^{2}u=0$ がそれである。重調和関数は、弾性理論の中で重要な役割を演
じる。

はじめに、われわれは重調和ディリクレ問題

(1.1) $\{\begin{array}{l}\Delta^{2}u=0u=\phi,\partial^{\frac{u}{n}}\partial=\psi\end{array}$
$on\partial DinD$

に対する、新しいタイプの数値解、確率数値解、 を構成する。 ここで、 $D$ は 2次元ユークリッ
ド空間 $R^{2}$ の領域で、滑らかな境界 $\partial D$ をもつものとする。 $n$ は境界上の単位内向法ベクトル
をあらわし、境界条件 $\phi$ と $\psi$ は滑らかな関数とする。 (滑らかでない境界や、境界条件に対し
ても、 われわれの方法は有効であるが、簡単のために、 この研究ノートでは「滑らか」 と仮定
する。) 重調和ディ リクレ問題に対するモンテカルロ法というテーマは、既に数名の研究者
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によって取り上げられている (cf. [4], [12], etc)。しかし、残念ながら、彼らは高階の問題であ
る重調和ディリクレ問題を、低階の問題に帰着することによって、モンテ. カルロ法を適用し
ようとしている。結果として、彼らの定理から導き出されるアルゴリズムは、複雑でスピード
の遅いものにならざるを得ない。 われわれの目的は、重調和ディリクレ問題への新しい、ダイ
レクトなアプローチを提唱することである。われわれの定理 (定理 3.1) は、モンテカルロ法
の新しい可能性を示している。

つぎに、われわれは、重調和ディリクレ問題に対する、平均化法を確立する。モンテカ
ルロ法の一つの欠陥は、厳密な誤差評価が得られないことである (もちろん、統計的な誤差評
価は得られる) 。しかし幸運なことに、われわれは、われわれのアイディアを確率論的にでは
なく、画像処理的に解釈することによって、もう一つの数値解とその厳密な誤差評価を得るこ
とができる。われわれの定理 (定理 4.1) によれば、重調和ディリクレ問題の数値解法は、単純
な画像処理のアルゴリズム、平均化法、 に帰着される。平均化法から導出されるアルゴリズム
は、簡潔で非常に収束のスピードが速いことが、数値実験で確かめられる。

Section 2で、われわれは、差分作用素に関する、基本補題を幾つか証明する。 Sections
3, 4のそれぞれで、確率論的な解釈と、画像処理的な解釈が与えられる。 Section 5では、簡
単な数値実験を行う。

2. 差分作用素に関する補題

二つの差分作用素 $Mf$ と $Lf$ を、次の式で定義する。

(2.1) $Mf(x, y)= \frac{1}{4}(f(x+h, y+h)+f(x-h, y+h)+f(x-h, y-h)+f(x+h, y-h))$ ,

(22) $Lf(x, y)= \frac{1}{h^{2}}(l\psi f(x, y)-f(x, y))$ .

ただし、 $f(x, y)$ は実二変数関数とする。 この研究ノートでは、 $h$ は十分に小さな正定数をあ
らわす, $i,e.,$ $0<h\ll 1$ .

補題 2.1. $R^{2}$ で定義された、任意の $C^{2}$ 級の有界関数 $f(x, y)$ に対して、

(23) $Mf(x, y)=f(x, y)+ \frac{h^{2}}{2}\Delta f(x, y)+o(h^{2})$

がなりたつ。 ここで $\Delta$ はラプラシアンとする, $i.e_{f} \Delta=(\frac{\partial}{\partial x})^{2}+(\frac{\partial}{\partial y}I^{2}\cdot$

証明. テイラーの定理によれば、

$f(x+\xi, y+\eta)=f(x, y)+\xi f_{x}(x, y)+\eta f_{y}(x, y)$

(24)
$+ \frac{\xi^{2}}{2}f_{xx}(x, y)+\xi\eta f_{xy}(x, y)+\frac{\eta^{2}}{2}f_{yy}(x, y)+o(\xi^{2}, \eta^{2})$
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という等式が、任意の実数 $\xi$ と $\eta$ に対してなりたつ。 (2.4) より

$f(x+h, y+h)+f(x-h, y+h)+f(x-h, y-h)+f(x+h, y-h)$
$=4f(x, y)+2h^{2}f_{xx}(x, y)+2h^{2}f_{yy}(x, y)+o(h^{2})$

$=4f(x, y)+2h^{2}\Delta f(x, y)+o(h^{2})$

が導き出される。 したがって、 (2.1) と (2.4) より (2.3) が得られる。 1
注意. (2.3) と (2.2) より、次の等式が従う。

(2.5) $Lf(x, y)= \frac{1}{2}\triangle f(x, y)+o(1)$ .

$f(x, y)$ が $C^{3}$ 級の場合には、われわれは上述の表現中の $o(h^{2})$ と $o(1)$ を、 それぞれ $O(h^{3})$ と

$O(h)$ に置き換えることができる。

補題 22. $R^{2}$ で定義された、任意の重調和関数 $u(x, y)$ と自然数 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、

(2.6) $u(x, y)=nM^{n-1}u(x, y)-(n-1)M^{n}u(x, y)+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{n-1}\iota/$

が、 $R^{2}$ の任意に固定されたコンパクト集合上でなりたつ。

証明. $n=1$ の場合 (2.6) は自明である。 もし (2.6) が $n=k$ に対してなりたつならば、 (2.2)
により、

$u=kM^{k-1}u-(k-1)M^{k}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

(2.7) $=M^{k}u-kM^{k-1}(Mu-u)+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

$=M^{k}u-kh^{2}M^{k-1}Lu+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

もなりたつ。 (2.2) は $u=Mu-h^{2}Lu$ , を意味するので Y (2.7) は

$u=M^{k}(Mu-h^{2}Lu)-kh^{2}M^{k-1}L(Mu-h^{2}Lu)+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

(28)

$=M^{k+1}u-(k+1)h^{2}M^{k}Lu+kh^{4}M^{k-1}L^{2}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

を与える。一方、 (2.5) は

(2.9) $L^{2}u=( \frac{1}{2}\Delta)^{2}u+o(1)=o(1)$
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を保証する。 (2.8) と (2.9) より、 われわれは

$u=M^{k+1}u-(k+1)h^{2}M^{k}Lu+o(h^{4})k+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k-1}\nu$

(2.10)

$=M^{k+1}u-(k+1)h^{2}M^{k}Lu+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k}\nu$

を得る。 (2.2) と (2.10) より、

$u=M^{k+1}u-(k+1)h^{2}M^{k} \frac{1}{h^{2}}(Mu-u)+o(h^{4})\sum_{\nu=0}^{k}\nu$

(2.11)

$=(k+1)M^{k}u-kM^{k+1}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=0}^{k}\nu$

が従う。 よって Y (2.6) が $n=k+1$ に対しても成り立つことが証明された。 I
注意 1. 補題 22の証明をみれば明らかなように、 (2.6) は $R^{2}$ の領域 $D$ で定義された重調和
関数 $u(x, y)$ に対してもそのままなりたつ。ただし、 $\sqrt{2}hn<dist((x, y),$ $\partial D$ ) という仮定が
必要である。

注意 2. 補題 2.1の注意によれば、われわれは $o(h^{4})$ を $O(h^{5})$ で置き換えることができる。 と

いうのは、重調和関数は $C^{\infty}$ 級の関数だからである。

補題 2.3. $u(x, y)$ が $R^{2}$ で定義された重調和関数ならば、任意の自然数 $n,$ $k=1,2,$ $\cdots$ に対
して、

$(n+1)u(x, y)-nMu(x, y)$

(2.12)
$=(n+k+1)M^{k}u(x, y)-(n+k)M^{k+1}u(x.y)+o(h^{4})$ $\sum^{n+k}$

$\nu$

$\nu=n+1$

が、 $R^{2}$ の任意に固定されたコンパクト集合上でなりたつ。

証明. (2.2), (2.9) と直接計算により、

$(n+1)u-nMu$
$=Mu-(n+1)(Mu-u)$
$=Mu-(n+1)h^{2}Lu$

$=M(Mu-h^{2}Lu)-(n+1)h^{2}L(Mu-h^{2}Lu)$
(2.13)

$=M^{2}u-(n+2)h^{2}MLu+(n+1)h^{4}L^{2}u$

$=M^{2}u-(n+2)h^{2}MLu+(n+1)o(h^{4})$

$=M^{2}u-(n+2)M(Mu-u)+(n+1)o(h^{4})$

$=(n+2)Mu-(n+1)M^{2}u+(n+1)o(h^{4})$ ,
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$i.e,,$ $k=1$ のとき (2.12) はなりたつ。同様にして、

$(n+k+1)M^{k}u-(n+k)M^{k+1}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

$=M^{k+1}u-(n+k+1)M^{k}(Mu-u)+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

$=M^{k+1}u-(n+k+1)h^{2}M^{k}Lu+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

$=M^{k+1}(Mu-h^{2}Lu)-(n+k+1)h^{2}M^{k}L(Mu-h^{2}Lu)+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

(2.14)

$=M^{k+2}u-(n+k+2)h^{2}M^{k+1}Lu+(n+k+1)h^{4}M^{k}L^{2}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

$=M^{k+2}u-$ ( $n+$ ゐ $+2$ ) $h^{2}M^{k+1}Lu+(n+k+1)o(h^{4})+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k}\nu$

$=M^{k+2}u-(n+k+2)M^{k+1}(Mu-u)+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k+1}\nu$

$=(n+k+2)M^{k+1}u-(n+k+1)M^{k+2}u+o(h^{4}) \sum_{\nu=n+1}^{n+k+1}\nu$

よって、任意の $k$ に対して Y (2.12) がなりたつ。 I
注意. 補題 22の注意 1における議論と同様に、 $\sqrt{2}h(k+1)<dist((x, y),$ $\partial D$ ) ならば、 $R^{2}$

の領域 $D$ で定義された重調和関数 $u(x, y)$ に対しても 、 (2.12) はそのままなりたつ。

3. 確率論的解釈

この節を通して、 $u=u(x, y)$ は (1.1) の古典的な意味での解とする。補題 22とその注
意により、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist((x, y))\partial D)$ なる $(x, y)\in D$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、等式

(3.1) $u(x, y)=(n+1)M^{n}u(x, y)-nM^{n+1}u(x, y)+O(h^{5})\sigma(n)$

が成り立つ。ただしここで、 $\sigma(k)$ は $\sum_{\nu^{k}=0^{\mathcal{U}}}$ をあらわす。
まず第一に、 われわれは (3.1) の確率表現を求める。 $\{w_{k} : k=0,1,2, \cdots\}$ は、確率空間

$(\Omega, \mathcal{F}_{k}, P)$ 上の、 2次元ランダムウォークとする, $i,e.$ ,

(3.2) $w_{0}=(x, y),$ $\{\begin{array}{l}P[w_{k+1}=w_{k}+(\pm h,\pm h)]=\frac{1}{4}P[w_{k+1}=w_{k}+(\pm h,\mp h)]=\frac{1}{4}\end{array}$
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(2.1) より、次が得られる :

$Mu(x, y)$

$= \frac{1}{4}(u(x+h, y+h)+u(x-h, y+h)+u(x-h, y-h)+u(x+h, y-h))$

$=$ $\sum$ $u(\xi_{1}, \eta_{1})P[w_{1}=(\xi_{1}, \eta_{1})]$

$(\xi_{1},\eta_{1})\in\overline{D}$

$=E[u(w_{1})]$ ,

$M^{2}u(x, y)$

$= \frac{1}{4}(Mu(x+h, y+h)+Mu(x-h, y+h)+Mu(x-h, y-h)+Mu(x+h, y-h))$

$= \frac{1}{16}(2u(x+2h, y)+u(x+2h, y+2h)+2u(x, y+2h)+u(x-2h, y+2h)$

$2u(x-2h, y)+u(x-2h, y-2h)+2u(x, y-2h)+u(x+2h, y-2h)+4u(x, y))$
$=$ $\sum$ $u(\xi_{2}, \eta_{2})P[w_{2}=(\xi_{2}, \eta_{2})]$

$(\xi_{2},\eta_{2})\in D$

$=E[u(w_{2})]$ .

このようにして (2.1) を繰り返し用いることにより、

(3.3)
$M^{k}u(x, y)= \sum_{(\xi_{k},\eta_{k})\in\overline{D}}u(\xi_{k}, \eta_{k})P[w_{k}=(\xi_{k}, \eta_{k})]=E[u(w_{k})]$

が従う。

よって、 (3.1) は次のように書き替られる。

補題 3.1. $u(x, y)$ が (1.1) の解であるならば、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist$ $((x, y),$ $\partial D$ ) なる任意の
$(x, y)\in D$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$u(x, y)=(n+1) \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}}u(\xi_{n}, \eta_{n})P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

(3.4)
$-n \sum_{(\xi_{n+1},\eta_{n+1})\in\overline{D}}u(\xi_{n+1}, \eta_{n+1})P[w_{n+1}=(\xi_{n+1}, \eta_{n+1})]+O(h^{5})\sigma(n)$

$=(n+1)E[u(w_{n})]-nE[u(w_{n+1})]+O(h^{5})\sigma(n)$

がなりたつ。

(3.1) は

(3.5) $u(x, y)=M^{n}((n+1)-nM)u(x, y)+O(h^{5})\sigma(n)$
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というように書き換えられるので Y (3.3) より、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist((x, y),$ $\partial D$ ) に対して、

$u(x, y)= \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}}((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]+O(h^{5})\sigma(n)$

(3.6)
$= \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}}\{((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})+O(h^{5})\sigma(n)\}P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$=E[((n+1)-nM)u(w_{n})]+O(h^{5})\sigma(n)$

と言う式がなりたつ。さらにわれわれは、 (3.6) を一般化することができる。 じっさい、 もし

dist $((\xi_{n}, \eta_{n}),$ $\partial D$ ) $\geq 2\sqrt{2}h$ ならば、補題 2.3と (3.3) により、

$((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})$

$=M^{k}((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n}, \eta_{n})$

$+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)$

$=$ $\sum$ $\{((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})$
(3.7)

$(\xi_{n+k},\eta_{n+k})\in\overline{D}$

$+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)\}P[w_{n+k}=(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})|w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$=E[((n+k+1)-(n+k)M)u(w_{n+k})|w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)$

という関係式が、 $\sqrt{2}h(k+1)\leq dist((\xi_{n}, \eta_{n}),$ $\partial D$ ) なる任意の自然数 $k=1,2,$ $\cdots$ に対してな

りたつ。 ここで、 $P[A|B]$ は条件付き確率をあらわし、 $\sigma(k$ ,のは $\sum_{\nu^{\ell}=k^{\mathcal{U}}}$ をあらわす。 した

がって、 $\sqrt{2}h(k+1)\leq dist((\xi_{n}, \eta_{n}),$ $\partial D$ ) なる $(\xi_{n}, \eta_{n})\in D$ と $k=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$\{((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})+O(h^{5})\sigma(n)\}P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$= \sum_{(\xi_{n+k},\eta_{n+k})\in\overline{D}}\{((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})$

(3.8)
$+O(h^{5})\sigma(n+k)\}P[w_{n+k}=(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})|w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$=\{E[((n+k+1)-(n+k)M)u(w_{n+k})|w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

$+O(h^{5})\sigma(n+k)\}P[w_{n}=(\xi_{n}, \eta_{n})]$

がなりたつ。われわれは、上述のような変形を再帰的に行うことができる。そこで、 $((\nu+1)-$

$\nu M)u(\xi_{\nu}, \eta_{\nu})+O(h^{5})\sigma(\nu)$ に対して、 ランダムウォーク $\{w_{\nu}\}$ が $D$ の境界の $2\sqrt 2h-$ 近傍を
ヒットするまで, $i,e.$ , dist $(w_{\nu}, \partial D)<2\sqrt{2}h$ となるまで、再帰的な変形を繰り返す。結果とし
て、 われわれは (3.6) の一般形

(3.9) $u(x, y)=E[((\tau+1)-\tau M)u(w_{\tau})]+O(h^{5})E[\sigma(\tau)]$
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を得る。 ここで、 $\tau$ は境界 $\partial D$ の $2\sqrt{2}h-$ 近傍への first hitting time をあらわす, $i.e,,$ $\omega\in\Omega$

に対して、

$\tau(\omega)=\{\begin{array}{l}\min\{k.dist(w_{k}(\omega),\partial D)<2\sqrt{2}h\}if\{k.dist(w_{k}(\omega),\partial D)<2\sqrt{2}h\}\neq\emptyset\inftyif\{k.dist(w_{k}(\omega),\partial D)<2\sqrt{2}h\}=\emptyset\end{array}$

ところで、

$E[\tau Mu(w_{\tau})]$

$=E[ \frac{\tau}{4}(u(w_{\tau}+(h, h))+u(w_{\tau}+(-h, h))+u(w_{\tau}+(-h, -h))+u(w_{\tau}+(h, -h)))]$

$=E[\tau u(w_{\tau+1})]$

なので Y (3.9) より次の補題を得る。

補題 3.2. (1.1) の解 $u(x, y)$ は、確率表現

(3.10) $u(x, y)=E[(\tau+1)u(w_{\tau})]-E[\tau u(w_{\tau+1})]+O(h^{5})E[\sigma(\tau)]$

をもつ。

注意. 補題 3.2において、
$\sigma(\tau)=\frac{1}{2}\tau(\tau+1)\leq\tau^{2}$

なので、 われわれは $O(h^{5})E[\sigma(\tau)]$ を $O(h^{5})E[\tau^{2}]$ で置き換えることができる。

$d(z)$ [resp. $d(x,$ $y)$ ] は、点 $z$ [resp. $(x,$ $y)$ ] から、境界 $\partial D$ までの距離をあらわす, $i,e.$ ,

$d(z)= \inf\{dist(z, \zeta) : \zeta\in\partial D\}$

$[resp$ . $d(x, y)= \inf\{dist((x, y), (\xi, \eta)) : (\xi, \eta)\in\partial D\}]$ .

よく知られているように、任意の点 $z=(x, y)\in D$ に対して、

$d(z)=dist(z, \wp(z))$

$[resp$ . $d(x, y)=dist((x, y),$ $\wp(x, y))]$

なる点 $\wp(z)=\wp(x, y)\in\partial D$ が存在する。 (1.1) の境界条件とテイラーの定理により、
dist $(z, \partial D)\ll 1$ なる任意の $z\in D$ に対して、

$u(z)=u( \wp(z))+d(z)(\frac{\partial u}{\partial n})(\wp(z))+O(d^{2}(z))$

(3.11)
$=\phi(\wp(z))+d(z)\psi(\wp(z))+O(d^{2}(z))$
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がなりたつ。

(3.11) より、

$(\tau+1)u(w_{\tau})-\tau u(w_{\tau+1})$

$=(\tau+1)\{\phi(\wp(w_{\tau}))+d(w_{\tau})\psi(\wp(w_{\tau}))\}+O(d^{2}(w_{\tau}))(\tau+1)$

$-\tau\{\phi(\wp(w_{\tau+1}))+d(w_{\tau+1})\psi(\wp(w_{\tau+1}))\}+O(d^{2}(w_{\tau+1}))\tau$

かつ
$d(w_{\tau})<2\sqrt{2}h,$ $d(w_{r+1})<3\sqrt{2}h$

なので、次の補題が得られる。

補題 3.3. $u(x, y)$ が (1.1) の解であり、 $\tau$ が境界 $\partial D$ の $2\sqrt{2}h-$ 近傍への first hitting time
であれば、

$(\tau+1)u(w_{\tau})-\tau u(w_{\tau+1})$

(3.12) $=(\tau+1)\{\phi(\wp(w_{\tau}))+d(w_{\tau})\psi(\wp(w_{\tau}))\}$

$-\tau\{\phi(\wp(w_{\tau+1}))+d(w_{\tau+1})\psi(\wp(w_{\tau+1}))\}+O(h^{2})\tau$

がなりたつ。

補題 3.2, 3.3を総合すると、重調和ディリクレ問題 (1.1) の stochastic numerical solution
に関する定理を得る。

定理 3.1. $u(x, y)$ が $(1\prime 1)$ の解であれば、

$u(x, y)=E[(\tau+1)\{\phi(\wp(w_{\tau}))+d(w_{\tau})\psi(\wp(w_{\tau}))\}]$

(3.13) $-E[\tau\{\phi(\wp(w_{\tau+1}))+d(w_{\tau+1})\psi(\wp(w_{\tau+1}))\}]$

$+O(h^{2})E[\tau]+O(h^{5})E[\tau^{2}]$

がなりたつ。

注意. (3.13) を適当に離散化すれば、 stochastic numerical solution が得られる。 じっさい、
まず初めに疑似乱数を発生させて、 $\Omega$ の標本点の random sequence $\{\omega_{k}\}_{k=1}^{\infty}$ をつくる。簡単
のために、

$\tau_{k}=\tau(\omega_{k})$ ,
$p_{k}=\wp(w_{\tau(\omega_{k})}(\omega_{k}))$ ,

(3.14) $q_{k}=\wp(w_{\tau(\omega_{k})+1}(\omega_{k}))$ ,
$\epsilon_{k}=d(w_{\tau(\omega_{k})}(\omega_{k}))$ ,
$\delta_{k}=d(w_{\tau(\omega_{k})+1}(\omega_{k}))$
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とおく。次に、 (3.14) を (3.13) に代入して、

$u(x, y) \sim\sum_{k=1}^{\infty}\frac{\tau_{k}+1}{4^{\tau_{k}}}(\phi(p_{k})+\epsilon_{k}\psi(p_{k}))$

(3.15)
$- \sum_{k=1}^{\infty}\frac{\tau_{k}}{4^{\tau_{k}+1}}(\phi(q_{k})+\delta_{k}\psi(q_{k}))$

を得る。 ここで、 $k\neq j$ のときには、 $\tau_{k},$ $p_{k},$ $q_{k},$ $\epsilon_{k},$
$\delta_{k}$ と $\tau_{j},$ $p_{j},$ $q_{j},$ $\epsilon_{j},$

$\delta_{j}$ を、 われわれは独立
に計算できることに注意する。 この事実は Y (3.15) の stochastic numerical solution が、優れ
た並列アルゴリズムを与えることを意味する。 したがって、超並列コンピュータを用いれば、
驚異的な speed-up が得られるものと期待される。 さらに、 (3.15) は Y (1.1) を与えられた 1点
$(x, y)$ だけで解くことを可能にする、 $i.e.$ , もしも、問題を領域内の一部分だけで解けばよいの
であれば、解を領域全体で計算する必要がないことになる。この事実は、更なる speed-up を保
証する。

4. 画像処理的解釈

次にわれわれは、 (3.1) に画像処理的な解釈を与える。 2次元ユークリッド空間 $R^{2}$ の部
分集合 $X$ を

(4.1) $X=\{(\xi, \eta) : \xi=x+h(i-j), \eta=y+h(i+j), i, j=0, \pm 1, \pm 2, \cdots\}$

で定義する。直積集合 $X\cross X$ 上で定義された関数列 $p(\xi, \eta, x, y;k),$ $k=0,1,2,$ $\cdots$ , を、次の
式で定義する :

(4.2) $p(\xi, \eta, x, y;0)=\{\begin{array}{l}1if(\xi\eta)=(x,y)0otherwise\end{array}$

$p(\xi, \eta, x, y;k+1)$

(4.3) $= \frac{1}{4}\{p(\xi+h, \eta+h, x, y;k)+p(\xi-h, \eta+h, x, y;k)$

$+p(\xi-h, \eta-h, x, y;k)+p(\xi+h, \eta-h, x, y;k)\}$ .

(4.2), (4.3) と直接計算により、任意の $(\xi_{n}+k, \eta_{n+k})\in X$ と $n,$ $k=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$p(\xi_{n+k}, \eta_{n+k}, x, y;n+k)$

(4.4)
$= \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in X}p(\xi_{n+k}, \eta_{x+k}, \xi_{n}, \eta_{n};k)p(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y;n)$

が得られる。 (4.4) は、一種の Chapman-Kolmogorov 方程式である。
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われわれは、以下のことに注意する :

(4.5) $p(\xi, \eta, x, y;1)=\{\begin{array}{l}\frac{1}{4}if(\xi,\eta)=(x\pm h,y\pm h),(x\pm h,y\mp h)0otherwise)\end{array}$

(4.6) $p(\xi, \eta, x, y;2)=\{\begin{array}{l}1-41-8\frac{1}{16}0\end{array}$
$i_{f(\xi,\eta)(x’\pm 2h,y),(x,y\mp 2h)_{2h,y\mp 2h)}}i_{f(\xi,\eta)(x\pm^{y)_{2h,y\pm 2h),(x\pm}}}^{f(\xi,\eta)(x}iotherwis^{=}=_{e}=$

.
さらに、 (2.1), (4.5) と (4.6) より、

$Mu(x, y)$

$= \frac{1}{4}(u(x+h, y+h)+u(x-h, y+h)+u(x-h, y-h)+u(x+h, y-h))$

$= \sum_{(\xi_{1},\eta_{1})\in\overline{D}\cap X}u(\xi_{1}, \eta_{1})p(\xi_{1}, \eta_{1}, x, y;1)$

,

$M^{2}u(x, y)$

$= \frac{1}{4}(Mu(x+h, y+h)+Mu(x-h, y+h)+Mu(x-h, y-h)+Mu(x+h, y-h))$

$= \frac{1}{16}(2u(x+2h, y)+u(x+2h, y+2h)+2u(x, y+2h)+u(x-2h, y+2h)$

$2u(x-2h, y)+u(x-2h, y-2h)+2u(x, y-2h)+u(x+2h, y-2h)+4u(x, y))$
$=$ $\sum$ $u(\xi_{2}, \eta_{2})p(\xi_{2}, \eta_{2}, x, y;2)$ .

$(\xi_{2},\eta_{2})\in\overline{D}\cap X$

さらに、数学的帰納法により、 $\sqrt{2}hk\leq dist((x, y),$ $\partial D$ ) なる $k=0,1,2,$ $\cdots$ に対して、

(4.7)
$M^{k}u(x, y)= \sum_{(\xi_{k},\eta_{k})\in\overline{D}\cap X}u(\xi_{k}, \eta_{k})p(\xi_{k}, \eta_{k}, x, y;k)$

が成り立つことがわかる。
(4.7) と (3.1) より、われわれは補題 3.1の deterministic version を得る 。

補題 4.1. $u(x, y)$ が (1.1) の解であれば、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist$ $((x, y),$ $\partial D$ ) なる、任意の
$(x, y)\in D$ と $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$u(x, y)=(n+1) \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}\cap X}u(\xi_{n)}\eta_{n})p(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y;n)$

(48)
$-n \sum_{(\mathcal{E}_{n+1},\eta_{n+1})\in\overline{D}\cap X}u(\xi_{n+1}, \eta_{n+1})p(\xi_{n+1)}\eta_{n+1}, x, y;n+1)+O(h^{5})\sigma(n)$

.
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$p(\xi, \eta, x, y;k),$ $k=0,1,2,$ $\cdots$ , を少し変えて、関数列 $q(\xi, \eta, x, y;k)$ と $r(\xi, \eta, x, y;k)$ を以
下のように構成する :dist $((x, y),$ $\partial D$ ) $\geq 2\sqrt{2}h$ なる $(x, y)\in D$ に対して、

(4.9) $q(\xi, \eta, x, y;0)\equiv 0$ ,

(4.10) $r(\xi, \eta, x, y;0)=\{\begin{array}{l}1if(\xi,\eta)=(x,y)0otherwise\end{array}$

かつ

(4.11) $q(\xi, \eta, x, y;k+1)=\{\begin{array}{l}\frac{1}{4}\{r(\xi+h,\eta+h,x,y\cdot.k)+r(\xi-h,\eta+h,x,y\cdot.k)+r(\xi-h,\eta-h,x,y\cdot.k)+r(\xi+h,\eta-h,x,y\cdot.k)\}0otherwiseif\sqrt{2}h\leq dist((\xi,\eta),\partial D)<2\sqrt{2}h\end{array}$

(4.12) $r(\xi, \eta, x, y;k+1)=\{\begin{array}{l}\frac{1}{4}\{)+r(\xi-h,\eta-h,x,y\cdot.k)+r(\xi+h,\eta-h,x,y\cdot.k)\}ifdist((\xi)\eta),\partial D)\geq 2\sqrt{2}h0otherwise\end{array}$

(4.7) と (3.5) により、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist((x, y),$ $\partial D$) のとき、

(4.13)
$u(x, y)= \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}\cap X}((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})p(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y)n)+O(h^{5})\sigma(n)$

.

-方、 $\sqrt{2}h(n+1)\leq dist$ $((x, y),$ $\partial D)$ , のとき、

$p(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y;n)$

(4.14)
$=\{\begin{array}{l}q(\xi_{n},\eta_{n},x,y.\cdot n_{if\sqrt{2}h\leq dist((\xi_{n},\eta_{n}),\partialD)})<2\sqrt{2}hr(\xi_{n},\eta_{n)}x,y\cdot.n)ifdist((\xi_{n},\eta_{n}),\partial D)_{\prime}\geq 2\sqrt{2}h0otherwise\end{array}$
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なので、 $(4.9)-(4.12)$ より、

$u(x, y)= \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}\cap X}((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})q(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y;n)$

(4.15)
$+ \sum_{(\xi_{n},\eta_{n})\in\overline{D}\cap X}((n+1)-nM)u(\xi_{n)}\eta_{n})r(\xi_{n}, \eta_{n}, x, y;n)$

$+O(h^{5})\sigma(n)$

が従う。 dist $((\xi_{n}, \eta_{n}),$ $\partial D$ ) $\geq 2\sqrt{2}h$ であれば、補題 2.3 と (4.7) より、 $\sqrt{2}h(k+1)\leq dist$

$((\xi_{n}, \eta_{n}),$ $\partial D$) なる $k=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$((n+1)-nM)u(\xi_{n}, \eta_{n})$

$=M^{k}((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n}, \eta_{n})$

$+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)$

$= \sum_{(\xi_{n+k},\eta_{n+k})\in\overline{D}\cap X}((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})p$
( $\xi_{n+k},$ $\eta_{n+k},$ $\xi_{n},$

$\eta_{n}$ ; k)

(4.16) $+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)$

$= \sum_{(\xi_{n+k},\eta_{n+k})\in\overline{D}\cap X}((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})q$
( $\xi_{n+k},$ $\eta_{n+k},$ $\xi_{n},$

$\eta_{n}$ ; k)

$+$ $\sum$ $((n+k+1)-(n+k)M)u(\xi_{n+k}, \eta_{n+k})r(\xi_{n+k}, \eta_{n+k}, \xi_{n}, \eta_{n};k)$

$(\xi_{n+k},\eta_{n+k})\in\overline{D}\cap X$

$+O(h^{5})\sigma(n+1, n+k)$

がなりたつ。われわれは、 このような変形を $((\nu+1)-\nu M)u(\xi_{\nu}, \eta_{\nu})$ に対して、再帰的に繰
り返せる。結果として、 (4.4) と (4.14) により、 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$u(x, y)= \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}((\nu+1)-\nu M)u(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

$(4.17)$
$+ \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}((n+1)-nM)u(\xi, \eta)r(\xi, \eta, x, y;n)$

$+O(h^{5})\sigma(n)$

が得られる。
(2.2), 補題 2.1とその注意 1より、

$((n+1)-nM)u(\xi, \eta)$

(4.18) $=u(\xi, \eta)-h^{2}nLu(\xi, \eta)$

$=O(1)+O(h^{2})n$

なので、 (4.17) は次の補題 4.2を導出する。
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補題 4.2. (1.1) をみたす任意の関数 $u(x, y)$ と任意の自然数 $n=1,2,$ $\cdots$ に対して、

$u(x, y)= \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}((\nu+1)-\nu M)u(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

$(4.19)$
$+ \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}(O(1)+O(h^{2})n)r(\xi, \eta, x, y;n)$

$+O(h^{5})\sigma(n)$

がなりたつ。

関数 $\mu(\xi, \eta)$ を

(4.20) $\mu(\xi, \eta)=\phi(\wp(\xi, \eta))+d(\xi, \eta)\psi(\wp(\xi, \eta))$

で定義する。 このとき、 (3.11) は、

(4.21) $u(\xi, \eta)-\mu(\xi, \eta)=O(d^{2}(\xi, \eta))$

を意味する。 $\sqrt 2$ん $\leq$ dist $((\xi, \eta),$ $\partial D$ ) $<2\sqrt{2}h$ でない限り、 $q(\xi, \xi, x, y;\nu)=0$ なので、
(4.21) により、

$((\nu+1)-\nu M)u(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

$=((\nu+1)-\nu M)\mu(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)+O(h^{2})\nu q(\xi)\eta,$ $x,$ $y;\xi$ )

となる。

したがって、 われわれは次の補題を得る。

補題 4.3. $u(x, y)$ が (1.1) の解であれば、

$\sum$

れ

$((\nu+1)-\nu M)u(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

$(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X\nu=1$

(4.22) $= \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}((\nu+1)-\nu M)\mu(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

$+ \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}O(\text{ん^{}2})\nu q(\xi, \eta, x, y;\nu)$ .

補題 4.2 と 4.3は、重調和ディリクレ問題に対する deterministic numerical solution を
与える。
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定理 4.1. $u(x, y)$ が $(1_{f}1)$ の解であれば、

$u(x, y)= \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}((\nu+1)-\nu M)\mu(\xi, \eta)q(\xi, \eta, x, y;\nu)$

(4.23)
$\sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}\sum_{\nu=1}^{n}+O(h^{2})\nu q(\xi, \eta, x, y)\nu)$

$+ \sum_{(\xi,\eta)\in\overline{D}\cap X}(O(1)+O(\text{ん^{}2})n)r(\xi, \eta)x,$
$y;n$ )

$+O(\text{ん^{}5})\sigma(n)$

がなりたつ。

注意 (2.1) は

$((\nu+1)-\nu M)\mu(\xi, \eta)$

$=(\nu+1)\mu(\xi, \eta)$

$- \frac{\nu}{4}$ ($\mu(\xi+$ ん, $\eta+$ ん)+\mbox{\boldmath $\mu$} $(\xi-h,$ $\eta+h)\mu(\xi-h,$ $\eta-h)+\mu(\xi+h,$ $\eta-h)$ )

を与えるので、 (4.20) より、 われわれは $((\nu+1)-\nu M)\mu(\xi, \eta)$ を explicit に計算することが
できる。 さらに Y $(4.9)-(4.12)$ は、 $q(\xi, \eta, x, y, ; \nu)$ と $r(\xi, \eta, x, y, ; \nu)$ の計算が、画像処理にお
ける平均化のアルゴリズムに帰着されることを示している。

5. 数値実験

この節では、 ibftibit va重調和 $\overline{T}^{*}$ィリクレ問題

(5.1) $\{\begin{array}{l}\Delta^{2}u=0u=\phi,\frac{\partial u}{\partial n}=\psi\end{array}$
$on\partial DinD$

を、以下のような具体的な場合に定理 3.1, 4.1を用いて解き、その結果を真の解と比べる :

$D=\{(x, y) : \sqrt{(x-05)^{2}+(y-05)^{2}}<0.5\}$ ,
$\phi(x, y)=0.7-0.5^{3}$ , $\psi(x, y)=0.5$ .

容易に分かるように、真の解は

(5.2) $u(x, y)=0.7-0.5((x-0.5)^{2}+(y-0.5)^{2})$

である。
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定理 3.1の (3.13) により、 われわれは (5.1) を解くことが出来る。定理 3.1は、 (5.1) に
対するモンテ. カルロ法を与える。われわれは、実際のプログラミングのために Y (3.12) を若
干改良する。その結果として、収束の速さを加速することができる。アルゴリズムのアウトラ
インは、以下のようなものである。

十分小さな実数 $\delta>0$ をとり、 $\epsilon=2\sqrt{2}\delta$ とおく。 さらに、十分大きな定数 $N$ と $L$ をと

る。計算を始める前に ‘ われわれは 1点 $(x, y)\in$ { $(\xi,$ $\eta)$ : dist $((\xi,$ $\eta),$ $\partial D)\geq\epsilon$ } を任意に固定
し、 5つの変数 $e_{1},$ $e_{2},$ $p_{1},$ $p_{2}$ と $l$ を初期化する :

(5.3) $e_{1}$ $:=0,$ $e_{2}$ $;=0,$ $p_{1}$ $:=0,$ $p_{2}$ $:=0\ell:=0$ .

次に、

(5.4) $(\xi_{0}, \eta_{0})=(x, y),$ $\{\begin{array}{l}P[(\xi_{k+1},\eta_{k+1})=(\xi_{k},\eta_{k})+(\pm\delta,\pm\delta)]=\frac{1}{4}P[(\xi_{k+1},\eta_{k+1})=(\xi_{k},\eta_{k})+(\pm\delta,\mp\delta)]=\frac{1}{4}\end{array}$

なるランダムウォーク $(\xi_{k}, \eta_{k}),$ $k=0,1,2,$ $\cdots,$
$N$ を生成し、 $n$ を次式で定義する : $\{k\leq$

$N$ : disl $((\xi_{k,\eta_{k}}), \partial D)<\epsilon$ , dist $((\xi_{k+1\eta_{k+1}}), \partial D)<\epsilon$ } $\neq\emptyset$ の場合、

(5.5) $n= \min\{k\leq N$ : dist $((\xi_{k}, \eta_{k}),$ $\partial D$ ) $<\epsilon$ , dist $((\xi_{k+1}, \eta_{k+1}),$ $\partial D$ ) $<\epsilon\}$ ,

そして、それ以外の場合には、 $n=N$ . $(5.4)$ と (5.5) を用いて、

$e_{1}$
$;=e_{1}+ \frac{(n+1)\{\phi(\wp(\xi_{n},\eta_{n}))+d(\xi_{n},\eta_{n})\psi(\wp(\xi_{n},\eta_{n}))\}}{4^{n}}$

$e_{2}$
$;=e_{2}+ \frac{n\{\phi(\wp(\xi_{n+1},\eta_{n+1}))+d(\xi_{n+1}\eta_{n+1})\psi(\wp(\xi_{n+1},\eta_{n+1}))\}}{4^{n+1}’}$

(5.6)
$p_{1}$

$:=p_{1}+ \frac{1}{4^{n}}$ ,

$p_{2}$
$;=p_{2}+ \frac{1}{4^{n+1}}$ ,

$\ell$ $:=l+1$

とおく。 ここで、 $d(x, y)$ は点 $(x, y)$ から、境界 $\partial D$ までの距離をあらわし、 $\wp(x, y)$ は $\partial D$ 上
の dist $((x, y),$ $(\tilde{x},\tilde{y}))=d(x, y)$ なる点をあらわす。われわれは、 $\ell<L$ という条件がみたさ
れる限り 、 $(5.4)-(5.6)$ の手順を繰り返せばよい。結果として、

(5.7) $u(x, y) \sim\frac{e_{1}}{p_{1}}-\frac{e_{2}}{p_{2}}$

を得る。
定理 4.1の (4.24) により、 われわれは (5.1) を解くことが出来る。定理 4.1は、 averaging

method ( $i.e’$
’ difference method) を導出する。 (4.29) を実際のプログラムに書き直すときに、
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われわれはそれを若干改良して、収束のスピードを加速すると同時に、 エラーを最小限に食い
止める。 われわれのアルゴリズムのアウトラインは、次のようなものになる。

先の議論と同様に、十分大きな定数 $N$ と $L$ をとり、 $\epsilon=2\sqrt{2}/N$ とおく。簡単のた
めに、 $x_{i}=i/N$ かつ $y_{j}=j/N$ と表すことにする。配列変数 $p_{ij},$ $q_{ij}$ , $i,$ $j=0,1,$ $\cdots,$

$N$

と変数 $l$ を考える。初めに、われわれは任意に 1点 $(x, y)\in$ { $(\xi,$ $\eta)$ : dist $((\xi,$ $\eta),$ $\partial D)\geq\epsilon$ }
を固定し、配列変数 $p_{ij},$ $q_{ij}$ とループカウンタ $l$ を初期化する :

$p_{ij}$ $:=\{1$

if $(i, j)=(\gamma(x), \gamma(y))$

(5.8) $0$ otherwise ,
$q_{ij}$ $:=0$ for every $i,$ $j$ ,

$\ell$ $:=0$ .

ここで、 $\alpha\in R$ に対して、

(5.9) $\gamma(\alpha)=\{\begin{array}{l}[N\alpha]ifN\alpha-[N\alpha]<\frac{1}{2}[N\alpha]+1otherwise\end{array}$

とする。 ただし、 $[\beta]$ は $\beta$ 以下の最大整数を表す。われわれは、変数 $p_{ij},$ $q_{ij},$
$P$ を以下のよ

うに変えてゆく : はじめに、 dist $((x_{i}, y_{j}),$ $\partial D$ ) $\geq\epsilon$ かつ $(i-\gamma(x))\equiv(j-\gamma(y))\equiv\ell$ (mod 2)
の場合には、

$q_{ij}$ $:=q_{ij}- \frac{p_{ij}}{4}$ ,

$q_{i+1j+1}$ $:=q_{i+1j+1}+ \frac{p_{ij}}{2}$ ,

$q_{i-1j+1}$ $:=q_{i-1j+1}+ \frac{p_{ij}}{2}$ ,

$q_{i-1j-1}$ $:=q_{i-1j-1}+ \frac{p_{ij}}{2}$ ,

$q_{i+1j-1}$ $:=q_{i+1j-1}+ \frac{p_{ij}}{2}$ ,

$q_{i+2j}$ $;=q_{i+2j}- \frac{p_{ij}}{8}$ ,

$q_{ij+2}$ $:=q_{ij+2}- \frac{p_{ij}}{8}$
)

(5.10)
$q_{i-2j}$ $:=q_{i-2j}- \frac{p_{ij}}{8}$ ,

$q_{ij-2}$ $:=q_{ij-2}- \frac{p_{ij}}{8}$ ,

$q_{i+2j+2}$ $:=q_{i+2j+2}- \frac{p_{ij}}{16}$ ,

$q_{i-2j+2}$ $:=q_{i-2j+2}- \frac{p_{ij}}{16}$ ,

$q_{i-2j-2}$ $:=q_{i-2j-2}- \frac{p_{ij}}{16}$ ,

$q_{i+2j-2}$ $:=q_{i+2j-2}- \frac{p_{ij}}{16}$
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とおき、 それ以外の場合には、

(5.11) $q_{ij}$ $:=q_{ij}+p_{ij}$

とおく。 つぎに、 $q_{ij}$ を $p_{ij}$ にコーピーし、 $q$り を初期化して、 $l$ を 1だけ増加させる, $i.e.$ ,
すべての $i,$ $j$ に対して、

$p_{ij}$ $:=q_{ij}$ )

(5.12) $q_{ij}$ $:=0$ ,
$l$ $:=\ell+1$

とする。 われわれは、 $(5.10)-(5.12)$ の手順を、 $l<L$ である限り続ける。結果として、数値
解

(5.13)
$u(x, y) \sim\sum_{dist((x_{i},y_{j})},$

$\{\phi(\wp(x_{i}, y_{j}))+d(x_{i}, y_{j})\psi(\wp(x_{i}, y_{j}))\}p_{ij}$

が得られる。
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