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Boson-Fermion Fock 空間上の無限次元解析

北海道大学理学部数学教室 新井朝雄 (Asao Arai)
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文献

1 はじめに

この論文では, 筆者が [7,11,13,15]等で展開してきた新しい型の無限次元
解析の概要にっいて報告する. この解析は, 一言でいえば, Boson-Fermion

Fock 空間上の解析であり, 有限次元多様体上の de Rham 理論や Dirac 型
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作用素の理論のひとっの無限次元版の構築をめざすものである. 筆者がと
くに興味をもっている点のひとっは, 有限次元解析における Atiyah-Singer
型の指数定理は無限次元解析においてはどのような形をとるか, という点

である. Boson-Fermion Fock 空間上のあるクラスの Dirac 型作用素に対し
ては, 汎関数積分 (径路積分) 表示による指数定理を確立することができ

た [7,13,15].

上述の研究には実は物理的な背景と動機づけがある. これを以下簡単
に説明しておこう. よく知られているように, 物質を構成する究極的な要

素は “素粒子” とよばれる. 素粒子は, 粒子とはいっても, 古典力学的な意
味での粒子ではなく, “波動一粒子の 2重性” を有し, 生成したり, 消滅し

たりすることが可能である. このような, 古典物理学ではとらえられない,

素粒子の世界の法則を記述するためのひとっの理論として構想されたのが

場の量子論であった. この理論では, 各素粒子に付随する “量子場 $\circ$’なる概

念を用いて, 素粒子の諸々の特性が記述される. 素粒子問の相互作用は量

子場どうしの相互作用として表現される.

各素粒子は, ある内部自由度をもち, この自由度に関する “回転”の角

運動量として “スピ $\sqrt[\backslash ]{}$ とよばれる特性量を担っている. スピンの値は整数
$(0,1,2, \cdots)$ または半整数 $($ 1/2, 3/2, $\cdots)$ のいずれかである. スピンが整数

の素粒子はボソン (boson) , 半整数 $($ 1/2, 3/2, $\cdots)$ の素粒子はフェルミオン

(fermion) とよばれる. ボソンとフェルミオンは互いに異なる性質をもち,

このことは理論的にも異なる形式となって現われる. このため, 場の量子

論における種々の対称性を考察するにあたって, ボソンとフェルミオンを

別々に取り扱うのが普通である. しかし, ボソンとフェルミオンを相互に

関連づける対称性を考えることは可能であり, そのような対称性のひとっ

が超対称性 (supersynunetry) である. 超対称性をもっ場の量子論, すなわ

ち, 超対称的場の量子論 (supersymmetric quantum field theory, SSQFT)
の構築可能性は, 1974年, Wess と Zumino によって, はじめて示された

$[68,69]$ . 超対称性は, ひらたく言えば, ボソンとフェルミオンを対等に扱う
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対称性である 1. さらに, SSQFT のいくっかのモデルにおいては, 場の量

子論に特有の “発散の困難”が軽減するという好ましい事実がある 2. こうし
た理由から, 超対称性は, 素粒子問に働く 4種の力 (重力, 電磁気力、 強

い力、 弱い力) を統一する理論の建設において, 重要な役割を演じるはず
である, という信念がゆきわたった. いま言及した, Wess と Zumino の仕
事以来, SSQFT は, 物理理論として盛んに研究され, 超重力理論や超弦理

論など, 素粒子の統一理論の試みへと発展していった [53,67,33].
SSQFT は無限自由度の量子論であるが, これをある種の仕方により単

純化すると有限自由度の量子力学が得られる. この量子力学を超対称的量

子力学 (supersymnetric quantum mechanics, SSQM) とよぶ [70-72,29,1].
SSQM の一特に関数解析学 (作用素論) の観点からの一数学的研究は, 1980
年代なかばから開始され, 超対称性に付随する興味ある数学的側面が明ら

かにされた [2-6,8-10, 21,26-28,34-37,42,46] ([30]も参照). SSQFT に対す
る, 構成的場の量子論 [31,32,38]の観点からの研究は Jaffe ら [47-51]によっ
て展開された. 筆者は, 無限次元解析学の立場から, SSQFT の数学的解
析を行い, Boson-Ferinion Fock 空間上の解析へと導かれた [7,8,11-13,15-

17,20,22,23]. したがって, 筆者の理論は具体的実例として SSQFT のいく
つかのモデルを含むものであり, それにとどまらず, これらのモデルに対

して数学的な観点からの統一的な認識をもたらすのである.

1代数的にいうならば, 超対称性の生成子は, 超 Lie 代数をなす $[33,67]$ .
2 “発散の困難”’ というのは, 場の量子論において, 摂動論とよばれる, ある種の “

近似的”計算法で物理量を計算すると無限大に発散する量があらわれて意味のある
値が得られないことをいう. この困難は, 朝永, Schwinger , Feynman らによる
“くりこみ理論” (renormalization theory) の創始により, 回避され, これによっ

て, 物理理論としての場の量子論は成功を収めた. しかし, 4次元時空上の相対論
的場の量子論に関するくりこみ理論の非摂動論的で数学的に厳密な基礎づけはなお
もできていない. この問題は 4次元時空における相対論的場の量子論のモデルの数
学的存在を証明する問題一これも未解決の問題一と深く関連している. こうした意
味も含めて, “無限大のくりこみ” を必要としない場の量子論が望まれる. SSQFT
はそうした理論のひとっの候補でもある. 場の量子論の数学的理論の現状に関して
は [24,31,32,38,43]等を参照.
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2 Fock 空間

この節では, Fock 空間の理論の基本的部分を復習する.

2.1 Boson Fock 空間

$\mathcal{H}$を可分な実 Hilbert 空間とし, $\mathcal{H}$によって指定される Gauss 確率過程
を $\{\phi(f)|f\in \mathcal{H}\}$ とする. すなわち, $\phi(f)$ は, ある確率空間 $<E$ , \mbox{\boldmath $\mu$}>上の確
率変数 (実数値可測関数) で, $\phi(af+bg)=a\phi(f)+b\phi(g),$ $a,$ $b\in \mathbb{R},$ $f,$ $g\in \mathcal{H}$

をみたし, その特性汎関数が

$\int_{E}e^{i\phi(f)}d\mu=e^{-||f||_{\mathcal{H}}^{2}/2}$ , $f\in \mathcal{H}$

となるものである [31,38,61,63]. Hilbert 空間 $L^{2}(E, d\mu,)$ を H上の Boson
Fock 空間という 3.

Boson Fock 空間上の解析において基本となるいくつかの作用素を導入
しよう. 既を $\mathbb{R}^{n}$上の複素数値多項式の全体からなる集合とする. $\mathcal{H}_{c}$ を $\mathcal{H}$

の複素化とし, $T$を $\mathcal{H}_{c}$に定義域 $D(T)$ をもっ作用素としよう. このとき,

$L^{2}(E, d\mu)$ の部分空間

$\mathcal{P}_{T}=\mathcal{L}\{P(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))|P\in \mathbb{P}_{n}, f_{j}\in D(T)\cap \mathcal{H},n\geq 0,j=1, \cdots n\}$

が定義される. ここで, $\mathcal{L}\{\cdots\}$ は集合 $\{\cdots\}$ の元が代数的に生成する部分

空間を表わす. もし, D(T)\cap Hが $\mathcal{H}$で稠密ならば, $\mathcal{P}_{T}$は $L^{2}(E, d\mu)$ で稠

密である. $T=I$に対して $\mathcal{P}_{I}=\mathcal{P}$ とおく.

3確率空間 $<E,$ $\mu>$の Borel 集合体としては, $\{\phi(f)|f\in \mathcal{H}\}$ によって生成される
ものをとる. ここであたえる Boson Fock 空間の記述は, $Q$ 空間表現とよばれる
ものである $[61,58]$ . Hilbert 空聞の対称テンソル積を用いる, Boson Fock 空間の
通常の定義については [31,57,63]等を参照. $E$のモデルとしては, 無限次元の局所
凸線形位相空問を念頭においている. 場の量子論のモデルの構成においては, E と

して, たとえば, $\mathbb{R}^{n}$上の実の緩増加超関数の空間 $S_{r}’(\mathbb{R}^{n})$ がとられる (7節を参
照).
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Hilbert 空間 $\mathcal{M}$ に値をとる, $<E,$ $\mu$ >上の 2乗可積分関数からなる

Hilbert 空間を $L^{2}(E, d\mu;\mathcal{M})$ と記す. この空間は, $L^{2}(E, d\mu)\otimes \mathcal{M}$ と同一

視される. 二つのベクトル空間 $\mathcal{V}$ , Wの代数的テンソル積を $\mathcal{V}\otimes \mathcal{W}\wedge$と書く.
$\mathcal{P}$を定義域とする, $L^{2}(E, d\mu)$ から $L^{2}(E, d\mu;\mathcal{H}_{c})$ への “勾配作用素”�

を

$\nabla P(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))=\sum_{j=1}^{n}(\partial_{j}P)(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))f_{j}$ ,

$f_{j}\in \mathcal{H},j=1,$ $\cdots n$ ,

によって定義する. $P(\phi(f_{i}), \cdots \phi(f_{n}))$ という形のベクトルの有限一次結

合に対しては, 線形性により拡張する. 記号�を用いると, 測度\mbox{\boldmath $\mu$}に関す

る部分積分公式は

$\int_{E}(f, \nabla\Psi)_{\mathcal{H}_{c}}\Phi d\mu=-\int_{E}’\int_{E}\phi(f)\Psi\Phi d\mu$ ,

$\Psi,.\Phi\in \mathcal{P},$ $f\in \mathcal{H}$ , (2.1)

と書くことができる 4
(2.1) を用いると, �は, $L^{2}(E, d\mu)$ から $L^{2}(E, d\mu;\mathcal{H}_{c})$ への作用素と

して we垣-defined であることが示される. すなわち, $\Psi$ , \Phi \in Pが\Psi $=\Phi$ a.e.
をみたすならば, $\nabla\Psi=\nabla\Phi$ a.e. が成 $H$]立っ. さらに, 作用素�から, 各

$f\in \mathcal{H}_{c}$に対して, $\mathcal{P}$を定義域とする, $L^{2}(E, d\mu)$ における作用素� f(“f方向
への微分”) が

$\tilde{\nabla}_{f}\Psi=(f, \nabla\Psi)_{\mathcal{H}_{c}}$,

によって定義される.
$J_{\mathcal{H}}$ を $\mathcal{H}_{c}$上の自然な共役化作用素 (conjugation) とし (すなわち, $f=$

$f_{1}+if_{2},$ $f_{1},$ $f_{2}\in \mathcal{H}$に対して, $J_{\mathcal{H}}f$ $:=f_{1}-if_{2}$ ),

$\overline{f}=J_{\mathcal{H}}f$ , $f\in \mathcal{H}_{c}$ ,

4この論文では, 複素 Hilbert 空間 $\mathcal{X}$の内積 $(\cdot, )_{\mathcal{X}}$ は, 第 2変数について線形
であるとする.
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とおく. (2.1) を用いて, っぎの事実が証明される.

補題 2.1 各 $f\in \mathcal{H}_{c}$に対して, $\tilde{\nabla}_{f}$ ,�は可閉であり, すべての $\Psi\in \mathcal{P}$

と $f\in \mathcal{H}_{c}$に対して

$D(\tilde{\nabla}_{f}^{*})\supset \mathcal{P}$, $D(\nabla^{*})\supset \mathcal{P}\otimes \mathcal{H}_{c}\wedge$ ,

$\nabla_{f}^{*}\Psi=\nabla^{*}(\Psi f)=-\tilde{\nabla}_{\overline{f}}\Psi+\phi(f)\Psi$

が成 $Hj$ 立っ.

以下, $\nabla,\overline{\nabla}_{f}$の閉包もそれぞれ, 同じ記号で書くことにする.

確率変数\phi (fl), $\cdot$ . . , $\phi(f_{n}),$ $f_{j}\in \mathcal{H},j=1,$ $\cdots$ $n$ に対して, これらの

Wick 積: $\phi(f_{i})\cdots\phi(f_{n})$ : がつぎの漸化式によって定義される :

: $\phi(f_{1}):=\phi(f_{1})$ ,

: $\phi(f_{1})\cdots\phi(f_{n})$ $:=\phi(f_{1})$ : $\phi(f_{2})\cdots\phi(f_{n})$ :

$- \sum^{n}(f_{1}, f_{j})_{?t}$ : $\phi(f_{2})\cdots\phi\overline{(f_{j}})\cdots\phi(f_{n}):,$ $n\geq 2$ .
$j=2$

ここで, $\phi\overline{(f_{j}}$) は\phi (fj) を除くことを意味する. このとき, $n\neq m$ ならば, 任

意の $f_{j’ g_{k}}\in \mathcal{H},j=1,$ $\cdots n,$ $k=1,$ $\cdots m$ に対して, : $\phi(fi)\cdots\phi(f_{n})$ : と
: $\phi(g_{1})\cdots\phi(g_{m})$ :は, $L^{2}(E, d\mu)$ のベクトルとして直交する. さらに, $\Gamma_{n}(\mathcal{H})$

を: $\phi(fi)\cdots\phi(f_{n})$ :, $f_{j}\in \mathcal{H},j=1,$ $\cdots n$ によって生成される, $L^{2}(E, d\mu)$

の閉部分空間とすれば

$L^{2}(E,d \mu)=\bigoplus_{n=0}^{\infty}\Gamma_{n}(\mathcal{H})$

が成 $H$j立っ. ただし, $\Gamma_{0}(\mathcal{H})=\mathbb{C}$ は定数関数の空間である. 閉部分空間
$\Gamma_{n}(\mathcal{H})$ は, 物理的には, $n$ 個のボソンからなる系の状態空間を表わす.
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Boson Fock 空間上の作用素の重要なクラスのひとっとして, 第 2量子

化作用素とよばれるものがある. $A$ を $\mathcal{H}$における任意の自己共役作用素と
する. このとき, $L^{2}(E, d\mu)$ における自己共役作用素 (鵡 $(A)$ で, 各\Gamma n(H)
によって約され, $\Gamma_{n}(\mathcal{H})$ における部分 $d\Gamma_{b}^{(n)}(A)$ :=(傷 $(A)$ $r\Gamma_{n}(\mathcal{H})$ がつぎ

の形になるものがただひとっ存在する :

$d\Gamma_{b}^{(0)}(A)=0$ ,

$d\Gamma_{b}^{(n)}(A)$ : $\phi(f_{1})\cdots\phi(f_{n})$ $:= \sum_{j=1}^{n}$ : $\phi(f_{1})\cdots\phi(Af_{j})\cdots\phi(f_{n}):,$ $n\geq 1$ ,

$f_{j}\in D(A),j=1,$ $\cdots n$ .

作用素 $d\Gamma_{b}(A)$ を $A$ の第 2量子化とよぶ 5. $A$ が下に有界であれば, $dF_{b}(A)$

もそうであり, この逆も成り立っ.

第 2量子化作用素は, $E$上のある種の “ラプラシアン” とみなしうる.

実際, $\mathcal{M}$ を Hilbert 空間とし, $T$を $\mathcal{H}_{c}$から $\Lambda 4$ への線形作用素で $D(T)\cap \mathcal{H}$

が $\mathcal{H}$で稠密であるようなものとすれば, $\mathcal{P}_{T}$を定義域とする作用素 $T\nabla$ :
$L^{2}(E, d\mu)arrow L^{2}(E, d\mu;\mathcal{M})$ は可閉であり (その閉包も同じ記号 $T\nabla$ で表

わす)

$d\Gamma_{b}(T^{*}T)=(T\nabla)^{*}T\nabla$

となることが証明される.

2.2 Fermion Fock 空間

$\mathcal{K}$を可分な実 Hilbert 空間とし, $\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})$ を $\mathcal{K}_{c}$の (Hilbert 空間としての)

$P$ 重反対称テンソル積とする $(\wedge^{0}(\mathcal{K}_{c}) :=\mathbb{C})$ . ヒルベルト空間\wedge p(Kc), $p=$

5作用素 $d\Gamma_{b}(A)$ は, 物理的には, 1個のボソンの状態の Hilbert 空間 $\mathcal{H}_{c}$におけ

る物理量 $A$ を, 相互作用のない無限ボソン系へもちあげたものを表わす. $A$ が 1
ボソンのハミルトニアンならば, $d\Gamma_{b}(A)$ は, 対応する無限ボソン系の ‘哨由” ハ

ミルトニアンである.
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$0,1,2,$ $\cdots$ , の無限直和

$\wedge(\mathcal{K}_{c})=\bigoplus_{p=0}^{\infty}\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})$

を $\mathcal{K}_{c}$上の Fermion Fock 空間という. 任意の $u_{j}\in \mathcal{K}_{c},$ $j=1,$ $\cdots p$ に対

して, 外積 $u_{1}\Lambda\cdots\wedge u_{p}\in\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})$ を

$u_{1} \wedge\cdots\wedge u_{p}=\frac{1}{p!}\sum_{\sigma\in \mathfrak{S}_{p}}\epsilon(\sigma)u_{\sigma(1)}\otimes\cdots\otimes u_{\sigma(p)}=A_{p}(u_{1}\otimes u_{2}\cdots\otimes u_{p})$

によって定義する. ここで, $\mathfrak{S}_{p}$は $p$ 次対称群, $c(\sigma)$ は置換\mbox{\boldmath $\sigma$} $\in \mathfrak{S}_{p}$の符号,
$A_{p}$は反対称化作用素を表わす 6: $A_{p}= \sum_{\sigma\in\epsilon^{\sim_{)}}}\in(\sigma)\sigma/p!p$

各 $u\in \mathcal{K}_{c}$に対して, $\wedge(\mathcal{K}_{c})$ 上の有界線形作用素 $b(u)$ で

$b(u)^{*}u_{1}\wedge u_{2}\Lambda\cdots\wedge u_{p}=\sqrt{p+1}u\Lambda u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}$ , $u_{j}\in \mathcal{K}_{c}$ , $j=1,$ $\cdots p$ ,

をみたすものがただひとっ存在する. 作用素 $b(u)$ をフェルミオン消滅作用
素, b(u)* をフェルミオン生成作用素という. これらの作用素に特徴的なこ
とのひとっは, これらがっぎの正準反交換関係をみたすことである :

$\{b(u), b(v)^{*}\}=(u, v)_{\mathcal{K}_{c}}$ , $\{b(u))b(v)\}=0=\{b(u)^{*}, b(v)^{*}\}$ , $u,$ $v\in \mathcal{K}_{c}$ .

ここで, $\{A, B\}$ $:=AB+BA$ .
Fermion Fock 空間においても第 2量子化作用素が定義される. $\mathcal{K}_{c}$に

おける任意の自己共役作用素 $B$に対して, $\wedge(\mathcal{K}_{c})$ における自己共役作用素
($I\Gamma_{f}(B)$ で, 各\wedge p(KC) によって約され, $\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})$ における部分 $d\Gamma_{f}^{(p)}(B)$ が

$dF_{f}^{(0)}(B)=0$ ,

$d F_{f}^{(p)}(B)=\sum_{j=1}^{p}I\otimes\cdots\otimes I\otimes Bj\otimes I\otimes\cdots\otimes I$ , $p\geq 1$ ,

$6A_{p}$は, $\mathcal{K}_{c}$の $p$ 重テンソル積\otimes pKc上の射影作用素であり, $\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})=A_{p}(\otimes^{p}\mathcal{K}_{c})$

(たとえば, [57, \S II.4]を参照).
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によってあたえられるものがただひとっ存在する [57, \S VIII.10]. この作用

素 $d\Gamma_{f}(B)$ を $B$の第 2量子化という.

後の使用 (5節) のために, ここで, フェルミオン消滅作用素, フェ

ルミオン生成作用素からっくられる 2次の作用素”を導入しておく. $\mathcal{K}_{c}$上

の Hilbert-Schmidt 作用素の全体を乃 $(\mathcal{K}_{c})$ で表わし, $K\in \mathcal{I}_{2}(\mathcal{K}_{c})$ とす

る. このとき, $\mathcal{K}_{c}$の 2 っの正規直交系 $\{u_{n}\}_{n=1}^{N},$ $\{v_{n}\}_{n=1}^{N}(N\leq+\infty)$ と,
$\sum_{n=1}^{N}\lambda_{n}^{2}<\infty$ をみたす正数列 $\{\lambda_{n}\}_{n=1}^{N}$ が存在して, $K$は

$K= \sum_{n=1}^{N}\lambda_{n}(u_{n}, \cdot)_{\mathcal{K}_{c}}v_{n}$ (2.2)

と表わされる ( $N=+\infty$ の場合, (2.2) の右辺は $\mathcal{I}_{2}(\mathcal{K}_{c})$ のノルムで収束す
る [57, Theorem VI.17]). このとき, $\wedge(\mathcal{K}_{c})$ で稠密な部分空間

$\bigwedge_{f}(\mathcal{K}_{c})=\{\Psi=\{\Psi^{(p)}\}_{p0}^{\infty_{=}}|\Psi^{(p)}\in A_{p}(\mathcal{K}_{c^{\otimes}}^{\wedge}\cdots\otimes \mathcal{K}_{c})\wedge$,有限個の $p$ を

除いて $\Psi^{(p)}=0\}$

を定義域として, っぎの作用素が定義される :

$<b^{*}|K|b>= \sum_{n=1}^{N}\lambda_{n}b(v_{n})^{*}b(u_{n})$ , $<b|K|b>= \sum_{n=1}^{N}\lambda_{n}b(\overline{v}_{n})b(u_{n})$ ,

$<b^{*}|K|b^{*}>= \sum_{n=1}^{N}\lambda_{n}b(v_{n})^{*}b(\overline{u}_{n})^{*}$ .

ここで, $N=+\infty$ の場合, 右辺は\wedge f(Kc) 上で強収束し, その極限は, $K$ を

(2.2) のように表わす仕方にはよらない. これら三っの作用素の任意のひと
っを表わすのに $<b\#|K|b\#>$という記号を用いる. 作用素 $<b\#|K|b^{\mathfrak{y}}>$は

$<b^{\#}|K|b^{\#}>^{*}\supset<b^{\mathfrak{y}*}|K^{*}|b^{\#^{*}}>$

をみたす. したがって, とくに, $<b\#|K|b\#>$は可閉である (閉包も同一記

号で表わす).
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っぎの補題を証明するのは困難ではない.

補題 2.2 [15] 各\mbox{\boldmath $\psi$}\in Kc\otimes K。に対して,

$(v,K_{\psi}u)_{\mathcal{K}_{c}}=(v\otimes\overline{u},\psi)_{\mathcal{K}_{c}\otimes \mathcal{K}_{c}}$ , $u,$ $v\in \mathcal{K}_{c}$ ,

をみたす $K_{\psi}\in \mathcal{I}_{2}(\mathcal{K}_{c})$ がただひとっ存在し,

$||K_{\psi}||_{2}=||\psi||_{\mathcal{K}_{c}\otimes \mathcal{K}_{c}}$

が成 $Hj$ 立っ. ただし, $||\cdot||_{2}$は Hilbert-Schmidt ノルムを表わす. 逆に, 任
意の $K\in \mathcal{I}_{2}(\mathcal{K}_{c})$ に対して, $K=K_{\psi}$ となる\mbox{\boldmath $\psi$}\in Kc\otimes K。がただひとっ存在
する.

補題 22によってあたえられる対応\mbox{\boldmath $\psi$}\rightarrow K\mbox{\boldmath $\psi$} を Aによって表わす :

$\Lambda(\psi)=K_{\psi}$ .

3 De Rham型作用素, ラプラシアン, de Rham-Hodge-Kodaira
型分解

$E$上の $\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})$ 値関数は, 一般化された意味で, $E$上の $p$ 形式のひとっ

のクラスであるとみなしうる. 特に Hilbert 空間

$\wedge^{p}(\mathcal{H},\mathcal{K})=L^{2}(E,d\mu;\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))$

は, $<E$ , \mbox{\boldmath $\mu$}>上の 2乗可積分な $P$ 形式の空問とみることができる. この節
では, 有限次元多様体上の形式の理論 (de Rham 理論) や指数理論の無
限次元版を展開することを念頭において, Hilbert 空間の列 $\{\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})\}_{p=0}^{\infty}$

に同伴する基本的な対象を導入する.
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$S$ : $\mathcal{H}_{c}arrow \mathcal{K}_{c}$を稠密に定義された閉線形作用素で, $S^{*}S$が $\mathcal{H}$によって

約されるものとする. この作用素に付随する部分空間 $\mathfrak{D}_{S,p}\subset\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ を

$\mathfrak{D}_{S,p}=\mathcal{L}\{P_{n}(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}|P_{n}\in \mathbb{P}_{n},$ $f_{j}\in D(S)\cap \mathcal{H}$ ,

$n\geq 0,j=1,2,$ $\cdots n$ , $u_{k}\in \mathcal{K}_{c},$ $k=1,2,$ $\cdots p\}$ .

によって定義する. $D(S^{*}S)$ は $\mathcal{H}$で稠密であるので, $D(S)\cap \mathcal{H}$も $\mathcal{H}$で稠密

になり, したがって $\mathfrak{D}_{S,p}$は $\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ で稠密である.

各 $p\geq 0$ に対して, $\mathfrak{D}_{S,p}$ を定義域とする線形作用素 $d_{S,p}$ $:\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})arrow$

$\wedge^{p+1}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ をっぎのように定義する :

$\Psi=P_{n}(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}$ (3.1)

という形のベクトルに対しては

$d_{S,p} \Psi=\sqrt{p+1}\sum_{j=1}^{n}(\partial_{j}P_{n})(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))Sf_{j}\wedge u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}$

とし, $\mathfrak{D}_{S,p}$の任意のベクトルに対しては, 線形性によって拡張する. $d_{S,p}$は

well-defined である (すなわち, $\Psi=\Phi$ a.e. ならば $d_{S,p}\Psi=d_{S,p}\Phi$ a.e.).

各 $p\geq 0$ に対して, $\wedge^{p+1}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ の部分空間の s*,pを.

$\mathfrak{D}_{S,p}^{*}=\mathcal{L}\{P_{n}(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p+1}|P_{n}\in \mathbb{P}_{n},$ $f_{j}\in \mathcal{H}$ ,

$n\geq 0,j=1,2,$ $\cdots n,$ $u_{k}\in D(S^{*}),$ $k=1,2,$ $\cdots p+1\}$

によって定義する. 作用素 $d_{S,p}$の基本的性質はっぎの補題であたえられる.

補題 3.1 [13] (i) すべての $p\geq 0$ に対して

$d_{S,p}\mathfrak{D}_{S,p}\subset \mathfrak{D}_{S,p+1}$
ラ

$d_{S,p+1}d_{S,p}=0$ , (3.2)
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が成り立っ. さらに, $d_{S,p}$は可閉である.

(ii) すべての $p\geq 0$ に対して

$\mathfrak{D}_{S,p}^{*}\subset D(d_{S,p}^{*})$

であり, (3.1) の形のベクトル\Psiに対して

$d_{S,p-1}^{*} \Psi=\frac{1}{\sqrt{p}}\sum_{k=1}^{p}(-1)^{k-1}(\phi(S^{*}u_{k})\overline{P}_{n}-\overline{\nabla}_{J_{\mathcal{H}}S^{*}u_{k}}\overline{P}_{n})$

$\cross u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{k}\wedge\cdots\wedge u_{p}\wedge$

が成り立っ. ただし, $\tilde{P}_{n}=P_{n}(\phi(fi), \cdots \phi(f_{n}))$ .

注意. 作用素 $S$は, ここでは, 一種の “パラメーター” とみなされる.

このパラメーターの導入は, 具体的な実現では異なって現われる種々の場

合を統一的に理解することを可能にする. 超対称的場の量子論への応用に
おいては, さまざまなモデルを “補間”する役割をはたす.

以後, $d_{S,p}$の閉包も同じ記号で表わす. 方程式 (3.2) は $d_{S,p}$の閉包に対

しても成 $t$]立っので, 列 $\{d_{S,p}, D(d_{S,p})\}_{p}^{\infty_{=0}}$はひとつの de Rham 型複体と
みなせる. 有限次元解析との類推にしたがって, この複体に付随するラプ

ラシアンを

$\Delta_{S,p}=d_{S,p}^{*}d_{S,p}+d_{S,p-1}d_{S,p-1}^{*}$

によって定義するのは自然である $(d_{S,-1} :=0)$ .

定理 3.2 [13] 各 $p\geq 0$ に対して, $\Delta_{S,p}$は非負の自己共役作用素であ

り, 作用素の等式

$\triangle_{S,p}=dF_{b}(S^{*}S)\otimes I+I\otimes d\Gamma_{f}^{(p)}(SS^{*})$ (3.3)
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が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT} j$立っ.

等式 (3.3) は, 第 2量子化作用素とラプラシアンを関係づけるものであ
り, 第 2量子化作用素に対して, ひとっの新しい数学的観点をあたえる.

de Rham 型作用素 $d_{S,p}$とラプラシアンを用いると $\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ の “なめ

らかな”部分空間

$\Omega_{p}(E,\mu):=C^{\infty}(\Delta_{S,p})$ $:=n_{m=1}^{\infty}D(\Delta_{S,p}^{m})$

に対して, de Rham-Hodge-Kodaira 型の分解定理を証明することができ
る. 作用素 $S^{*}S$のスペクトルを $\sigma(S^{*}S)$ で表わす.

定理 3.3 $[13,22]$ $\inf\sigma(S^{*}S)\backslash \{0\}>0$ ならば

$\Omega_{p}(E,\mu)=d_{S,p-1}\Omega_{p-1}(E,\mu)\oplus d_{S,p}^{*}\Omega_{p+1}(E,\mu)\oplus ker\Delta_{S,p}$

$=\Delta_{S,p}\Omega_{p}(E,\mu)\oplus ker\triangle s_{p}$ .

de Rham 型複体 $\{d_{S,p}, D(d_{S,p})\}_{p0}^{\infty_{=}}$のコホモロジーを

$H_{S,p}=kerd_{S,p}/\overline{Ran(d_{S,p-1})}$

によって定義する. ここで, $\overline{Ran(d_{S,p-1})}$は $d_{S,p-1}$の値域 Ran$(d_{S,p-1})$ の閉

包を表わす. Hilbert 空間\wedge p $($H, $\mathcal{K})$ の de Rham-Hodge-Kodaira 型分解

$\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})=\overline{Ran(d_{S,p-1})}\oplus\overline{Ran(d_{S,p}^{*})}\oplus ker\triangle_{S,p}$

を用いることによリ

$H_{S,p}\cong ker\Delta_{S,p}$

が証明される [13].
ラプラシアン $\Delta_{S,p}$の核 $ker\Delta_{S,p}$にっいては, っぎの定理が成り立っ.
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定理 3.4 [13] $\Gamma_{n}(kerS)$ を: $\phi(f_{1})\cdots\phi(f_{n}):,$ $f_{j}\in kerS,j=1,$ $\cdots n$ ,
によって生成される閉部分空間とすれば $(\Gamma_{0}(kerS) :=\mathbb{C})$ , すべての $p\geq 0$

に対して

$ker\Delta_{S,p}=\oplus\Gamma_{n}(kerS)\infty\otimes A_{p}(kerS^{*}\otimes\cdots\otimes kerS^{*})$ .
$n=0$

この定理から, $ker$ \Delta s,pの次元は, $kerS$, kerSの次元に応じて, 有限
であった [$J$ , 無限であったりすることがわかる (より詳しくは [13] を参照) .

注意. (1) 各 $m=0,1,2,$ $\cdots$ , に対して, 部分空間 $D(\Delta_{S,p}^{m})$ は,

$(\Psi, \Phi)_{m}=((I+\triangle_{S,p})^{m}\Psi,(I+\Delta_{S,p})^{m}\Phi)_{\wedge^{p}(7i,\mathcal{K})}$ ,

$\Psi,$ $\Phi\in D(\triangle_{s}^{m_{p}},)$

によって定義される内積によって Hilbert 空間になり, 部分空間

$\mathfrak{D}_{S}^{\infty_{p}}=\mathcal{L}\{P(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n})u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}|P\in \mathbb{P}_{n},$ $f_{j}\in C^{\infty}(S^{*}S)$ ,

$u_{k}\in C^{\infty}(SS^{*}),n\geq 0,j=1,$ $\cdots n,$ $k=1,$ $\cdots p\}$

は Hilbert 空間 $<D(\triangle_{S,p}^{m}),$ $||\cdot||_{m}>$で稠密である. 空間\Omega p(E, $\mu$ ) はノルム
の族 $\{||\cdot||_{m}\}_{m=0}^{\infty}$に関して可算 Hilbert 空間になる.

(2) 記号の混用であるが, $E$の点も\phi で表わす. 各 $r\in(1, \infty),$ $m=$

$0,1,2$ , に対して, $\mathfrak{D}_{S}^{\infty_{p}}$上にノルム $||\cdot||_{r,m}$ を

$|| \Psi||_{r,m}=[\int_{E}||(I+\triangle_{S,p})^{m}\Psi(\phi)||_{\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c})}^{r}d\mu(\phi)]^{1/r}$

$=||(I+\triangle_{S,p})^{m}\Psi||_{L^{r}(E,d\mu;\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))}$ ,



34

によって定義し, $||\cdot||_{r,m}$による, $\mathfrak{D}_{S}^{\infty_{p}}$の完備化を $W_{r,m}(\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))$ とする

(注意 (1) により, $W_{2,m}(\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))=<D(\triangle_{S,p}^{m}),$ $||\cdot||_{m}>$ ). このとき, $p$ 形

式の “なめらかな”空間の候補として

$W^{\infty}(\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))=$ $\cap$
$\cap\infty W_{r,m}(\wedge^{p}(\mathcal{K}_{c}))$

$1<r<\infty m=0$

をとることができる. この空間に対しても, 定理 33と同様の分解定理が成

り立つ [55]. $\mathcal{H}=\mathcal{K},$ $S=I$という特殊な場合の分解定理は, [62]においてあ

たえられた.

(3) われわれの無限次元解析は, $p$ 形式値 ( $\wedge^{p}(\mathcal{K}_{\text{。}})$ 値) の汎関数を取

り扱う. この枠組みにおいてもスカラー値の関数を扱うホワイトノイズ解
析 [44]における基礎空間に対応し, その $P$ 形式値汎関数への一般化とみら

れる基礎空間を定義することができ, この基礎空間に対しても de Rham-

Hodge-Kodaira 型の分解定理を示すことができる [22,23,55].

(4) この節の数学的枠組みは, \mbox{\boldmath $\mu$}が Gauss 型測度ではない場合にも拡張

されうる [22,16,17].

4 Dirac-K\"ahler 型作用素

de Rham 型複体 $\{d_{S,p}, D(d_{S,p})\}_{p=0}^{\infty}$ から, Hilbert 空間\wedge p $($H, $\mathcal{K}),p=$

$0,1,2,$ $\cdots$ , の無限直和

$\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})=\bigoplus_{p=0}^{\infty}\wedge^{p}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$

における作用素 $d_{S}$がっぎのように定義される :

$D(d_{S})=\{\Psi=\{\Psi^{(p)}\}_{p=0}^{\infty}\in\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})|\Psi^{(p)}\in D(d_{S,p})$ ,

$\sum_{p=0}^{\infty}||d_{S,p}\Psi^{(p)}||_{\wedge^{p+1}(7i,\mathcal{K})}^{2}<\infty\}$ ,
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$(d_{S}\Psi)^{(0)}=0$ , $(d_{S}\Psi)^{(p)}=d_{S,p-1}\Psi^{(p-1)}$ , $p\geq 1,$ $\Psi\in D(d_{S})$ .

部分空間の列 $\{\mathfrak{D}_{S,p}\}_{p=0}^{\infty}$は, $\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ における稠密な部分空間

$\mathfrak{D}_{S}=\{\Psi=\{\Psi^{(p)}\}_{p0}^{\infty_{=}}\in\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})|\Psi^{(p)}\in \mathfrak{D}_{S,p}\cap \mathfrak{D}_{S,p-1}^{*}$ ,

有限個の $p$ を除いて $\Psi^{(p)}=0$

をあたえる.

補題 4.1 [13] (i) 作用素 $d_{S}$は稠密に定義された閉作用素であり

$\mathfrak{D}_{S}\subset D(d_{S})$ ,

$d_{s}^{2}=0$ ,

が成り立っ.

(ii) $d_{S}$の共役作用素 $d_{s}^{*}$はっぎのようにあたえられる :

$D(d_{S}^{*})=\{\Psi=\{\Psi^{(p)}\}_{p0}^{\infty_{=}}\in\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})|\Psi^{(p+1)}\in D(d_{S,p}^{*})$,

$\sum_{p=0}^{\infty}||d_{S,p}^{*}\Psi^{(p+1)}||_{\wedge^{p}(\mathcal{K},\mathcal{H})}^{2}<\infty\}$ ,

$(d_{S}^{*}\Psi)^{(p)}=d_{S,p}^{*}\Psi^{(p+1)}$ , $p\geq 0$ , $\Psi\in D(d_{S}^{*})$ .

Hilbert 空間く $($H, $\mathcal{K})$ は

$\wedge(\mathcal{H},\mathcal{K})=L^{2}(E,d\mu;\wedge(\mathcal{K}_{c}))=L^{2}(E, d\mu)\otimes\wedge(\mathcal{K}_{c})$
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というふうに同一視される. この意味で $\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ を Boson-Fermion Fock
空間とよぶ.

de Rham 型作用素 $d_{S}$に付随するラプラシアンを

$\Delta_{S}=d_{S}^{*}d_{S}+d_{S}d_{S}^{*}$

によって定義する. 定理 3.2はっぎの結果を導く.

定理 4.2 [13] $\triangle s$は非負の自己共役作用素であり, 作用素の等式

$\triangle s=d\Gamma_{b}(S^{*}S)\otimes I+I\otimes d\Gamma_{f}(SS^{*})$

が成り立っ.

Boson-Fernion Fock 空間は直和分解

$\wedge(\mathcal{H},\mathcal{K})=\bigwedge_{+}(\mathcal{H},\mathcal{K})\oplus\bigwedge_{-}(\mathcal{H},\mathcal{K})$ (4.1)

をもっ. ただし

$\bigwedge_{+}(\mathcal{H},\mathcal{K})=\bigoplus_{p=0}^{\infty}\wedge^{2p}(\mathcal{H},\mathcal{K})$ , $\bigwedge_{-}(\mathcal{H}, \mathcal{K})=\bigoplus_{p=0}^{\infty}\wedge^{2p+1}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ ,

であり, それぞれ, $L^{2}$の意味での “偶形式”, “奇形式” の空問とみなされ
る. 閉部分空間\wedge \pm $($H, $\mathcal{K})$ への射影作用素を $P\pm$ とし

$\Gamma=P_{+}-P_{-}$

とおけば, $\Gamma$ は分解 (4.1) に対する grading 作用素である 7.
7一般に, Hilbert 空間 $\mathcal{X}$における有界な自己共役作用素\gammaは, $\gamma^{2}=I,$ $\gamma\neq\pm I$ , を
みたすとき, grading 作用素であるいう. この場合, \gamma のスペクトルは $\{\pm 1\}$ で,

固有値\pm 1に属する固有空間を $\chi_{\pm}$ とすれば, $\mathcal{X}=\mathcal{X}_{+}\oplus \mathcal{X}_{-}$ となる. 逆に, 直和
分解 $\mathcal{X}=\mathcal{X}_{+}\oplus \mathcal{X}_{-}(\mathcal{X}\pm\neq\{0\})$ があたえられたとき, $p\pm$ を $\mathcal{X}\pm$への射影作用素
とし, $\gamma=p_{+}-p-$ とすれば, $\gamma$は grading 作用素である.
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Boson-Fermion Fock 空間\wedge $($H, $\mathcal{K})$ における作用素 $L$ に対して, $\Gamma$が
$D(L)$ を不変にし, $D(L)$ 上で $\{\Gamma, L\}=0$ が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$]立っとき, $L$ は grading作用
素 Fに関して奇であるという. Fに関して奇の作用素 L は, $D(L) \cap\bigwedge_{\pm}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$

を $\bigwedge_{\mp}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ へうっす. っぎの補題は容易に証明される.

補題 4.3 $d_{S},$ $d_{s}^{*}$ は\Gamma に関して奇である.

de Rham 型作用素 $d_{S}$から, 対称作用素

$Q_{S}=d_{S}+d_{S}^{*}$

が定義される. $S$をおで置き換えると

$Q_{iS}=i(d_{S}-d_{S}^{*})$

となる. 作用素 $Q_{S}$ を “自由な”Dirac-Kahler 型作用素とよぶ 8. 補題 4.3
からっぎを得る.

命題 4.4 [13] $Q_{S}$は\Gamma に関して奇である.

一般に, Hilbert 空間 $\mathcal{H}$における二っの自己共役作用素 $A,$ $B$は, すべ

ての $f\in D(B)$ と $t\in \mathbb{R}$ に対して $\exp(itA)f\in D(B)$ かっ

$Be^{itA}f=e^{-itA}Bf$

をみたすとき, 強反可換であるという 9.

8有限次元多様体上の外微分作用素を $d$ とするとき, 作用素 $i(d-d^{*})$ は K\"ahler
作用素とよばれる [52]. ‘哨由な” という語句は, 対応する超対称的場の量子論が相
互作用をもたないことを表わす (この節のおわりの注意を参照). $Q_{S}$ を単に自由な
Dirac 型作用素ともよぶ $[11,13]$ .
9この定義は, アプリオリには, $A$ と Bに関して非対称的に見えるが, アポステオ
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自由な Dirac-K\"ahler 型作用素 $Q_{S}$の基本的性質はっぎの定理によって
あたえられる.

定理 4.5 [13] (i) $Q_{S}$は自己共役であり, $\triangle s$の任意の芯上で本質的に

自己共役である. さらに, 作用素の等式

$\Delta_{S}=Q_{S}^{2}=Q_{iS}^{2}$

が成 $\iota_{j}$ 立っ.

(ii) $Q_{S}$ と $Q_{iS}$は強反可換である.

有限次元解析における Dirac 型作用素の指数は幾何学的あるいは位相
的な不変量と結びっくことが知られている 1- そこで, われわれの Dirac-
K\"ahler 型作用素にっいてもその指数を考察することは自然であり, 興味が

ある.

一般に, Hilbert 空間 $\mathcal{H}_{1}$ から Hilbert 空間 $\mathcal{H}_{2}$への作用素 $A$ に対する

指数 index $A$ は

index $A=\dim kerA$ –dim ker $A^{*}$

によって定義される. ただし, dim ker $A$ , dim ker $A^{*}$の少なくとも一方は有

限であるとする. 作用素の指数を考える上でとくに重要な作用のクラスとし

リには, 対称的であることが示される [56]. A, Bが有界作用素のときは, $A$ と $B$

が強反可換であることは, 素朴な意味での反可換性, すなわち, $AB+BA=0$
と同値になる. しかし, A, Bが非有界の場合は, 素朴な意味での反可換性の概念は
もはや有効ではなく, いま定義した強反可換性の概念が自然であり, 適切であるこ
とが示される [66,56,60]. $A$ と $B$が強反可換であれば, たとえば, っぎの事柄が成
り立っ :(i) $(Af, Bg)_{?t}+(Bf, Ag)_{\mathcal{H}}=0,$ $f,$ $g\in D(A)\cap D(B)$ (この逆は成
立しない);(ii) $A$ と $|B|$ は強可換 (すなわち, 対応するスペクトル射影作用素が可
換) ;(iii)A+Bは自己共役である [66]. 強反可換な自己共役作用素の理論の最近の
発展については [14,18,19] を参照.
10たとえば, Atiyah-Singer の指数定理.
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て Fredholm 作用素とよばれるものがある. $A$ を $\mathcal{H}_{1}$において稠密な定義域

をもっ, $\mathcal{H}_{1}$ から $\mathcal{H}_{2}$への閉線形作用素としよう. このとき, Ran$(A)$ が閉集

合であり, dim ker $A<\infty$ , dim ker $A^{*}<\infty$ ならば, $A$ は Fredholm であ

るという. また, Ran$(A)$ が閉集合であり, dim ker $A,$ $\dim kerA^{*}$の少なく

とも一方が有限のとき, $A$ は半 Fredholm であるという $[39,54]$ . Fredholm
作用素の指数はある種の安定性をもっ. たとえば, $A$ が (半) Fredholm
で, $B$が A.-コンパクトな作用素であれば $A+B$も (半) Fredholm であり,

index $(A+B)=indexA$ が成り立つ $[39,54]$ . それゆえ, ある作用素が (半)

Fredholm であるか否かを判定する条件を考察することが重要になる. ひと

っの判定条件はっぎの補題によってあたえられる.

補題 $4.6[7,15]$ $A:\mathcal{H}_{1}arrow \mathcal{H}_{2}$を閉線形作用素で $D(A)$ が $\mathcal{H}_{1}$で稠密で

あるとする. このとき, $A$ が Fredholm であるための必要十分条件は

dim ker $A^{*}A<\infty$ , $\dim kerAA^{*}<\infty$ ,

$\inf\sigma(A^{*}A)\backslash \{0\}>0$ ,

が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT} j$立っことである.

注意. Deift [30]の定理により, $\sigma(A^{*}A)\backslash \{0\}=\sigma(AA^{*})\backslash \{0\}$ である.

上の補題の利点は, 作用素 $A$ 自体よりも, 非負自己作用素 $A^{*}A$ や $AA^{*}$の

ほうが解析しやすい場合があるということにある.

さて, 命題 4.4と $Q_{S}$の自己共役性によリ

儲 $=(\begin{array}{ll}0 Q_{S,+}^{*}Q_{S,+} 0\end{array})$

となる閉作用素 $Q_{S,+}$ : $\bigwedge_{+}(\mathcal{H}, \mathcal{K})arrow\bigwedge_{-}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ がただひとっ存在する. こ

こで問題にしたいのは, $Q_{S,+}$の Redholm 性とその指数がどのようにあた
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定理 4.7 [13] (i) Sが Fredholm で dimker $S=0$ ならば, $Qs,+$ は

Fredhoin で

index $Q_{S,+}=\delta_{0}$ ,-index $S$

が成 $\# J$立っ.

(ii) $S$が半 Fredholm で dim ker $S\geq 1$ かっ dim ker $S^{*}=0$ ならば, $Qs,+$

は半 Fredhohn であり

index $Q_{S,+}=\dim kerQ_{S,+}=+\infty$

が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$)立っ.

注意. この節で述べた結果から, 四っ組 $\{\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K}), \triangle_{S}, \{Q_{S}, Q_{iS}\}, \Gamma\}$

は超対称的量子論であることが結論される (超対称的量子論にっいては付

録を参照). こうして, この節で展開した, Boson-Fernlion Fock 空間上の
解析のひとっの結果として, 超対称的な場の量子論の抽象的なモデルが構

成される. このモデルは, 具体的な実現においては, 相互作用のない, 自

由な超対称的量子場のモデルをあたえる (7節を参照).

5 摂動

っぎに作用素 Qsに対する摂動を考察する. これは, 対応する超対称的

場の量子論のことばでいえば, 場どうしの相互作用を導入することにほか

ならない (前節のおわりの注意を参照).

$F\in L^{q}(E, d\mu;\mathcal{K}_{c})(q>2)$ に対して, $\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ ではたらく作用素-b(F)
をっぎのように定義する :

$D( \overline{b}(F))=\{\Psi\in\wedge(\mathcal{H},\mathcal{K})|\int_{E}||b(F(\phi))\Psi(\phi)||_{\wedge(\mathcal{K}_{c})}^{2}d\mu(\phi)<\infty\}$ ,

$(\overline{b}(F)\Psi)(\phi)=b(F(\phi))\Psi(\phi)$ , $a.e.\phi\in E$ .
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注意. ボソンフェルミオン Fock 空間\wedge $($ H, $\mathcal{K})$ は, フェルミオン Fock
空間をファイバーとする直積分と考えることができる :

$\wedge(\mathcal{H},\mathcal{K})=\int_{E}^{\oplus}\wedge(\mathcal{K}_{c})d\mu(\phi)$ .

作用素\tilde b(F) は, $\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ をこのようにみたとき, 分解可能 (decomposable)
な作用素であ $\phi J$ , 記号的には

$\overline{b}(F)=\int_{E}^{\oplus}b(F(\phi))d\mu(\phi)$

と表わされる 11.

補題 5.1 $[13,20]$ $D(b(F))\sim$ は\wedge $($H, $\mathcal{K})$ で稠密であり, $\mathfrak{D}_{S}\subset D(b(F))\cap\sim$

$D(b(F)^{*})\sim$ が成 \iota j 立っ.

de Rham 型作用素 $d_{S}$の摂動を

$d_{S}(F)=d_{S}+\overline{b}(F)^{*}$

によって定義しよう. 補題 5.1によって, $\mathfrak{D}_{S}\subset D(d_{S}(F))\cap D(d_{S}(F)^{*})$ で

あり, $d_{S}(F)^{*}[D_{S}=d_{S}^{*}+\overline{b}(F)$ が成 $\# J$立っ. $d_{S}(F)$ は\Gamma に関して奇であ
る 12.

作用素

$Q_{S}(F)=d_{S}(F)+d_{S}(F)^{*}$

は, $Q_{S}$のひとっの摂動をあたえる. $Q_{S}(F)$ は対称作用素であり, $\mathfrak{D}_{S}\subset$

$D(Q_{S}(F))$ が成 $\iota_{j}$立っ. 以下, っぎを仮定する.

11 ファイバーが一定の直積分と分解可能な作用素の理論にっいては, たとえば, [59,
\S XIII. 16] を参照.
12ただし, $d_{S}(F)^{2}=0$ とは限らないことに注意. 以下の命題 56を参照.



42

仮定 I. $Q_{S}(F)$ はの $s$上で本質的に自己共役である (その閉包も同じ

記号 $Q_{S}(F)$ で表わす).

注意. $Q_{S}(F)r\mathfrak{D}_{S}$はっねに自己共役拡大をもつ [20]. $F$のあるクラス

に対しては, 仮定 I は成立する [20]. しかし, もっと一般の $F$に対して仮定

I が成立するかどうかは未解決の問題である.

$b\#(\cdot)$ が\Gamma に関して奇であることと命題 44を使えば, っぎの補題を

得る.

補題 5.2 [13] $Q_{S}(F)$ は\Gamma に関して奇である.

補題 5.2により

$Q_{S}(F)=(\begin{array}{ll}0 Q_{S}(F)_{+}^{*}Q_{S}(F)_{+} 0\end{array})$

となる閉作用素 $Q_{S}(F)_{+}$ : $\bigwedge_{+}(\mathcal{H}, \mathcal{K})arrow\bigwedge_{-}(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ がただひとっ存在する.

われわれは作用素 $Q_{S}(F)_{+}$の Fredhoin 性とその指数を計算することに興
味がある.

ここで, 作用素の指数を計算する公式をひとっあげておこう. $A$ を補

題 4.6のものとすれば,

$Q$ $:=(\begin{array}{ll}0 A^{*}A 0\end{array})$

は, Hilbert 空間 $\mathcal{X}=\mathcal{H}_{1}\oplus \mathcal{H}_{2}$で自己共役である. したがって, $Q^{2}$は自己

共役であ $Hj$ , しかも非負である.

$\gamma=(\begin{array}{ll}I 00 -I\end{array})$

とすれば, これは $\mathcal{X}$の grading 作用素である.
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命題 5.3 $[7_{p}\backslash 50]$ $A,$ $Q$ を上のものとする. このとき, ある $\beta>0$ に

対して, $\exp(-\beta Q^{2})$ が X上のトレース型作用素ならば, $A$ は Fredholm で

あり,

index $A=Tr(\gamma e^{-\beta Q^{2}})$ (5.1)

が成り立っ. ここで, Tr はトレースを表わす.

注意. トレースクラス上の線形汎関数 $Tk(\gamma\cdot)$ は超トレースとよばれ

る. 公式 (5.1) の重要性は, この右辺が, 具体的な例では, 計算可能な解析

的表示をもちうるということ, したがって, その場合には, これによって,

当該の作用素 $A$ に対する指数定理が得られる, という点にある.

われわれは, 命題 5.3を利用して, $Q_{S}(F)_{+}$の指数を計算することを考

える. しかし, そのためには, いまの場合のラプラシアン

$\triangle_{S}(F):=Q_{S}(F)^{2}$

のあらわな形を知る必要がある.
$L^{2}(E, d\mu;\mathcal{K}_{c})$ の部分空間 $\mathcal{P}_{S^{\otimes D(S^{*})}}^{\wedge}$ にノルム $||\cdot||_{q,r}(1\leq q, r<\infty)$ を

$||\Phi||_{q,r}=||\Phi||_{L^{q}(E,d\mu;\mathcal{K}_{c})}+||S\nabla\otimes I\Phi||_{L^{r}(E,d\mu;\mathcal{K}_{c})\otimes \mathcal{K}_{c}}$

$+||SJ_{\mathcal{H}}\nabla\otimes J_{\mathcal{K}}\Phi||_{L^{r}(E,d\mu;\mathcal{K}_{c})\otimes \mathcal{K}_{c}}$

によって定義し, このノルムによる $\mathcal{P}_{S^{\otimes D(S^{*})}}^{\wedge}$ の完備化を $\mathcal{W}_{S}^{q,r}(\mathcal{K}_{c})$ によっ

て表わす.

定義 5.4 $<E,$ $\mu>$上の K。値関数\Phiでっぎの条件 $(i),(ii)$ をみたすも

のの全体を $F_{S}^{q,r}$ とする : $(i)\Phi\in D((S\nabla)^{*})\cap \mathcal{W}_{s}^{q,r}(\mathcal{K}_{c});(ii)$ すべての $f\in$

$D(S)\cap \mathcal{H}$に対して, $(\Phi, Sf)_{\mathcal{K}_{c}}$は実数.

$G$ を $<E,$ $\mu>$上の $\mathcal{K}_{c}\otimes \mathcal{K}_{c}$値関数とすれば, 2.2節の結果により, $a.e.\phi\in$

$E$に対して, Fermion Fock 空間\wedge (Kc) における作用素 $<b\#|\Lambda(G(\phi))|b\#>$
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が定義される. これらの作用素は, $\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K})$ における分解可能な作用素

$< \overline{b}^{\#}|\Lambda(G)|b\sim\#>=\int_{E}^{\oplus}<b^{\#}|\Lambda(G(\phi))|b^{\#}>d\mu(\phi)$

をあたえる. 部分空間

$\mathfrak{D}_{s}^{(2)}=\mathcal{L}\{P_{n}(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))u_{1}\Lambda\cdots\wedge u_{p}|P_{n}\in \mathbb{P}_{n},$ $f_{j}\in D(S^{*}S)\cap \mathcal{H}$ ,

$n,p\geq 0,j=1,2,$ $\cdots n$ , $u_{k}\in D(SS^{*}),$ $k=1,2,$ $\cdots p$}

を導入する.

定理 5.5 $[13,20]$ $q>4,$ $r>2$ を任意に固定し, $F\in F_{S}^{q,r}$ とする.

$L_{S,F}(\phi)=\Lambda(SJ_{\mathcal{H}}\nabla\otimes J_{\mathcal{K}}F(\phi))+\Lambda(SJ_{\mathcal{H}}\nabla\otimes J_{\mathcal{K}}F(\phi))^{*}$

とおく. このとき, $\mathfrak{D}_{S}^{(2)}\subset D(Q_{S}(F)^{2})$ であり, $\mathfrak{D}_{S}^{(2)}$上で

$\triangle_{S}(F)=Q_{S}(F)^{2}$

$=\triangle s+(S\nabla)^{*}F+||F||_{\mathcal{K}_{c}}^{2}+<\overline{b}^{*}|L_{S,F}|\overline{b}>$

$+<\overline{b}^{*}|\Lambda(S\nabla\otimes IF)|\overline{b}^{*}>+<\overline{b}|\Lambda(S\nabla\otimes IF)^{*}|\overline{b}>$

が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT}$) 立っ.

定理 5.5の証明 [20]からっぎのこともわかる.

命題 5.6 [20] $\mathfrak{D}_{S}$上で $d_{S}(F)^{2}=0$ であるための必要十分条件は

$S\nabla\otimes IF(\phi)\in\wedge^{2}(\mathcal{K}_{c})^{\perp}$ $a.e.\phi$ (5.1)

となることである.
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注意. 四っ組 $\{\wedge(\mathcal{H}, \mathcal{K}), \triangle_{S}(F)-\backslash Q_{S}(F), \Gamma\}$ は超対称的量子論であ
る. この場合, 具体的実現においては, 相互作用のはいった超対称的場の
量子論が対応する.

6 汎関数積分表示による指数定理

この節では, 前節の仮定 I に加えて, っぎを仮定する.

仮定 II. $\inf\sigma(S^{*}S)>0,$ $\inf\sigma(SS^{*})>0$ であり, ある $\gamma>0$ に対して
$(S^{*}S)^{-\gamma}$ は H上のトレース型作用素である.

各\delta >0に対して, H上のノルム $||\cdot||-\delta$ を $||f||_{-\delta}=||(S^{*}S)^{-\delta/2}f||_{H}$に

よって定義する. ノルム $||\cdot||_{-\delta}$による, $\mathcal{H}$の完備化を $\mathcal{H}_{-\delta}$ とする. $\mathcal{H}_{-\delta}$の

双対空間は Hilbert 空間 $\mathcal{H}_{\delta}$ $:=<D((S^{*}S)^{\delta/2}),$ $||(S^{*}S)^{\delta/2}\cdot||_{\mathcal{H}}>$ と同一視

される. 仮定 II と Minlos-Sazonov-Gross の定理 [40]によって, 任意の $\delta>\gamma$

に対して,

$E=\mathcal{H}_{-\delta}(S^{*}S)$

ととれる. $\beta>0$ に対して

$E_{\beta}=C([0,\beta];E)$

を $[0, \beta]$上の $E$値連続関数の空間とする. $E_{\beta}$ の要素\Phiの $t$ における値を $\Phi_{t}\in E$

で表わす.

命題 6.1 [13] $E_{\beta}$上の Gauss 型確率測度\mbox{\boldmath $\mu$}\betaで, すべての $f,$ $g\in \mathcal{H}_{\delta}$ に

対して

$\int_{E_{\beta}}<\Phi_{t},$ $f><\Phi_{s},g>d\mu_{\beta}(\Phi)$

$=(f, (1-e^{-\beta S^{*}S})^{-1}(e^{-|t-s|S^{*}S}+e^{-(\beta-|t-s|)S^{*}S})g)_{\mathcal{H}}$ , $t,$ $s\in[0,\beta]$ ,
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となるものが存在する. ただし, $<$ $\cdot>$は $\mathcal{H}_{-\delta}$ と $\mathcal{H}_{\delta}$ との双対性をあたえ

る自然な双線形形式である.

注意. (i) 測度\mbox{\boldmath $\mu$}\betaに関して, $\Phi_{0}=\Phi_{\beta}$ a.e. が成立する. すなわち, $a.e.\Phi\in$

$E_{\beta}$ は $E$のループである. したがって, $\mu_{\beta}$ は, 実際には, $E$のループ空間上

の Gauss 型確率測度とみることができる.

(ii) 仮定 II のもとでは, すべての\beta $>0$ に対して, $\exp(-\beta S^{*}S)$ はト

レース型作用素になる. これから, $\exp(-\beta d\Gamma_{b}(S^{*}S))$ はトレース型作用素

になり,

$Z_{S,\beta}$ $;= Tke^{-\beta d\Gamma_{b}(S^{*}S)}=\frac{1}{\det(I-e^{-\beta S^{*}S})}$

が成り立っ13. さらにっぎのトレース公式が導かれる $[7,13]$ : $0<t_{1}<t_{2}<$

. . . $<t_{n}<\beta,$ $f_{j}\in \mathcal{H}_{\delta},$ $j=1,$ $\cdots$ $n$ に対して

$\frac{Tk(e^{-t_{1}d\Gamma_{b}(S^{*}S)}\phi(f_{1})e^{-(t_{2}-t_{1})d\Gamma_{b}(S^{*}S)}\cdots\phi(f_{n})e^{-(\beta-t_{n})d\Gamma_{b}(S^{*}S)})}{Z_{S,\beta}}$

$= \int_{F_{\beta}}<\Phi_{t_{\rceil}},$ $f_{1}>\cdots<\Phi_{t_{n}},$ $f_{n}>d\mu_{\beta}(\Phi)$ . (6.1)

2.1節で述べたように, $d\Gamma_{b}(S^{*}S)$ を, ボソンからなる系の自由ハミルト

ニアンとみなし, この量子系を $\Sigma$と書くことにすれば, $Z_{S,\beta}$は, 物理的に

は, 有限温度 $1/\beta$における, 系 $\Sigma$の分配関数を表わす. 作用素\phi (tj, $f_{j}$ ) $:=$

$\exp(-t_{j}d\Gamma_{b}(S^{*}S))\phi(f_{j})\exp(t_{j}d\Gamma_{b}(S^{*}S)),j=1$ , $\cdot$ . . , $n$ , は, 系 $\Sigma$における,

場\phi (f) の, 虚数時間 $Sj=it_{j}$での時間発展をあたえる. 上式の左辺は, 場の

積\phi (tl, $f_{i}$ ) $\cdots\phi(t_{n}, f_{n})$ の統計力学的平均 (相関関数) にほかならない.

方, (6.1) の右辺は, 測度/l\betaに関する, 確率変数\Phi t(f) $:=<\Phi_{t},$ $f>$の $n$ 次

のモーメントである. Euclid 場の量子論 $[63,31]$との類推からすれば, $\Phi_{t}(f)$

は, 物理的には, 有限温度 $1/\beta$における, 自由な Euclid 場を表わすと考え

$13T$ を Hilbert 空間上のトレース型作用素とするとき, $I+T$の行列式 $\det(I+T)$

は, $\det(I+T)=\prod_{n}^{N_{=1}}(I+\lambda_{n})$ によって定義される $[64,65]$ . ここで, $\{\lambda_{n}\}_{n=1}^{N}$

$(N\leq+\infty)$ は $T$の (多重度もこめて数えた) 固有値である.
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られる. 測度空間 $<E_{\beta l^{\lambda}\beta}>$は, [45]において議論された測度空間の抽象

化である (温度が $0(\beta=+\infty)$ の場合にっいては [41]を参照).

$F\in F_{S}^{q,r}(q>4, r>2)$ とし, a.e. $\Phi\in E_{\beta}$に対して, $L^{2}([0, \beta];\mathcal{K}_{c})$ 上

の作用素
$K_{S,F}^{\pm}(\Phi)=L_{S,F}(\Phi_{t})((\partial_{t})_{\pm}+SS^{*})^{-1}$ .

を導入する. ここで, $(\partial_{t})_{+}((\partial_{t})_{-})$ は (反) 周期的境界条件っきの微分作用

素\partial /胱 を表わす.

補題 6.2 [13]

$\int_{0}^{\beta}||L_{S,F}(\Phi_{t})||_{2}^{2}dt<\infty$ (6.2)

ならば, $K_{S,F}^{\pm}(\Phi)\in \mathcal{I}_{2}(L^{2}([0,\beta];\mathcal{K}_{c}))a.e$. \Phi であり,

$(K_{S,F}^{\pm}( \Phi)f)(t)=\int_{0}^{\beta}K_{S,F}^{\pm}(\Phi;t,s)f(s)ds$ , $f\in L^{2}([0,\beta];\mathcal{K}_{c})$ ,

となる有界線形作用素 $K_{S,F}^{\pm}(\Phi;t, s)$ : $\mathcal{K}_{c}arrow \mathcal{K}_{c}$ で写像 $Sarrow K_{S,F}^{\pm}(\Phi;t, s)$

$(s\neq t)$ が強連続であるものが存在する. さらに $K_{S,F}^{\pm}(\Phi, t)$ $:=K_{\pm}^{F}(\Phi, t, t+0)$

は $\mathcal{K}_{c}$上のトレース型作用素であり,

$\overline{Tr}K_{S,F}^{\pm}(\Phi)$ $:= \int_{0}^{\beta}$ Tr $K_{S,F}^{\pm}(\Phi;t)dt$

は, $E_{\beta}$上のほとんどいたるところ有限な実数値関数である.

一般に, 任意の Hilbert 空間上の Hilbert-Schmidt 作用素 $T$に対して,

正則化された行列式 $\det_{2}(I+T)$ が

$\det_{2}(I+T)=\prod_{n=1}^{N}(1+\lambda_{n})e^{-\lambda_{n}}$
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によって定義される. ここで, $\{\lambda_{n}\}_{n}^{N_{=1}}(N\leq+\infty)$ は, $T$の (多重度もこ

めて数えた) 固有値である $[64,65]$ .
作用素 $Q_{S}(F)_{+}$に対するひとっの指数公式がっぎの定理によってあた

えられる.

定理 6.3 $[13,15]$ $F\in F_{S}^{q,r}(q>4, r>2)$ とし, (5.1),(6.2) および

$\int_{E_{\beta}}d\mu_{\beta}(\Phi)\exp(-\int_{0}^{\beta}((S\nabla)^{*}F(\Phi_{t})+||F(\Phi_{t})||_{\mathcal{K}_{c}}^{2})dt$

$+ \frac{1}{2}||K_{S,F}^{\pm}(\Phi)||_{2}^{2}+|\overline{Tr}K_{S,F}^{\pm}(\Phi)|)<\infty$

を仮定する. このとき, $Q_{S}(F)_{+}$ は Fredholm であリ

index $Q_{S}(F)_{+}$

$= \int_{E_{\beta}}d\mu_{\beta}(\Phi)\det_{2}(I+K_{S,F}^{+}(\Phi))$

$\cross\exp(-\oint_{0}^{\beta}((S\nabla)^{*}F(\Phi_{t})+||F(\Phi_{t})||_{\mathcal{K}_{c}}^{2})dt+$ $f_{l^{\backslash }}K_{S,F}^{+}(\Phi))$ .

(6.3)

右辺は\beta $>0$ によらない.

この定理の証明の基本的アイデアはっぎの通り : 定理 63の仮定のもと

で, まず, $\exp(-\beta\triangle_{S}(F))$ がトレース型作用素であることが示す. このと
き, 命題 5.3によって, index $Q_{S}(F)_{+}=Tr(\Gamma\exp(-\beta\triangle_{S}(F))$ となる. こ

の式の右辺は, Boson Fock 空間および Fermon Fock 空間における第 2量

子化作用素に対するトレース公式 $[7,13]$ (そのひとっは (6.1)) を用いるこ
とにより, (6.3) の右辺に等しくなることが示される (この場合, いくっか

の段階にわけて, 近似議論をおこなう必要がある).

注意. 条件 (5.1) は $<\overline{b}^{*}|\Lambda(S\nabla\otimes IF)|\overline{b}^{*}>=0$ を意味する: このおか

げで, ラプラシアンム s(F) は, よ $l_{l} \int$ 解析しやすい形になる. (5.1) が成立し
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ない場合も, $Q_{S}(F)_{+}$の指数に対して, 汎関数積分表示を導くことは可能で
あるが, その導出はもっと困難で複雑になる [13]. この場合, Hilbert 空間
上の Hilbert-Schmidt 作用素に対してファブイアン (Pfaffian) の概念を導入
する必要がある.

7 超対称的場の量子論への応用

これまでに概略を述べた無限次元解析の枠組みは六っ組 $(E,$ $\mu,$
$\mathcal{H},$

$\mathcal{K}$ ,
$S,$ $F$ ) から構成されている. これらの対象を具体的に指定することにより,

超対称的場の量子論の種々のモデル [67-73] を実現することができる. この

意味で, この論文で叙述した理論形式は, 最初にも少しふれたように, 超

対称的場の量子論のいくっかのモデルに対して, 数学的に統一された観点

を提供するのである. ここでは, 2次元時空における $N=1$ Wess-Zumino
$(WZ)$ モデル” とよばれるモデルについてだけ簡単にふれる.

$S_{r}(\mathbb{R})$ を $\mathbb{R}$上の無限回微分可能な実数値急減少関数からなる Schwartz
の試料関数の空間とし, その双対空間, すなわち, $\mathbb{R}$ 上の実緩増加超関数

の空間を $S_{r}^{l}(\mathbb{R})$ とする. $m>0$ を定数とし

$\omega(p)=\sqrt{p^{2}+m^{2}}$, $p\in \mathbb{R}$ .

とする (これは, 物理的には, 質量 $m$ の自由粒子が運動量 $P$ をもっときの

相対論的エネルギーを表わす). 実 Hilbert 空間 $H_{-1/2}(\mathbb{R})$ を

$H_{-1/2}(\mathbb{R})=\{f\in S_{r}’(\mathbb{R})|||f||_{-1/2}^{2}$ $;= \int_{\mathbb{R}}\frac{|\hat{f}(p)|^{2}}{\omega(p)}dp<\infty\}$

によって定義する ( $\hat{f}$は $f$のフーリエ変換を表わす). つぎの場合を考える :

$E=S_{r}’(\mathbb{R})$ , $\mathcal{H}=H_{-1/2}(\mathbb{R})$ ,

K=L2r(R)(実の $L^{2}(\mathbb{R})$-関数全体), $\mu=\mu_{m}$ .
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ここで, $/1_{m}$ は

$\int_{S_{r}’(\mathbb{R})}e^{t_{\langle l)}(f)}d\mu_{m}(\phi)=e^{-||f||_{-1/2}^{2}/2}$ , $f\in S_{r}(\mathbb{R})$

となる, $S_{r}’(\mathbb{R})$ 上の Gauss 型確率測度であり, $\emptyset(f)$ $:=<\phi,$ $f>$ は $S_{r}’(\mathbb{R})\cross$

$S_{r}(\mathbb{R})$ の自然な双線形形式である. いまの場合, 作用素 $S$ : $H_{-1/2}(\mathbb{R})_{c}arrow$

$L^{2}(\mathbb{R})$ の選び方には任意性がある. ひとっの選び方はっぎのようなもので

ある :

$S=S_{1}+iS_{2}$ ,

$( \overline{S_{1}f})(p)=\frac{\iota\prime(p)}{2\sqrt{\omega(p)}}\hat{f}(p))\backslash$ $( \overline{S_{2}f})(p)=\frac{\iota\nearrow(-p)}{2\sqrt{\omega(p)}}\hat{f}(p)$ .

ただし, $\iota\nearrow(p)=\sqrt{p+\omega(p)}$ . $\omega_{b},\omega_{f}$ をそれぞれ, $H_{-1/2}(\mathbb{R}),$ $L_{r}(\mathbb{R})$ において

働く自己共役作用素で

$\overline{\omega_{b}f}(p)=\omega(p)\hat{f}(p),$ $f\in D(\omega_{b})$ , $\overline{\omega_{f}u}(p)=\omega(p)\hat{u}(p),$ $u\in D(\llcorner t/f)$ ,

となるものとする. このとき,

$S^{*}S=\omega_{b}$ , $SS^{*}=\omega_{f}$ .

が成り立っ. したがって, いまの場合, 自由なラプラシアン (ハミルトニ

アン) \triangle Sは
$\triangle s=d\Gamma_{b}(\omega_{b})\otimes I+I\otimes d\Gamma_{f}(\omega_{f})$

という形になる.

超対称性電荷 $Q_{S}$の具体的な表示を求めるために, $L^{2}(\mathbb{R})$ 上のフェルミ

オン Fock 空間 $\wedge(L^{2}(\mathbb{R}))$ で働く消滅作用素, 生成作用素の超関数核をそ

れぞれ, $b(x),$ $b(x)^{*}$ としよう $[25,38]$ :

$b(f)= \int b(x)f(x)^{*}dx$ , $b(f)^{*}= \int b(x)^{*}f(x)dx$ .
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ボソン フェルミオン Fock 空 $|^{3}g\wedge(H_{-1/2}(\mathbb{R}), L_{r}^{2}(\mathbb{R}))$ において稠密な部分

空間

言 $=\mathcal{L}\{P(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))u_{1}\wedge\cdots\wedge u_{p}|f_{j}\in S_{r}(\mathbb{R}),$ $u_{k}\in S(\mathbb{R})$ ,

$n,p\geq 0,j=1,$ $\cdots n,$ $k=1,$ $\cdots p,$ $P\in \mathbb{P}_{n}$ },

を導入する. このとき, $D(d_{S})\supset$ 言であり, 言上で

$d_{S}= \int dxb(x)^{*}S\frac{\delta}{\delta\phi(x)}$

が成り立っ. ここで, $\delta/\delta\phi(x)$ は 1階の汎関数微分作用素を表わす 14. また

$\gamma_{1}(x)=i(b(x)-b(x)^{*})$ , $\gamma_{2}(x)=b(x)+b(x)^{*}$ .

とすれば

$\{\gamma_{j}(x),\gamma_{k}(y)\}=2\delta_{jk}\delta(x-y)$

となるので, $\{\gamma j(x)\}$ は無限次元の ClifFord 代数の (超関数的) 生成子と

みなせる. $d_{S}$に対する上の表示を用いると, いまの場合の Dirac-K\"ahler 型

作用素 $Q_{S}$は, 言上で

$Q_{S}=i \sum_{j=1}^{2}\int dx\gamma_{j}(x)S_{j}\frac{\delta}{\delta\phi(x)}+\int dx\phi(x)S^{*}b(x)$

となることがわかる. これは, $Q_{S}$が, 有限次元の場合の Dirac あるいは

Kahler型作用素の自然な無限次元版であることを示す. ラプラシアンム S は

14たとえば,

$\frac{\delta P(\phi(f_{1}),\cdots,\phi(f_{n}))}{\delta\phi(x)}=\sum_{j=1}^{n}(\partial_{j}P)(\phi(f_{1}), \cdots\phi(f_{n}))f_{j}(x)$ .
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2階の汎関数微分作用素して表わされる [15]. このようにして構成される超

対称的場の量子論 $\{\wedge(H_{-1/2}(\mathbb{R}), L_{r}^{2}(\mathbb{R})), \triangle_{S}, Q_{S}, \Gamma\}$ は, 自由な, $N=1$

WZ モデルとよばれる.

相互作用のはいった, $N=1$ WZ モデルをっくるには, 5節で導入し

た, $\mathcal{K}_{c}$値関数 $F$をいまの場合に具体的にあたえればよい. このモデルや他

のモデルについてのさらに詳しい記述については [13,15,50]等を参照.
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付録 超対称的量子論にっいて

この論文で解説した主題が超対称的場の量子論と深い関わりをもっこ

と, およびこの分野に詳しくない読者の便宜を考えて, ここで超対称的量

子論の抽象的な (数学的) 定義といくっかの基本的事実を述べておく.

定義 A.1 $N\geq 1$ を自然数とする. Hilbert 空問 $\mathcal{X}$ とそこで働く自己共

役作用素 $H,$ $N_{F},$ $Q_{j}$ $(j=1, \cdots , N)$ からっくられる 4 っ組 { $\mathcal{X},$ $H,$ $\{Q_{j}\}_{j}^{N}=1$
’

$N_{F}\}$ が以下の条件をみたすとき, これを $N$-超対称性をもっ超対称的量子
論という :

(S.1) $\mathcal{X}$は二っの閉部分空間 $\mathcal{X}\pm$の直和

$\mathcal{X}=\mathcal{X}+\oplus \mathcal{X}_{-}$ (A.1)

に分解され, $N_{F}[\mathcal{X}\pm$ =\pm H‘‘‘成り立っ. ここで, $I$は恒等作

用素を表わす.

(S.2)
$H=Q_{1}^{2}=Q_{2}^{2}=\cdots=Q_{N}^{2}$ .

(S.3) $N_{F}$は各 $Q_{j}$の定義域 $D(Q_{j})$ を不変にし, $D(Q_{j})$ 上で, 反交

換関係

$\{N_{F}, Q_{j}\}=0$ , $j=1,$ $\cdots N$ ,

が成 $\iota_{J}$ 立っ. ここで, $\{A, B\}=AB+BA$ .
(S.4) 任意の $j,$ $k=1,$ $\cdots$ $N,j\neq k$に対して, $Q_{j}$ と $Q_{k}$ は $D(Q_{j})\cap$

$D(Q_{k})$ 上の準双線形形式の意味で反可換である :

$(Q_{j}\psi, Q_{k}\phi)_{\mathcal{X}}+(Q_{k}\psi, Q_{j}\phi)_{\mathcal{X}}=0$,

$\psi,\phi\in D(Q_{j})\cap D(Q_{k}),j,k=1,$ $\cdots j\neq k$ .
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$Q_{j}$ を超対称電荷 (supercharge), $H$を超対称的ハミルトニアン, $N_{F}$ を

フェルミオン数作用素とよぶ. 部分空間 $\mathcal{X}\mathcal{X}+(\mathcal{X}_{-})$ のベクトルはボソン的

(フェルミオン的) 状態とよばれる.

注意. 定義 A. 1は非相対論的な超対称的量子論のひとっの抽象的な定
式化である. 相対論的な場合には, 条件 (S.2) は少し変更を要する (たとえ

ば, [67-72,33,12]等を参照).

超対称的量子論 $\{\mathcal{X}, H, \{Q_{j}\}_{j}^{N_{=1}}, N_{F}\}$ があたえられたとしよう. この

とき, (S.1) によって, $\mathcal{X}$の任意のベクトル\mbox{\boldmath $\psi$}は 2成分の縦ベクトル

$\psi=(\begin{array}{l}\psi_{+}\psi_{-}\end{array})$ , $’\psi\pm\in \mathcal{X}\pm$ ,

で表わされる. この表示に対応して, $\mathcal{X}$における任意の線形作用素は, 線

形作用素を成分とする 2行 2列の行列で表わされる. たとえば,

$N_{F}=(\begin{array}{ll}I 00 -I\end{array})$ . (A.2)

超対称電荷 $Q_{j}$の自己共役性と (S.3) により, 各 $j=1,$ $\cdots$ $N$ に対して

$Q_{j}=(\begin{array}{ll}0 Q_{j,+}^{*}Q_{j,+} 0\end{array})$ (A.3)

となる閉線形作用素 $Q_{j,+}$ : $\mathcal{X}_{+}arrow \mathcal{X}_{-}$ががただひとっ存在する. 作用素 $Q_{J,+}$

は $Q_{j}$のボソン的状態空間 $\mathcal{X}_{+}$への制限にほかならない. (A.3) と (S.2) から

$H=(\begin{array}{ll}H+ 00 H_{-}\end{array})$
ラ

$H_{+}=Q_{j,+}^{*}Q_{j,+}$ , $H_{-}=Q_{j,+}Q_{j,+}^{*}$ , (A.4)
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を得る ( $Q_{j,+}^{*}$ は $Q_{J,+}$の共役作用素を表わす). したがって, $H$は $\mathcal{X}\pm$ によっ

て約される 15. 作用素 $H+,$ $H_{-}$ をそれぞれ, $H$のボソン的部分, フェルミオ

ン的部分とよぶ.

超対称的量子論において特に興味があるのは, 零エネルギー状態, つ

まり, $H$の固有値 $0$ に属する固有ベクトルである. 超対称的ハミルトニアン
$H$が零エネルギー状態をもたないとき, すなわち, $kerH=\{0\}$ のとき, 超

対称性は破れているという 16. 超対称性の破れを測るひとっの尺度として

$I_{W}=\dim kerH+$ –din $kerH_{-}$

によって定義される Witten 指数がある $[$70-72$]^{}$ . これは, 物理的には, ボ

ソン的零エネルギー状態の数とフェルミオン的零エネルギー状態の数の差
を表わす. 超対称性が破れていれば, 明らかに $I_{W}=0$ である. したがっ

て, $I_{W}=0$ は超対称性が破れるための必要条件をあたえる (しかし, 十分

条件ではない).

Witten 指数 $I_{tV}$ を計算するには (A.4) に注目すればよい. 実際,

$kerQ_{j,+}^{*}Q_{j,+}=kerQ_{J+}$

であるから,

$I_{W}=\dim kerQ_{j,+}$ –dim ker $Q_{j,+}^{*}$

15この事実は, 行列表現を用いなくても証明される [2]. $H\pm$ は $j$によらないことに

注意. ここまでの議論からわかるように, 超対称的量子論は, 二つの Hilbert 空間
$\mathcal{X}\pm$ と稠密に定義された閉線形作用素 $Q_{J,+}$ : $\mathcal{X}_{+}arrow \mathcal{X}_{-},$ $j=1,$ $\cdots$ $N$, を用いて
も定義されうる. すなわち, この場合, $\mathcal{X}$ を (A.1) によって定め, $N_{F},$ $Q_{j}$ をそれ

ぞれ, (A.2), (A.3) によって定義し, $(S.2),(S.4)$ が成り立っように $Q_{j,+}$に条件を
つければよい.
16

$Q_{j}$ を生成子とする超対称変換で不変となる状態\mbox{\boldmath $\psi$}は, $Q_{j}\psi=0$ をみたすものだ

けであり, これは $H\psi=0$ と同値である. 現実に観測される素粒子の質量スペク
トルは, ボソンとフェルミオンでは非対称的であるので, 物理的に意味のある超対
称的量子論のモデルの候補は超対称性の破れをもっことが要請される.
17もちろん, この場合, dim ker $H_{+}$ , dim ker $H_{-}$のすくなくとも一方は有限であ
ると仮定しておく.
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となる. ところで, この右辺は, $Q_{j,+}$の指数 index $Q_{J,+}$にほかならない:

$I_{W}=indexQ_{j,+}$ .

こうして, 超対称性と作用素の指数理論が関連してくる. 補題 4.6を $A=$

$Q_{j,+}$ として応用すれば, っぎの結果を得る.

命題A.2 $[7,15]$ 作用素 $Q_{j,+}$が Fredholm であるための必要十分条件は

$\dim kerH<\infty$ , $\inf\sigma(H)\backslash \{0\}>0$

が成 $\ovalbox{\tt\small REJECT} J$立っことである.

補題 5.3を応用することにより, っぎの結果が得られる.

命題 A.3 $[7,50]$ . ある $\beta>0$ に対して, $\exp(-\beta H)$ が X上のトレース

型作用素ならば, $Q_{j,+}$ は Fredholm であり,

index $Q_{j,+}=Tr(N_{F}e^{-\beta H})$ (A.5)

が成 $\iota_{j}$ 立っ.

これまでは, 超対称的量子論の定義 A.l における条件 (S.4) の意味
についてふれなかったが, これに対しては反可換な自己共役作用素の理論

[66,56,60,14,18,19]から光をあてることができる. っまり, (S.2), (S.4) を

みたす自己共役作用素 $Q_{j},$ $j=1,$ $\cdots$ $N$, は互いに強反可換であることが示
される [17] (強反可換性の定義については 4節を参照).

この付録では詳しく述べる余裕はないが, 超対称的量子論は多様な数

学的側面をもっている [2-6,10,21,26-28,34-37,42,46]. たとえば, 超対称的

構造を利用して, 摂動論が破綻するような作用素のクラスで物理的に興味

のあるものを構成できるし [2], $KdV$ 方程式などへの応用もある $[35,36]$ . ま
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た, $t$ ‘アノーマリー”や Krein のスペクトルシフト関数との関連も議論され
ている $[26,34]$ . 超対称的量子論の具体的な多くのモデルでは, 超対称性電
荷は Dirac 型作用素であたえられ, これは, たとえば, 有限次元解析にお
ける指数定理への従来とは別のアプローチを可能にする [1,37, 27,28].
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